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INTRODUCTION. 


wN  divise  T Architecture  en  quatre  branches.  La  première  est 
celle  qui  a  pour  objet  la  composition  et  rexécution  des  maisons 
particulières ,  des  palais  y  des  temples ,  et  généralement  de  tous 
les  édifices  concernant  la  commodité  et  Tembellissement  des 
villes  ;  Tobjet  de  la  seconde  est  la  construction  des  grandes 
routes ,  des  ponts  y  des  canaux  ^  des  écluses ,  et  de  tous  les  ou- 
vrages relatifs  à  la  navigation  intérieure  ;  celui  de  la  troisième 
est  la  construction  des  fortifications  ^  des  casernes  ,  des  arse- 
naux j  et  de  tous  les  travaux  nécessaires  à  l'administration  mili- 
taire, et  celui  de  la  quatrième  est  la  construction  des  ports 
de  mer ,  des  arsenaux  maritimes  y  des  vaisseaux ,  des  bassins  de 
construction,  etc. 

Chaque  branche  de  l'architecture  comprend  deux  parties  :  la 
composition  et  la  construction. 

La  composition  consiste  dans  Tarrangement^  la  disposition , 
les  proportions  et  la  décoration  des  parties  constitutives  d'un 
édifice  ou  monument  quelconque ,  conformément  à  sa  destina-- 
tion  et  aux  règles  établies  par  Tusage  et  la  théorie.  L'esprit ,  le 
génie  de  la  composition ,  diffèrent  dans  les  quatre  branches  de 
larchitecture  ,  et  supposent  des  connaissances  particulières 
spéciales  pour  satisfaire  aux  conditions  de  convenance  dans  les 
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genres   d'édifices    ou   monumens    qiii   sont  Tobjet   de    chaque 

I 

branche. 

Quant  à  la  construction  y  c*est  une  science  <]pii  sert  de  base  et 
de  lien  à  toutes  les  branches  de  Tarchîtecture  ^  et  a  pour  objet 
la  théorie  et  le  perfectionnement  des  arts  qui  concourent  à  Texé- 
Cution  de  toutes  les  espèces  de  monumens. 

C'est  cette  partie  générale  de  Tarchitecture  qui  va  être  le  sujet 
de  ce  cours ,  ainsi  que  le  titre  Tannonce. 

Nous  diviserons  cette  science  en  six  parties  principales  :  la 
première  y  qui  servira  de  base  à  toutes  les  autres  y  sera  pincement 
mathématique ,  et  comprendra  i^.  l'Arithmétique  ^  2*.  les  élémens 
d'Algèbre ,  jusques  et  y  compris  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs y  qui  se  résolvent  à  la  manière  de  celles  du  second  y  et 
les  logarithmes  9  et  3"^.  la  Géométrie  plane  et  celle  à  trois  dimen- 
sions^ oii  il  sera  traité  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
ordre  y  ainsi  que  de  la  trigonométrie  rectiligne. 

La  seconde  partie  traitera  des  lois  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement^ tant  des  corps  solides  que  des  liquides;  de  la  théorie 
de  la  résistance  des  solides;  des  lois  de  la  stabilité^  etc. 

La  troisième  aura  pour  objet  toutes  les  espèces  d'ouvrages  de 
charpente ,  tels  que  les  pans  de  bois ,  les  planchers ,  les  com- 
bles y  les  voûtes  et  les  escaliers  en  bois  y  les  échafaudages  y  les 
étayemens ,  les  machines  pour  transporter  et  élever  de  grands 
fardeaux,  le  pilotage,  les  ponts,   etc. 

La  quatrième  partie  traitera  de  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  ma- 
çonnerie, c'est-à-dire  des  constructions  en  terre,  en  briques , 
en  moëlons,  etc.  ;  quant  aux  constructions  en  pierre  de  taille, 
nous  ne  nous  en  occuperons  que  sous  le  rapport  de  la  théorie  , 
attendu  que  notre  Traité  spécial  de  Coupe  des  pierres  renferme 
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tout  ce  qui  peut  offrir  quelque  difficulté  sur  ce  sujet  dans  ïa 
pratique. 

La  cinquième  aura  pour  objet  la  Serrurerie  de  bâtimens ,  et 
la  Charpente  en  fer,  c'est-à-dire  les  planchers ,  les  combles ,  les 
voûtes  et  les  ponts  en  fer. 

Enfin ,  la  sixième  et  dernière  partie  traitera  de  la  Menuiserie 
de  bâtimens ,  avec  tout  le  détail  que  ce  sujet  comporte. 

Les  explications  de  chaque  espèce  d^ouvrages  seront  accompa- 
gnées de  détails  relatifs  à  Tévaluation  des  dépenses  auxqueUes 
ces  ouvrages  peuvent  donner  lieu  y  indépendamment  des  usages 
de  Paris ,  qui  d'ailleurs  ne  tarderont  probablement  pas  d'être 
proscrits. 

Chacune  des  six  parties  principales  de  ce  Cours  sera  divisée 
en  plusieurs  sections  y  et  chaque  section  en  plusieurs  leçons. 
Chaque  leçon  traitera  d'un  sujet  particulier ,  divisé  en  plusieurs 
articles.  L'étendue  d'une  leçon  sera  proportionnée  à  celle  du 
sujet  dont  elle  traitera.  J'ai  cru  cette  division  plus  commode  pour 
le  lecteur ,  que  de  longs  chapitres ,  parce  qu'elle  présente  plus 
de  moyens  pour  reposer  l'esprit,  et  fait  mieux  ressortir  les  dif^ 
férens  sujets  y  ce  qui  aide  plus  qu'on  ne  pense  à  classer  les 
idées. 

Tel  est ,  en  raccourci ,  le  plan  sur  lequel  j'ai  cquçu  et  exécuté 
ce  Cours  de  Construction ,  oii  j'ai  tâché  de  mettre  à  profit  tout 
ce  qui  a  été  publié  jusqu'à  ce  jour  sur  cette  matière  aussi  éten- 
due qu'importante ,  et  oii  j'ai  tâché  de  présenter  les  choses  sous 
un  point  de  vue  propre  à  étendre  et  consolider  les  idées  du  lec- 
teur. Je  ne  suppose  aucunes  connaissances  préliminaires  sur  les 
sciences;  voulant  faire  un  cours  complet  de  construction,  et 
les  ouvrages  spéciaux  sur  les  sciences  renfermant  beaucoup  de 
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choses  inutiles  9  et  se  taisant  souvent  sur  des  choses  nécessaires 
aux  constructeurs ,  j'ai  cru  convenable  de  traiter  moi-même  ici 
de  tout  ce  qui  se  rattache  à  la  construction ,  du  moins  autant 
qu'il  m'a  été  possible.  Xai  évité  les  théories  trop  abstraites  ,  trop 
élevées ,  trop  générales ,  et  je  me  suis  appuyé  sur  l'expérience 
le  plus  souvent  que  je  l'ai  pu ,  sans  pour  cela  abandonner  jamais 
les  démonstrations  tirées  du  raisonnement.  Enfin  ^  j'ose  croire 
n'avoir  pas  augmenté  inutilement  le  nombre  des  ouvrages  de 
construction  ,  et  qu'un  assez  grand  nombre  de  choses  nouvelles  , 
et  que  je  ne  dois  à  personne  y  m'attireront  quel(|ue  bienveillance 
de  la  part  du  public. 
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SECTION  PREMIERE. 


ARITHMÉTIQUE. 


1    .    LEÇON. 

I.  XjES  mathématiques  ont  pour  objet  la  recherche  des  propriétés  des  gran* 

deurs  ou  quantités. 

2.  On  nomme  quantité,  tout  ce  qui  est  susceptible  d^augmentation  et  de 

(iîminution  :  le  temps,  V étendue ^  \t  poids,  \^  force,  sont  des  quantités. 

l^ous  ne  connaissons  aucune  quantité  d^une  manière  absolue ,  c^est-à-dire 
par  elle-même  ;  de  sorte  que ,  quand  nous  voulons  nous  former  Tidée  de  la 
grandeur  d^une  quantité,  nous  sommes  réduits  à  la  comparer  à  une  autre 
quantité  de  même  nature,  prise  arbitrairement  et  que  nous  admettons- 
comme  mesure,  à  laquelle  nous  rapportons  toutes  les  quantités  de  même 
^èce  que  nous  roulons  connaître.  Le  résultat  de  cette  comparaison  est 
''^pression  de  la  grandeur  de  la  quantité  dont  on  veut  se  faire  une  idée,  et  se 
i^omme  rapport.  Ainsi ,  tout  ce  que  nous  pouvons  découvrir  sur  les  quantités 
^  réduit  à  des  rapports. 

Quand  on  compare  deux  quantités  de  même  espèce,  on  peut  avoir  pour 
objet,  ou  de  chercher  de  combien  Tune  de  ces  deux  quantités  surpasse 
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l'autre;  ou  de  chercher  combien  de  fois  Tune  est  contenue  dans  Taulre  : 
d'où  il  suit  qu'il  y  a  deux  espèces  de  rapports.  Les  rapports  qui  répondent 
au  premier  cas  se  nomment  rapports  par  différence,  ou  rapports  arithmé- 
tiques,  et  ceux  qui  repondent  au  second  cas  s'appellent  rapports  par  quotient , 
ou  rapports  géométriques. 

3.  La  quantité  arbitraire  que  l'on  prend  pour  terme  de  comparaison,  lors-^ 
qu'on  veut  exprimer  la  grandeur  d'une  quantité,  se  nomme  unité  mathéma^ 
tique.  En  général  le  mot  i/mV^  exprime  un  individu  quelconque  existant  dans 
la  nature  et  pris  isolément  de  tout  ce  qui  l'environne. 

4*  On  peut  envisager  une  unité  d'une  manière  vague,  indéterminée,  c'est- 
à-dire  sans  s'embarrasser  de  l'espèce  ni  de  la  grandeur  de  l'individu  qu'elle 
représente  ;  dans  ce  cas  on  l'appelle  unité  abstraite.  Si  l'espèce  et  la  grandeur 
de  Punité  étaient  déterminées ,  elle  prendrait  le  nom  à^unité  concrète.  Ainsi  ; 
par  exemple,  quand  je  dis  un,  une  unité,  une  fois,  je  désigne  bien  un  certain 
individu,  mais  je  ne  désigne  pas  lequel;  j'exprime  donc  une  unité  abstraite  ; 
mais  quand  je  dis  un  homme,  un  cheçal,  une  toise,  un  mètre ^  etc.,  il  est 
clair  que  je  donne  une  idée  fixe  de  l'individu  que  je  désigne,  et,  par  consé- 
quent, j'exprime  une  unité  concrète.  Ainsi  l'idée  d'une  unité  abstraite  est  plus 
générale  que  celle  d'une  unité  concrète  ;  car  l'unité  abstraite  appartient  à 
toutes  les  espèces,  n'appartenant  à  aucune  en  particulier,  tandis  que  l'unité 
concrète  ne  peut  appartenir  qu'à  l'espèce  désignée. 

On  voit,  d'après  cette  observation,  qu'il  est  plus  avantageux  de  raisonner 
sur  l'unité  abstraite  que  sur  l'unité  concrète,  puisqu'alors  les  raisonnemens 
sont  applicables  à  tous  les  cas. 

5.  Si  l'on  assemble  plusieurs  unités  de  même  espèce  et  toutes  .égales  entre 
elles,  on  aura  ce  qu'on  appelle  un  nombre. 

Il  y  a  plusieurs  espèces  de  nombres,  comme  il  y  a  plusieurs  espèces  d'unités  : 
l'assemblage  de  plusieurs  unités  abstraites  donnera  un  nombre  abstrait ,  et 
l'assemblage  de  plusieurs  unités  concrètes  donnera  un  nombre  concret.  Il 
y  a  aussi  plusieurs  autres  espèces  de  nombres ,  que  nous  ferons  connaître  par 
la  suite. 

6.  Pour  faciliter  la  pratique  des  opérations  dont  les  quantités  sont  suscep- 
tibles ,  et  pour  aider  l'esprit  dans  la  recherche  des  vérités  dont  la  connais- 
sance pieut  nous  être  nécessaire,  on  a  imaginé  des  signes,  tant  pour  repré- 
senter les  quantités ,  que  pour  indiquer  les  opérations  à  effectuer  sur  ces 
mêmes  quantités. 

A  mesure  que  nous  avancerons,  nous  ferons  connaître  les  signes  d'opéra- 
tion ;  quant  aux  signes  qui  représentent  les  quantités,  ils  sont  de  deux  espèces  : 
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les  uns  servent  à  reprësenler  les  quantités  exprimées  en  nombres, 'et  les  autres 
représentent  les  quantités  d*une  manière  tout-à-fait  indéterminée. 

Les  signes  de  la  première. espèce  sont  connus  sous  le  nom  de  chiffres  :  ils 
sont  au  nombre  de  dix,  qui  sont  i ,  2,  3,  4»  ^9  69  7^  S*  9  c^  o. 

Quant  aux  signes  de  la  seconde  espèce,  ils  sont  tout-à-fait  arbitraires  : 
tantôt  ce  sont  les  lettres  de  notre  alphabet  dans  leur  simplicité,  tantôt  ce 
sont  les  mêmes  lettres,  mais  accentuées,  et  tantôt  ce  sont  les  lettres  de  Tal- 
phabet  grec,  simples  ou  accentuées. 

La  première  espèce  de  signes  se  suffit  à  elle-même  ;  mais  la  seconde  se 
combine  presque  toujours  avec  la  première,  et  de  ce  mélange  de  signes  pour 
représenter  les  quantités,  et  de  la  combinaison  des  signes  d^opération  résul- 
tent des  avantages  dont  on  ne  peut  se  faire  une  idée  juste,  qu^après  avoir 
parcouru  la  science  toute  entière. 

7.  L'art  d'opérer  sur  les  quantités  représentées  par  des  signes,  se  nomme 
calcul.  Comme  il  y  a  plusieurs  espèces  de  signes,  il  y  a  aussi  plusieurs  espèces 
de  calculs,  dont  les  principaux  sont  Tarithmétique  et  Talgèbre,  les  seuls  que 
nous  considérerons  dans  ce  cours. 

8.  Y! Arithmétique  est  Tart  d'opérer  sur  les  quantités  lorsqu'elles  sont  ex- 
primées en  nombres. 

9.  L'art  d'exprimer  les  quantités  en  nombres,  soit  par  écrit,  soit  verbale- 
ment ,  s'appelle  numération. 

La  numération  est  la  partie  des  mathématiques  qui  doit  précéder  toutes 
les  autres. 

De  la  Numération: 

10.  Nous  avons  déjà  dit  qu'un  nombre  était  l'assemblage  de  plusieurs 
unités  de  même  nature  et  toutes  égales  entre  elles.  Or,  si  l'on  ajoute  une 
unité  à  elle-même  on  aura  le  nombre  qu'on  appelle  deux  ;  si  à  ce  nombre 
on  ajoute  une  nouvelle  unité  égale  aux  premières ,  on  aura  le  nombre  qu'on 
appelle  trois;  en  ajoutant  à  ce  dernier  nombre  une  nouvelle  unité,  on  aura 
le  nombre  quatre,  et  en  ajoutant  de  la  même  manière  une  nouvelle  unité 
iu  nombre  déjà  obtenu ,  du  nombre  quatre  on  passera  au  nomlM'e  cinq ,  de 
celui-ci  au  nombre  six^  de  ce  dernier  au  nombre  sept ,  de  celui-ci  au  nombre 
huit,  et  de  ce  dernier  au  nombre  neuf. 

On  est  convenu  d'écrire  ces  neuf  premiers  nombres  chacun  par  un  carac- 
^  particulier ,  de  sorte  que  pour  une  seulô  unité  on  écrit  i ,  pour  deux  on 
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écrit  2,  pour  trois  on  écrit  3,  pour  quatre  on  écrit  4»  pour  cinq  on  écrit  5  ; 
pour  six  on  écrit  6,  pour  sept  on  écrit  7 ,  pour  huit  on  écrit  8,  et  pour  neuf 
on  écrit  9. 

1 1.  Pour  le  nombre  dix  qu^on  obtient  en  ajoutant  une  unité  au  nombre  g, 
on  se  sert  du  même  chiffre  i  qui  a  déjà  servi  à  représenter  une  seule  unité , 
mais  on  fait  suivre  ce  chiffre  i  du  signe  o  que  Ton  appelle  zéro ,  ce  qui 
donne  10. 

Dix  unités  simples  forment  ce  qu^on  appelle  une  unité  collective  du  pre- 
mier ordre,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  dixaine,  de  sorte  que  les  dixaincs 
sont  dix  fois  plus  grandes  que  les  unités  simples.  On  peut  avoir ,  une  ,  deux , 
trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit  et  neuf  dixaines.  Pour  écrire  toutes  ces 
dixaines,  on  se  sert  des  mêmes  caractères  que  pour  écrire  les  unités  simples 
depuis  I  jusqu^à  9,  en  mettant  un  zéro  à  la  droite  du  chiffre  qui  indique  le 
nombre  des  dixaines;  ainsi,  pour  1,2,3,49^96,  y^Setg  dixaines,  on 
écrira  10,  20,  3o,  4o,  5o,  60,  70,  80  et  90. 

Le  o  que  Ton  met  à  la  droite  du  chiffre  significatif,  ne  signifie  rien  par 
lui-même  :  il  n^a  d^autre  fonction  que  celle  d'ordonner  au  chiffre  significatif 
la  place  qu'il  doit  occuper  pour  prendre  la  valeur  qui  lui  appartient. 

L'usage  a  consacré  des  noms  particuliers  à  chaque  nombre  complet  de 
dixaines  depuis  une  jusqu'à  dix;  de  sorte  qu'au  lieu  de  dire  une,  deux ,  trois.... 
neuf  dixaines,  on  dit  dix,  vingt,  trente,  quarante,  cinquante,  soixante , 
septante  ou  soixante- dix ,  huilante  ou  quatre-vingts  et  nonante  ou  quatre- 
vingt-dix. 

12.  Si  à  90  on  ajoute  encore  une  dixaine,  on  aura  10  dixaines  qui  forment 
une  unité  collective  du  second  ordre,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  cent 
ou  de  centaine.  Les  centaines  se  comptent  comme  les  dixaines  et  les  unités 
simples,  et  s'écrivent  avec  les  mêmes  chiffres,  que  l'on  fait  suivre  ici  de  deux 

zéros.  Ainsi,  pour  une,  deux,  trois,  quatre,  cinq ,  neuf  centaines,  on 

écrit  100,  200,  3oo,  4oo,  5oo,  600,  700,  800  et  900. 

Les  centaines,  étant  dix  fois  plus  grandes  que  les  dixaines,  sont  cent  fois 
plus  grandes  que  les  unités  simples.  Ainsi  lorsqu'un  chiffre  est  suivi  de  deux 
zéros,  il  représente  on  nombre  cent  fois  plus  grand  que  s'il  était  seul. 

i3.  Si  à  900  on  ajoute  une  centaine ,  on  a  dix  centaines  qui  forment  une 
unité  collective  du  troisième  ordre ,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  milie.  On 
compte  les  mille  comme  les  simples  unités,  et  on  les  écrit  avec  les  mêmes 

chiffres;  que  l'on  fait  suivre  de  trois  zéros.  Ainsi  pour  un,  deux,  trois, , 

neuf  mille,  on  écrit  1000,  2000;  3ooo, 9000. 
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s  mille  ,    t;Unt  dix  fois  plus  grands  tjuc  les  centaines  ,  sont  cent  fois 

grands  que  les  dixaiiics  ,   et  mille  fois  plus  grands  que  les  unités  sim- 

s;  d'où  il  suit  qu'un  chiffre  suivi  de  trois  zéros  est  mille  fois  plus  grand 

s'il  était  seul. 
Remarquons  ,  maintenant ,  que  l'ordre  d'une  unité  collective  est  toujours 
iigné  i»ar  le  nombre  des  zéros  qui  accompagnent  le  chiffre  significatif  qui 
crprimc  le  nomV)re  qu'on  a  de  ces  unités  collectives  ,   et  que  les  différens 
ordres  d'unités  vont  conlinucllement  de  dix  en  dix  fois  plus  grands. 

i4.  Cela  posé,  je  dis  que  les  noms  de  lasuitc  indéfintc  des  différens  ordres 
d'unités,  sont  tels  qu'ils  ne  changent  réellement  cjuc  tous  les  trois  rangs. 
Ces  noms  sont  tmùé,  mille,  million,  hillum,  irillion,  quatrilUon,  qtuntilUon , 
scxtiJlion .  xep/Jtlion .  or.lillinn,  nonillion,  dccailllon,  cic,  parmi  lesquels  ou 
remarque  une  certaine  analogie  qui  permet  de  pousser  celte  nomenclature 
aussi  loin  qu'on  peut  le  désirer,  et  bien  au-delà  de  ce  qu'on  peut  avoir  be- 
soin. Chacun  de  ces  ordres  principaux  d'unités,  se  compte  par  unités, 
dixaincs  et  centaines  :  ainsi  on  a  unités  simples  ,  dixaines  d'unités  simples , 
cl  centaines  d'unités  simples  ;  unités  de  mille  ,  dixaïnes  de  mille  ,  et  cen- 
taines de  mille  ;  million  ,  dîxainc  de  million  et  centaine  de  million  ,   etc. 

Pour  écrire  ces  divers  ordres  d'unités  ,  on  se  sert  des  mêmes  chiffres  si- 
gnificatifs que  pour  écrire  les  unités  simples,  romme  nnns  l'avons  déjà  fait 
^-oir  jusqu'aux  mille  ,  en  faisant  suivre  les  chiffres  significatifs  d'autant  de 
z^îros  que  l'indique  l'ordre  des  unités  à  écrire.  Pour  cela  il  faudra  bien  se 
rappeler  que  les  dixaines  sont  du  i".  ordre  collectif,  que  les  centaines 
âODl  du  2°".  ordre  ,  les  mille  du  3°". ,  les  dixaines  de  mille  du  4"'. ,  les  cen- 
taines de  mille  du  5°"^.,  les  millions  du  6"".,  les  dixaines  de  millions  du 
V". ,  cl  ainsi  de  suite. 

Nous  voilà  donc  en  état,  maintenant,  de  pouvoir  écrire  et  de  pouvoir 
exprimer  verbalement  toutes  les  unités  de  quelqu'ordrc  qu'elles  soient; 
maii  notre  système  n'est  pas  encon-  rnmplftt ,  car  il  y  a  des  larnnos  entre 
10  et  2o  ,  entre  20  et  3o,  entre  go  et  100  ,  eulre  100  et  200  ,  entre 

Iaoo  et  3oo  ,  entre  goo  et  1000  ,  entre  1000  et  2000  ,  etc. ,  etc.  ,  qu'il 
but  nécessairement  remplir. 
i5.  Pour  remplir  ces  lacunes,  nous  remarquerons  d'abord  que  les  unités 
simples  ne  s'écrivant  que  par  un  chiffre  ,  doivent  être  considérées  comme 
occupant  la  première  place  en  allant  de  droite  à  gauche  ;  que  les  dixaines  , 
qui  ont  toujours  deux  chiffres ,  comme  occupant  la  seconde  place  en  allant 
loojours  de  droite  à  gauche  ;  les  centaines ,  comme  occupant  la  troisième 
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place  ,  les  mille  la  quatrième  ,  et  ainsi  de  suite  dans  le  même  ordre  pour 
les  unités  supérieures  ;  de  sorte  que  le  zëro  n'a  d'autre  fonction  que  celle 
d'ordonner  aux  chiffres  significatifs  la  place  qu'ils  doivent  occuper  pour 
avoir  la  valeur  qui  leur  convient,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer 
(  n"".  1 1  ).  Mais  les  chiffres  significatifs  sont  tout  aussi  propres  à  remplir  cette 
fonction;  d'où  il  suit  que  pour  remplir  les  lacunes  comprises  entre  lo  et 
20 ,  il  suffira  de  mettre ,  à  la  place  du  o  qui  suit  le  chiffre  i  qui  marque  la 
dixainc  qu'on  a ,  le  chiffre  qui  indiquera  le  nombre  d'unitës  qu'il  faut  joindre 
àladixaine,  et  on  aura  les  nombres  sui vans  10  ,  11,  12,  i3,  i4,  i5,  16, 
17»  ^^7  19  et  20»  auxquels  on  donne  respectivement  les  noms  dia;,  onze, 
douze,  treize,  quatorze,  quinze,  seize,  dix-sept,  dix-huit,  dix-neuf  et  vingt 

Pour  remplir  les  lacunes  comprises  entre  20  et  3o ,  entre  3o  et  4o, 

entre  90  et  100 ,  on  s'y  prendra  de  la  même  manière ,  et  on  aura  les  nombres 

20,  21,  22, 29  et  3o,  3i  ,  32, 39  et  40,  4'»  42,  43, 49  et  5o, 

Si  ,  52, 59  et  60,  61 ,  62, 69  et  70,  71,  72, 79  et  80,  81 ,  82, 

89  et  90  ,  91  ,  92 , 99  et  100  ,  auxquels  on  donne  respectivement  les 

noms  vingt,  vingtrun,    vingt-deux,   vingt-trois,  vingt-neuf  et  trente; 

trente-un,  trente-deux, trente-neuf  et  quarante  ;  quarante-un ,  quarante- 
deux,   quarante-neirf  et  cinquante;  cinquante-un,   cinquante-deux, 

cinquante-trois,  cinquante-neuf  et  soixante  ;  soixante-un,  soixante- 
neuf  et  soixante-dix  ;  soixante-onze,  soixante-douze,  soixante-dix-neuf, 

et  quatre-vingts;  quatre-vingt-un ,  quatre-vingt-deux,  quatre-vingt-neuf, 

quatre-vingt-dix,  quatre-vingt-onze,  quatre-vingt-dix-neitf  et  cent. 

16.  Maintenant  il  nous  sera  facile  de  remplir  les  lacunes  qui  se  trouvent 
comprises  entre  les  unitës  des  ordres  supérieurs.  En  effet ,  supposons  qu'il 
s'agisse  d'ëcrire  un  nombre  renfermant  à  la  fois  5  mille ,  4  centaines , 
6  dixaines  et  8  unitës  :  si  je  n'avais  que  5  mille ,  j'ëcrirais  5ooo  ;  mais  comme 
j'ai  encore  4  centaines,  je  les  écrirai  à  la  place  du  troisième  zëro  ,  qui  est 
celui  qui  tient  la  place  des  centaines,  et  j'aurai  54oo.  Pour  ëcrirc  les  6  dixaines 
que  j'ai ,  je  remplacerai  le  second  zëro  par  le  chiffre  6  ,  et  j'aurai  5460  ; 
enfin ,  je  remplacerai  le  dernier  zëro  par  le  chiffre  8 ,  qui  reprësente  les 
simples  unitës  du  nombre  à  ëcrire ,  et  j'aurai  5468.  Pour  exprimer  ce  nom** 
bre  verbalement ,  on  dira  :  cinq  mille  quatre  cent  soixante-huit  unités. 

Si  je  n'avais  pas  eu  de  centaines ,  j'aurais  ëcrit  5o68  ;  si  je  n'avais  pas  ea 
de  dixaines,  j'aurais  ëcrit  54o8;  si  je  n'avais  pas  eu  d'unitës,  j'aurais  ëcriC 
5460  ;  si  je  n'avais  eu  ni  centaines ,  ni  dixaines ,  j'aurais  ëcrit  5oo8 ,  etc. 

Supposons  encore  qu'il  s'agisse  d'ëcrire  le  nombre  qui  renfermerait  sûr 
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trente  -  quatre  billions  ,  vingt  -  Jeux  millions  ,  quatre  mille  six  cent 
■huit  unités. 
e  connu encerai  par  écrire  les  imités  de  l'ordre  le  plus  élevé,  qui  sont 
six  cent  trente-quatre  billions  ,  sans  avoir  égard  aux  zéros  qu'il  faudrait 
mettre  à  la  suite  deschiffres  significatifs, silenombre  ne  renfermait  pas  d'au- 
tres unités,  et  j'aurai  G34-  Je  passerai  aux  unités  immédiatement  inférieures, 
cl  j'observerai  que  je  n'ai  point  de  centaines  de  millions  ;  en  conséquence , 
je  mettrai  un  zéro  pour  les  remplacer,  et  à  sa  suite  j'écrirai  les  22  raillions 
que  j'ai,  ce  qui  me  donnerait,  avec  ce  qui  est  déjà  écrit,  G34,022,  Passant 
aux  unités  qui  viennent  ensuite ,  j'observerai  que  ,  n'ayant  ni  centaine,  ni 
dixaine  de  mille  ,  je  dois  mettre  deux  zéros  pour  les  remplacer,  et  écrire,  à 
leur  suite,  les  quatre  mille  que  j'ai,  d'où  il  résultera  ,  avec  ce  qui  est  déjà 
écrit,  634,022,004.  Enfin,  pour  compléter  le  nombre  proposé,  je  n'ai  plus 
qu'à  mcltrc  ,  à  la  suite  de  ce  qui  est  déjà  écrit ,  les  six  cent  trente-huit  unités 
qui  me  restent  à  écrire,  et  il  me  viendra  634i022,oo4,638 ,  qui  sera  le 
nombre  en  question. 

17.  Pour  exprimer  verbalement  un  nombre  déjà  écrit, quelque  grand  qu'il 
puisse  être  ,  comme  les  divers  ordres  d'unités  ne  changent  de  nom  que  tous 
les  trois  rangs,  on  partagera  le  nombre  donné  en  tranches  de  trois  en  trois 
chiffres,  en  allant  de  droite  à  gauche  ,  et,  s'il  s'agit  du  nombre  343G7867 
686oo3ooo324 ,  on  aura  34?3G7, 867,686,003, 000, 324,  *^t  on  donnera  à 
chaque  tranche  le  nom  qui  lui  appartient , comme  on  le  voit  indiqué  ci-dessous: 
34 ,  367 ,  867 ,        686 ,         oo3 ,       000 ,      324. 

Quintiilions ,     quairillions ,     trlUions ,     billions ,     millions ,     mille ,     uniies, 

cl  ensuite ,  en  commençant  par  la  tranche  de  l'ordre  le  plus  élevé ,  on  dira  : 
Irmie-quatre  quintHUons ,  trois  cent  soixante -sept  quatrilHons  y  huit  cent 
«)ix<aUe-sept  trilUons ,  six  cent  quatre-vingt-six  billions ,  ti  ois  millions  ,  trois 
(xnt  vingt-quatre  unités. 

16.  Jusqu'à  présent  nous  avons  considéré  l'unité  comme  indivisible,  et 
c'est  ce  qui  ne  nous  a  pas  permis  d'écrire  des  nombres  plus  petits  que  l'unité; 
■Dais, dans  une  infinité  de  circonstances,  on  a  besoin  de  quantités  plus  petites 
•lue  celle  qu'on  a  prise  pour  unité  principale,  ce  qui  a  nécessité  de  diviser 
cette  unité  en  plusieurs  parties  égales,  qui,  elles-mêmes,  ont  été  subdivisées 
«  d'autres  parties  égales,  et  ces  nouvelles  parties  encore  en  d'autres  parties 
*ples,  et  ainsi  de  suite,  autant  qu'a  pu  l'exiger  la  pratique.  Ces  parties,  qui 
^'ûQt  conlîouellement  en  diminuant  de  grandeur  ,  suivant  une  certaine  loi 
ttttTenue,  se  noramcot  subdivisions  de  l'unité  principale.  Nous  allons  ex- 
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poser  les  différens  systèmes  de  ces  subdivisions  pour  les  unités  les  plus  en 
usage ,  et  nous  cominencerons  par  les  mesures  anciennes. 

TABLEAUX    DES    MESURES    ANCIENNES- 

MONNAIES.  MESUBES    DE   LONGUEITR. 

La  pistole  vaut  lO  livres.                    La  toise...  vaut  6  pieds. 

JjauvreC*»)  —     20  sous.                      Le  pied....  —  12  pouces. 

Le  sous....  —     12  deniers.                 Le  pouce.  —  la  lignes. 

Le  denier.  —       a  oboles.                   La  ligne...  —  la  points. 

ete. 

MESURES   DE    POIDS*  MESURES   DU    TEMPS. 

Le  quintal  vaut  100  livres*  L*année....  vaut  365  jours  à  peu  près. 

La  livre  W  —         2  marcs.  Le  joun —  a4  heures. 

Le  marc...  —         8  onces.  L'heure —  60  minutes. 

L'once —         8  gros.  La  minute.  —  60  secondes» 

Le  gros —         3  deniers.  La  seconde  -»-  60  tierces. 

Le  denier.  —        ja  oboles  ou  24  grains.  etc. 

L'obole —  12  giains. 

TABLEAUX  DES  NOUVELLES  MESURES. 

MONNAIES. 

Le  double  louis  vaut  4o  francs* 
Le  louis  .....—-     ao  francs. 
Le  franc  W  .  .  .  —     10  décimes; 
Le  décime.  .  .  .  •—     10  centimes. 
Le  ceptime..  .  .  —     10  millimes. 

etc. 

MESURES    DE   LONGUEUR. 

Le  myriamètre.  .  •  vaut  10000  mètres  ou  10  kilomètres. 

Le  kilomètre —  1000  mètres  ou  10  hectomètres. 

L'hectomètre —  100  mètres  ou  10  décamètres. 

Le  décamètre.  ...  —  10  mètres. 

Le  mètre  C*')    ,  ,  .  .  — ^  10  décimètres. 

Le  décimètre  ....—-  10  centimètres. 

Le  centimètre.  ...  —  10  millimètres. 

Le  millimètre.  ...  —  10  dix-millimèti^s. 

etc. 

/ 

MESURES    DE   SUPERFICIE. 

Lliectare vaut  100  ares  ou  loooo  mètres  carrés. 

L'are —     100  centiares  ou  100  mètres  carrés. 

Le  mètre  carré. ...     —     100  décimètres  carrés. 
Le  décimètre  carré.     —     100  centimètres  carrés. 
Le  centimètre  carré.     —     100  millimètres  carrés. 

etc. 

(a)  estrunité  principale.  (&)  est  runitë  principale  du  poids,  (c)  est  Tunilë  principale,  (d)  est  Pooil 
fondanentale  :  il  est  la  dix  miliionième  partie  du  quart  du  mifridieii  qui  pasK  par  Dunkerquc  et  Barcelone 


Arithmétique; 

MB£UEES    DB    CAPACITE. 

Le  myrialitre vaut  lo  kilolitres  ou  loooo  litres. 

Le  kiîolitre —  lo  hectolitres  ou  looo  litres. 

L'hectolitre •—  lo  décalitres  ou  loo  litres. 

Le  décalitre —  lo  litres. 

Le  litre —  lo  décilitres  ou  i  décimètre  cube. 

Le  décilitre —  lo  centilitres. 

Le  centilitre —  lo  millilitres. 

Le  millilitre —  i  centimètre  cube. 

MESURES    DE    POIDS. 

Le  myriagramme. .  .  vaut  lo  kilogrammes  ou  lOooo  grammes. 
Le  kilogramme  (0  .     —     lo  hectogrammes  ou  looo  grammes. 


L'hectogramme..  . 
Le  décagramme.  . 
Le  gramme .... 
Le  décigramme.  • 
Le  centigramme.  • 


—  lo  décagrammes  ou  loo  grammes. 

—  lo  grammes. 

—  lo  décigrammes. 

—  lo  centigi'ammes. 

—  lo  milligrammes. 

etc. 
ILa  examinant  tous  ces  tableaux ,  on  remarquera  que  la  loi  des  subdivi- 
sions est  irrégulière  dans  les  mesures  anciennes ,  non-seulement  d'une 
espèce  d'unités  à  une  autre ,  mais  encore  pour  la  même  espèce.  Au  contraire, 
dans  le  nouveau  système ,  cette  loi  est  parfaitement  régulière  pour  chaque 
espèce  d'unités,  et  est  la  même  pour  toutes  les  mesures.  De  cette  unifor- 
mité ,  et  de  ce  que  la  base  qui  forme  la  loi  des  subdivisions ,  dans  les  nou- 
velles mesures ,  est  la  même  que  celle  de  nôtre  système  de  numération,  il 
résulte  une  très-grande  facilité  dans  les  calculs,  ainsi  qu'on  en  sera  con- 
vaincu par  la  suite. 

19.  Voyons,maintenant,  comment  on  ëcrit  les  nombres  qui  contiennent  des 

subdivisions  de  l'unité  principale,  et  commençons  par  les  mesures  anciennes. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  nous  propose  d'écrire  ua  nombre  qui  con- 

ûenne  345  livres  de  poids ,  i  marc ,  3  onces ,  4  gï'os,  2  deniers  et  i5  grains. 

Pour  satisfaire  à  cette  demande ,  nous  écrirons  : 

345.'  i.«  3."  4.8  a.^  i5.«, 
ainsi  qu'on  en  est  généralement  convenu ,  en  mettant  vers  la  droite ,  et  un 
peu  au-dessus  de  chaque  nombre ,  l'initiale  du  nom  de  son  espèce.  Pour 
«primer  ce  nombre  verbalement ,  on  dira  :  trois  cent  quarante-cinq  livres, 
QQ  marc ,  trois  onces ,  quatre  gros ,  deux  deniers  et  quinze  grains. 
Si  j'avais  à  écrire  le  nombre  36  toises ,  3  pieds ,  4  pouces  et  6  lignes ,  je 

l^écrirais  ainsi  qu'il  suit  : 

36.'  3.'  4.'^  6.\ 

ttpour  l'exprimer  verbalement  je  dirai  :  trente-six  toises,  trois  pieds,  quati'e 
poQces  et  six  lignes. 

(i)  Est  le  poids  d^on  décimètre  cube  ou  d^un  litre  d^eaa  distillée  et  ^  la  température  de  4°* 
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On  remarquera  que  j^ai  encore  eu  le  soin  de  mettre  au-dessus  et  vers  la 
droite  de  chaque  partie  du  nombre ,  Tinitialc  du  nom  qui  lui  convient ,  ex- 
cepté pour  les  pouces,  où  j^ai  fait  usage  du  signe  ^"^  au  lieu  du  ^,  pour  ne  pas 
confondre  les  pouces  avec  les  pieds  qui  ont  la  même  initiale. 

S'il  arrivait  qu'un  nombre  ne  contînt  point  de  subdivisions  de  certains 
ordres ,  il  faudrait  les  remplacer  par  des  zéros. 

Ainsi ,  par  exemple  ,  si  Ton  avait  à  écrire  le  nombre  58  toises ,  3  pouces 
4  points,  comme  il  ne  contient  point  de  pied  ni  de  ligne ,  on  remplacerait 
ces  deux  nombres  de  subdivision ,  chacun  par  un  zéro ,  et  on  aurait  : 

58/  o.P   3.^^   o.'   4.% 

et  on  se  conduirait  de  même  pour  tout  autre  nombre.  En  général ,  lorsqu'on 
écrit  mi  nombre  composé  de  plusieurs  parties,  il  faut  faire  attention  de  ne 
pas  écrire  aux  rangs  des  diverses  subdivisions  de  ce  nombre ,  un  nombre  ni 
égal  ni  plus  grand  que  celui  qui  exprime  combien  il  faut  des  subdivisions  de 
l'espèce  qu'on  écrit  pour  en  faire  une  de  celles  qui  sont  immédiatement 
supérieures.  Ainsi ,  par  exemple ,  s'il  s'agissait  d'écrire  un  nombre  de  toises, 
pieds,  pouces,  lignes,  etc.,  il  ne  faudrait  pas  écrire  plus  de  5  au  rang  des 
pieds ,  plus  de  1 1  au  rang  des  pouces ,  plus  de  1 1  au  rang  des  lignes ,  etc. 
Si  l'on  avait  6  pieds  ou  plus ,  il  faudrait  écrire  i  de  plus  aux  toises ,  et  n'é- 
crire au  rang  des  pieds  que  l'excès  sur  &  du  nombre  de  pieds  qu'on  aurait 
d'abord  à  écrire.  De  même,  si  Ton  avait  12  pouces  ou  plus,  il  faudrait 
écrire  i  de  plus  aux  pieds ,  et  n'écrire  au  rang  des  pouces  que  l'excès  sur  12 
du  nombre  de  pouces  qu'on  aurait  d'abord  à  écrire ,  et  ainsi  des  autres.  On 
conçoit  que  si  le  nombre  de  pieds  à  écrire  contenait  plusieurs  fois  6 ,  il  fau- 
drait écrire  autant  d'unités  au  rang  des  toises  que  le  nombre  de  pieds  qu'on 
aurait  contiendrait  de  fois  6 ,  et  n'écrire  au  rang  des  pieds  que  l'excès,  sur 
ce  nombre  de  fois  6 ,  du  nombre  de  pieds  qu'on  aurait  d'abord  à  écrire.  Il 
n'est  pas  besoin  de  dire  que  le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres 
espèces  de  subdivisions. 

20.  Un  nombre  qui  contient  des  subdivisions  de  l'unité  principale  se 
nomme  nombre  complexe ^  et  celui  qui  ne  renferme  que  des  unités  entières, 
nombre  incomplexe. 

21.  Dans  le  nouveau  système ,  les  subdivisions  vont  de  dix  en  dix  fois  plus 
petites ,  pour  toutes  les  espèces  d'unités ,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  les 
tableaux  des  nouvelles  mesures ,  que  nous  avons  donnés  précédemment.  En 
conséquence ,  au  lieu  d'appeler  complexes  les  nombres  qui  renferment  de 
pareilles  subdivisions ,  on  les  nomme  décimaux. 

22.  Donnons ,  maintenant ,  la  manière  d'écrire  cette  dernière  espèce  de 
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timbres,  et  supposons,  par  csemple,  qu'il  s'agisse  d'un  nombre  qui  se  compo- 
sait de  67  mètres ,  4  décimclres,  G  cenliinètres  et  8  millimètres.  On  pourra 
lOrd  l'écrire  à  la  manière  des  nombres  complexes  ordinaires,  et  on  aura  : 
67."  4/  6/  g."", 
tais  cette  manière  est  longue  et  incommode;  voyons  s'il  n'y  aurait  pas  un 
loyeu  plus  facile. 

^  Si  nous  nous  rappelons  qu'un  mètre  vaut  10  d«?eimètres ,  qu'un  décimètre 
hul  10  centimètres,  qu'un  centimètre  vaut  10  millimètres,  etc.,  on  verra  que 
6  bcentimètresquerenfermele  nombre  en  question,  valent  (io  millimètres, 
retS  qu'il  y  en  a  feront  68  millimètres  ;  les  4  décimètres  feront  4o  centimètres 
Q  400  millimètres ,  et  68  que  nous  en  avons  trouvé  déjà  feront  468  ;  ainsi , 
e  nombre  proposé  se  composera  de  deux  parties  ;  l'une  qui  sera  67  mètres 
B67  entiers,  et  l'autre  468  millimètres  ou  468  millièmes  de  l'entier.  On 
«rra  donc  écrire  le  nombre  dont  il  s'agit,  ainsi  qu'il  suit  : 
S;*"-,  468  ■"■ , 
B  Séparant  les  entiers  des  millièmes  par  une  virgule  ,  pour  ne  pas  les  con- 
bndre.  Si  au  lieu  du  mètre  il  était  question  d'une  autre  nouvelle  mesure 
«quelconque,  on  conçoit  qu'on  pourrait  écrire  le  nombre  de  la  même  ma- 
BÎcre  ,  puisque  la  loi  des  subdivisions  est  toujours  la  même. 
■  a3.  Il  faut  bien  faire  attention  de  placer  la  virgule  immédiatement  à  la 
oite  du  dernier  des  cbiffres  qui  représentent  les  entiers ,  car  si  on  la  chan- 
geait de  place  ,  on  changerait  aussi  la  valeur  du  nombre.  Ainsi ,  par  exemple, 
si  dans  le  nombre  S'^°'',^GS,  au  lieu  de  placer  la  virgule  à  la  droite  du  7,  on 
la  plaçait  à  la  gauche ,  on  aurait  G"',  7468 ,  et  le  nombre  serait  10  fois  plus 
pelit;  car  le  chiffre  6  des  entiers  représentait  des  dixaines  dans  le  premier 
tis ,  et  maintenant  il  ne  représente  plus  que  des  unités  simples;  le  chiffre  7 
dans  le  premier  cas  représentait  des  unités  simples ,  et  maintenant  il  ne  re- 
présente que  des  dixièmes  de  cette  unité  ;  le  chiffre  4  de  la  partie  décimale 
«présentait  des  dixièmes,  et  il  ne  représente  plus  que  des  centièmes;  le 
chiffre  6  qui  suit  vers  la  droite  représentait  des  centièmes  et  il  ne  repré- 
«Qte  plus  que  des  millièmes ,  et  enfin  le  dernier  chiffre  qui  représentait 
des  millièmes,  ne  représente  plus   que    des  dix-millièmes;  chacune   des 
parties  de  ce  nombre  est  donc  devenue  10  fois  plus  petite  ,  et  par  conséquent 
-j|      le  nombre  tout  entier  lui-même  est  10  fois  plus  petit.  Si  au  lieu  d'avoir 
^Lflacé  la  virgule  à  la  droite  du  chiffre  7  qui  représente  les  unités  simples 
^Bkns  le  nombre  proposé ,  on  l'avait  écrite  entre  4  et  6  qui  sont  au  rang  des 
^^   feimales ,  on  aurait  eu  674"*,  68 ,  et  le  nombre  serait  devenu  dix  fois  plus 
^raod.  En  effet,  le  chiffre  6  qui  représentait  des  dixaines,  représenterait 
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alors  des  centaines;  le  chiffre  7  qui  reprëscntait  des  unitës  simples,  reprë- 
senterait  des  dixaines;  le  chiffre  4  qui  représentait  des  dixièmes,  représen- 
terait des  unités;  le  chiffre  6  qui  représentait  des  centièmes,  représenterait 
des  dixièmes  ,  et  le  chiffre  8  qui  représentait  des  millièmes,  représenterait 
des  centièmes;  chacune  des  parties  du  nombre  serait  donc  dix  fois  plus 
grande ,  et  par  conséquent  le  nombre  lui-même  serait  dix  fois  plus  grand. 

24*  Il  suit  de  là  qu'un  nombre  décimal  devient  dix  fois  plus  petit  en  trans- 
portant la  virgule  qui  sépare  la  partie  entière  de  la  partie  décimale ,  d'une 
place  vers  la  gauche ,  et  qu'il  devient ,  au  contraire ,  dix  fois  plus  grand , 
quand  on  transporte  cette  virgule  d'une  place  vers  la  droite.  Mais  si,  après 
avoir  transporté  la  virgule  d'une  place  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche ,  on 
la  transporte  encore  d'une  place  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche,  le  nombre, 
après  être  devenu  dix  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  deviendra  donc  encore 
dix  fois  plus  grand  ou  plus  petit  ;  il  sera  donc  devenu  cent  fois  plus  grand 
ou  plus  petit  que  dans  le  premier  cas  :  or ,   si  l'on  comparait  le  dernier 
nombre  au  premier,  on  verrait  que  la  virgule  aurait  été  transportée  de  deux 
places  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche  ;  en  faisant  donc  une  pareille  trans- 
position dans  un  nombre ,  on  rend  ce  nombre  cent  fois  plus  grand  ou  plus 
petit.  On  conçoit  maintenant  que ,  si  l'on  transportait  la  virgule  de  trois, 
quatre,  etc.  places  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche,  dans  un  nombre  déci- 
mal quelconque ,  ce  nombre  deviendrait  mille ,  dix  mille ,  etc.   fois  plus 
grand  ou  plus  petit.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  rendre  le 
nombre  5784,67367  cent  fois  plus  grand ,  il  suffira  de  l'écrire  de  cette  ma- 
nière 578467,867  ,  ce  qui  revient  à  mettre  le  chiffre  qui  représente  les  cen- 
tièmes, dans  le  nombre  donné,  au  rang  des  unités  simples  dans  le  nombre 
demandé.  Si  l'on  eut  voulu  rendre  ce  même  nombre  mille  fois  plus  grand, 
on  aurait  mis  le  chiffre  qui  représente  les  millièmes  au  rang  des  unités 
simples,  et  on  aurait  eu  5784678,67.  Enfin,  si  l'on  avait  voulu  rendre  le 
nombre  donné  cent  mille  fois  plus  grand ,  on  aurait  mis  le  chiffre  qui  re- 
présente les  cent  millièmes  au  rang  des  unités  simples ,  c'est-à-dire ,  qu'on 
aurait  supprimé  la  virgule  tout-à-fait ,  parce  que  ce  nombre  ne  renferme  pas 
des  décimales  d'un  ordre  plus  bas  que  les  cent  millièmes ,  et  on  aurait  eu. 
578467867. 

Réciproquement,  si  Ton  voulait  rendre  ce  même  nombre  5784,67867, 
dix,  cent  ou  mille  fois  plus  petit,  on  écrirait  578,467867  ,  57,8467867  ,  oa 
5,78467867  ,  c'est-à-dire  qu'on  mettrait  le  chiffre  qui  représente  les  unités 
simples ,  dans  le  nombre  donné ,  au  rang  des  dixièmes,  des  centièmes  ou  des 
millièmes  dans  le  nombre  demandé. 
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25.  Si  un  nombre  ne  renfermait  point  d'unités  entières,  s^il  ne  renfer- 
mait, par  exemple,  que  35  centièmes,  on  mettrait  un  zéro  pour  tenir  la 
place  des  entiers,  que  Ton  séparerait  des  35  centièmes  par  une  virgule,  et 
on  aurait  o,35.  Si  Ton  n'avait  pas  de  dixième,  si  Ton  n'avait,  par  exemple, 
que  35  millièmes,  on  mettrait  un  zéro  pour  tenir  la  pjace  des  entiers,  et 
un  autre  pour  tenir  celle  des  dixièmes,  et  on  aurait  o,o35.  On  conçoit, 
d'après  cela,  ce  qu'il  faudrait  faire  s'il  manquait  d'autres  espèces  d'unités; 
Il  n^est  pas  besoin  de  faire  sentir  combien  le  zéro  qui  tient  ici  la  place  des 
entiers  est  nécessaire,  ainsi  que  le  placement  de  la  virgule,  car  sans  ce  zéro 
le  nombre  o,35  deviendrait  35  entiers. 

Actuellement,  supposons  que  l'on  veuille  rendre  le  nombre  34?  mille  fois 
plus  petit;  il  faudra,  d'après  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut, 
mettre  le  chiffre  7,  qui  représente  les  unités  simples  dans  le  nombre  donné; 
au  rang  des  millièmes  dans  le  nombre  demandé;  mais  les  millièmes  oc- 
cupent la  troisième  place  vers  la  droite  au  rang  des  décimales ,  et  le  nombre 
donné  n'a  que  trois  chiffres,  il  n'y  aura  donc  point  de  chiffre  au  rang  des 
entiers,  il  faudra  donc  mettre  un  zéro  pour  en  tenir  la  place,  et  on  aura 
0,347  9  qui  sera  le  nombre  demandé.  Si  l'on  avait  voulu  rendre  le  même 
nombre  347  dix  mille  fois  plus  petit,  on  voit  que,  non-seulement  il  aurait 
fallu  mettre  un  zéro  pour  tenir  la  place  des  entiers,  mais  un  autre  aussi 
pour  tenir  celle  des  dixièmes  ,  et  on  aurait  eu  0,0347.  ^^  conçoit,  d'après 
cela,  ce  qu'il  faudrait  faire  si  l'on  voulait  rendre  ce  même  nombre  cent 
mille,  un  million,  dix  millions,  etc.,  de  fois  plus  petit. 

Ainsi,  au  moyen  de  zéros  et  d'ime  virgule,  nous  pouvons  rendre  un 
nombre  autant  de  dix  fois  plus  petit  qu'on  pourra  le  désirer;  de  sorte,  qu'a- 
vec ce  qui  précède,  nous  sommes  dans  le  cas  de  pouvoir  écrire  tous  les 
nombres  imaginables,  et  par  conséquent,  notre  système  de  numération  ne 
laisse  rien  à  désirer.  Passons  donc  aux  opérations  dont  les  nombres  sont 
susceptibles; 

2"'.     LEÇON. 


De  t Addition  et  de  la  Soustraction. 

26.  \! Addition  est  une  opération  par  laquelle  plusieurs  nombres  de  même 
espèce  étant  donnés,  on  les  réunit  en  un  seul  qui  leur  est  absolument  égal, 
auquel  on  donne  le  nom  de  somme. 

La  somme  de  plusieurs  nombres  de  même  espèce  est  nécessairement  de 
même  nature  que  les  nombres  qui  la  composent 
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Nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  étaient  composés  d^un  ou  de  plusieurs 
chiffres,  qu^ils  étaient  entiers,  complexes  ou  décimaux.  Voyons  comment 
on  effectue  Faddition  sur  chacune  de  ces  espèces  de  nombres. 

De  r Addition  des  nombres  composés  d'un  seul  chiffre, 

27.  A  proprement  parler  il  n^y  a  pas  de  règle  pour  faire  Taddition  des 
nombres  qui  ne  renferment  qu^un  seul  chiffre  :  ainsi,  par  exemple,  si  Ton 
avait  à  ajouter  les  nombres  5,  7,  8,  4i  9^  3,  2,  6,  il  faudrait  nécessaire- 
ment qu^on  vît,  au  premier  coup-d^œîl,  que  5  et  7  font  12,  et  8  font  20,  et 
4  font  24  9  et  9  font  33,  et  3  font  36 ,  et  2  font  38,  et  6  font  44  9  pour  arri- 
ver à  leur  somme  qui  est  évidemment  44- 

28.  Au  lieu  d'effectuer  l'addition  des  nombres  donnés  de  même  espèce, 
il  est  souvent  plus  avantageux  de  ne  faire  qu'indiquer  cette  opération,  pour 
l'exécuter  ensuite ,  quand  cela  est  nécessaire.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  s'a- 
gissait de  l'addition  des  nombres  8  et  7 ,  on  les  écrirait  l'un  à  la  suite  de 
l'autre,  en  mettant  entre  les  deux  le  signe  •+«  qu'on  prononce  plus,  et  oa 
aurait  8  +  7.  Comme  la  somme  de  ces  deux  nombres  est  i5,  on  peut  dire 
que  8  +  7  est  égale  à  i5 ,  ou  simplement  8  +  7  égale  i5.  Le  mot  égale  peut 
être  remplace  par  le  signe  =1  et  au  lieu  de  8+  7  égale  i5,  on  peut  écrire 
8+7  =  i5. 

Cette  manière  d'indiquer  l'addition  est  applicable  à  autant  de  nombres 
qu'on  voudra,  quels  que  soient  ces  nombres ,  pourvu  qu'ils  soient  de  même 
espèce.  Ainsi ,  par  exemple,  7  +  9  +  3  +  5  =  24,  veut  dire  que  la  somme 
des  nombres  7  ,  9,  3  et  5  est  égale  à  24. 

De  V Addition  des  nombres  entiers  composés  de  plusieurs  chiffres. 

29.  Pour  faire  la  somme  de  tant  de  nombres  de  cette  espèce  qu^on  voudra; 
on  les  écrira  les  uns  au-dessous  des  autres  de  manière  que  les  unités  du  même 
ordre  soient  sous  une  même  colonne  verticale  ;  c'est-à-dire  que  toutes  les 
unités  simples  soient  sur  une  même  colonne,  toutes  les  dixaines  sur  une  seconde 
colonne,  toutes  les  centaines  sur  une  troisième  colonne,  et  ainsi  des  autres. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  somme  des  nombres 
345,  572,  7:^  et  904;  d'après  la  règle  ^  je  les  écrirai  ainsi  qu'il  suit  : 

345 

57a 

72 

Somme..; 1893 
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pis  je  tirerai  un  trait  sous  le  dernier  pour  le  séparer  de  la  somme,  et  je  ferai 

I  somme  des  unilôs  de  chaque  colonne,  en  commençant  par  celle  de  l'ordre 

f  moins  élevé ,  qui  est  à  droite ,  et  je  dirai  :  5  et  3  font  7  ,  et  2  font  g ,  et  4 

i3;  ainsi  le  nombre  i3  est  la  somme  de  toutes  les  unités  simples  des 

ombres  donnés.  Mais,  en  i3  unités  simples  il  y  a  une  dixaine  et  3  unités 

nples  ;  je  poserai  ces  trois  unités  simples  sous  la  colonne  à  laquelle  elles 

ipartiennent,  et  je  retiendrai,  daus  la  mémoire,  la  dixaine  qui  me  reste 

(Our  la  joindre  à  la  somme  des  dixaines  que  je  chercherai  immédiatement. 

B  dirai  donc  :  i  dixaine  que  j'ai  retenue  et  4  font;  5,  et  7  font  13,  et  y  font 

fto;  ainsi  la  somme  des  dixaines  est  ig.  Mais,  en  ig  dixaines  il  y  a  une  ccn- 

ïine  et  g  dixaines  ;  en  conséquence ,  je  poserai  les  g  dixaines  sous  la  colonne 

~des  dixaines ,  et  je  retiendrai ,  dans  la  mémoire  ,  la  centaine  qui  me  reste  , 

pour  la  joindre  à  la  somme  des  centaines  que  je  chercherai  de  suite.  Je  dirai 

^^onc  :  i  centaine  de  retenue  et  3  font  4 ,  et  5  font  g  ,  et  9  font  18  ;  ainsi  la 

^feomme  des  centaines  est  18;  mais  en  18  centaines  il  y  a  8  centaines  et    i 

^Knillc  ;  en  conséquence ,  j'écrirai  les  8  centaines  au-dessous  de  ta  colonne  des 

centaines,  et  si  les  nombres  proposés  contenaient  des  mille  ,  je  retiendrais 

le  mille  qui  me  reste  pour  le  joindre  à  la  somme  des  mille;  mais  comme  ils 

^^'cu  contiennent  point ,  j'écris  ce  mille  qui  me  reste  à  côté  et  vers  la  gauche 

^Hes  8  centaines  que  j'ai  déjà  écrites  :  l'opération  est  alors  achevée,  et  la 

^■Dmme  demandée  est  égale  à  i8g3;  de  sorte  que  (n°.  28) 

^^  345+572-1-72-1-904=  1893. 

^^  La  raison  de  ce  procédé  est  facile  à  saisir.  En  effet ,  il  est  évident  que  le 
^nombre  i8g3  est  la  somme  demandée,  car  il  contient  toutes  les  parties  cons- 
tituantes des  nombres  proposés,  puisque,  par  le  procédé  que  nous  avons 
suivi,  nous  avons  composé  ce  nombre  de  la  somme  de  toutes  les  unités 
iples,  de  celle  de  toutes  les  dixaines,  et  de  celle  de  toutes  les  centaines 
ces  nombres  proposés.  Il  est  évident  aussi  qu'en  suivant  ce  même  procédé 
r  autant  de  nombres  entiers  composés  de  tant  de  chiffres  qu'on  voudra, 
on  arrivera  toujours  à  la  somme  demandée. 

Pour  s'assurer  qu'on  a  bien  suivi  le  procédé  et  qu'on  ne  s'est  pas  trompé 

r  comptant,  il  faut  en  faire  la  preuve. 
Preuve  de  l'Addition. 
3o.  Le  meilleur  moyen  de  faire  !a  preuve  de  l'addition ,  c'est-à-dire  de 
s'assurer  si  elle  est  bien  faite,  après  avoir  compte  les  chiffres  de  chaque  co- 
lonne en  allant  de  haut  en  bas,  et  avoir  obtenu  ainsi  la  somme  présumée, 
c'est  de  recommencer  l'opcraLion,  en  comptant  les  chiffres  de  chaque  colonne 


suiv 
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de  bas  en  haut  :  sî  de  celte  manière  on  retrouve  la  première  somme ,  c'est 
une  preuve  suffisante  que  l'opération  a  été  bien  faite. 

De  V Addition  des  nombres  décimaux. 

3i.  Dans  les  cas  où  il  s'agit  de  nombres  décimaux;  on  écrit  encore  les 
nombres  proposés  les  uns  au-dessous  des  autres  de  manière  que  les  unités 
du  même  ordre  soient  sur  la  même  colonne  verticale,  et  on  tire  un  trait 
sous  le  dernier  poux*  le  séparer  de  la  somme. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  la  somme  des  nombres  67 3, 
943;  76,  48;  4o2i5,  3o34;  on  les  écrira  ainsi  qu'il  suit  : 

673,943 

76,48 

4o25,3o34 

4775,7264 

et  ensuite  ,  on  commencera  par  la  colonne  de  l'ordre  le  moins  élevé.  Mais 
on  voit  que  cette  colonne  ne  se  compose  que  du  seul  chiffre  4  ;  il  suffira  donc 
d'écrire  ce  chiffre  à  la  somme  sous  la  colonne  qu'il  compose.  On  passera 
ensuite  à  la  seconde  colonne ,  on  en  fera  la  somme  qu'on  trouvera  égale  à 
6 ,  et  qu'on  écrira  sous  cette  seconde  colonne ,  qui  est,  comme  on  voit,  la 
colonne  des  millièmes.  On  passera  à  la  colonne  des  centièmes ,  on  en  fera 
la  somme  qu'on  trouvera  égale  à  12.  Mais  en  12  centièmes  il  y  a  2  centièmes 
et  I  dixième  ;  en  conséquence ,  on  écrira  les  2  centièmes  sous  la  colonne  des 
centièmes,  et  on  retiendra  Le  dixième  pour  le  joindre  à  la  somme  des 
dixièmes  qu'on  cherchera  immédiatement,  et  qu'jon  trouvera  égale  à  16 ,  et 
en  y  joignant  le  dixième  de  retenu  elle  deviendra  égale  à  17.  Mais  en  17 
dixièmes  il  y  a  7  dixièmes ,  que  Ton  écrira  au-dessous  des  dixièmes ,  et  une 
unité  entière  qu'on  joindra  à  la  somme  des  entiers.  On  continuera  l'opération 
eu  faisant  la  somme  des  entiers ,  comme  il  a  été  expliqué  au  n"".  29 ,  et  on 
aura  Tattention  de  placer,  dans  la  somme ,  la  virgule  à  la  droite  du  chiffre 5 
qui  répond  à  la  colonne  des  unités  simples  des  nombres  proposés  :  la  somme 
demandée  sera  477^  ,  7^64,  c'est-à-dire  qu'on  aura  : 

673,9434-76,48-1-40125,3034  =z=  4775,7264. 

I^  raison  de  ce  procédé  est  la  même  que  celle  du  n**.  29. 

De  V Addition  des  nombres  complexes. 

32.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  somme  des  nombres 
35;  3.^  5.*"  6.»  ,47.'  a.P  7.'*   10.*  et  i57\  4.^'  g.i^  n^, 
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on  écrira  ces  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres,  comme  il  a  été  dit,  ainsi 

qu'il  suit  : 

35.»     3.P      5r     6} 

47^     2.       7-     lo. 
î57.     4'       9-     II» 

24o.'  4.^  ii.i"  3/ 
et  ensuite  on  commencera  Topcration  par  la  colonne  des  unités  de  Tordre 
le  moins  élevé,  qui  sont  ici  les  lignes,  et  on  trouvera  que  la  somme 
des  lignes  est  27.  Mais  en  27  lignes  il  y  a  2  pouces  et  3  lignes,  puisqu'il 
faut  12  lignes  pour  faire  un  pouce  ;  on  écrira  donc  les  3  lignes  sous  la 
colonne  à  laquelle  elles  appartiennent,  et  on  retiendra  les  2  pouces  pour  les 
joindre  à  la  somme  des  pouces.  On  fera  la  somme  des  pouces,  et ,  en  y  joi- 
gnant les  2  pouces  qu'on  a  retenus,  on  la  trouvera  égale  à  23.  En  23  pouces 
il  y  a  I  pied  et  1 1  pouces  ;  on  écrira  les  1 1  pouces  sous  la  colonne  des  pouces , 
et  on  retiendra  le  pied  pour  le  joindre  à  la  somme  des  pieds.  On  fera  la 
somme  des  pieds,  et,  en  y  joignant  le  pied  qu'on  a  retenu ,  on  la  trouvera 
égale  à  10.  Mais  dans  10  pieds  il  y  a  une  toise  et  4  pieds,  puisqu'il  faut  6  pieds 
pour  une  toise;  on  écrira  les  4  pieds  sous  la  colonne  des  pieds,  et  on  re- 
tiendra la  toise  pour  la  joindre  à  la  colonne  des  toises.  On  continuera  l'opé- 
ration sur  les  toises ,  les  dixaines  de  toises,  etc. ,  comme  il  a  été  expliqué  pour 
les  nombres  entiers,  et  on  aura  240.*  4-'  n-^  3-*  pour  la  5;oTnme  demandée,; 
de  sorte  que 
35.»  3.P  5.^  6.'  4-  47*'  ^•'^  7-''*  *"-^  +  ^^7*'  4-^  9.^  11.*  =  240.*  4-'  n.^  3.' 

Ce  qui  préredi»  suffit  pour  faire  voir  que  toute  la  difficulté  de  l'addition  des 
nombres  complexes  consiste  dans  la  loi  do.s  subdivisions.  En  effet,  dans  notre 
exemple,  il  a  fallu  savoir  qu'il  faut  12  lignes  pour  faire  un  pouce,  12  pouces 
pour  faire  un  pied,  et  6  pieds  pour  faire  une  toise,  afin  de  déterminer  com- 
bien la  somme  des  lignes  contenait  de  pouces ,  la  somme  des  pouces  contenait 
de  pieds,  et  la  somme  des  pieds  contenait  de  toises.  S'il  s'était  agit  d'une 
autre  espèce  d'unité ,  on  conçoit  qu'il  aurait  fallu  raisonner  de  même  sur  la 
loi  de  ses  subdivisions, 
yoici  quelques  exemples  sur  lesquels  les  commençans  pourront  s^exercer; 

l^r,  EXEMPLE.  2«.  EXEMPLE». 

34763678  786,732 

3650237  68,o346 

679235  9234,43897 

6732178  342,275 

67321785  82,7828 

683a  324,27356 

^^879  10838,53693 
113177824 


i8 


couES  DE  construction; 


3«. 

EXEMPLE. 

Â'- 

EXEMPLE. 

a6.' 

3.' 

4.^ 

6." 

a." 

35."' 

l5.' 

6.* 

63. 

a. 

5. 

7- 

9- 

54a. 

18. 

7- 

i5. 

4. 

7- 

9- 

5. 

69. 

»7- 

10. 

98. 

5. 

9- 

8. 

7- 

3347. 

14. 

9- 

39. 

a. 

10. 

II. 

4. 

897. 

16. 

8. 

8. 

3. 

7- 

9- 

11. 

— 

48. 

la. 

7- 

a5a.' 

4." 

lO.""» 

5.' 

a.*' 

394a."' 

'  15; 

•  11.'' 

S*.  BXEKPLB. 

6« 

'.  EXEMPLE. 

35.i 

la." 

53.' 

i5." 

25.'" 

a;.' 

1.» 

3." 

3.«  a.* 

la.» 

5a. 

31. 

49« 

58. 

35. 

Sa. 

0. 

7- 

6.   I. 

>7- 

a;. 

17- 

a4. 

53. 

49- 

49" 

I. 

3. 

5.   0. 

at. 

189. 

a3. 

59. 

53. 

47. 

aS. 

0. 

6. 

7.   a. 

19- 

29- 

i5. 

38. 

0. 

i5. 

5a. 

I. 

3. 

5.   I. 

9- 

3. 

9- 

a. 

• 

aS. 

0. 

7- 

0. 

7' 

4.   a. 

i3. 

aSgJ        4.**     48/     24."     5i/" 


2l3.» 


I  . 


m 


O. 


on 


l.« 


2.' 


19* 


DE    LA   SOUSTRACTION. 

33.  La  Soustraction  est  une  opération  par  laquelle ,  deux  nombres  de  même 
espèce  étant  donnés ,  on  trouve  de  combien  Tun  surpasse  Tautre.  Le  résultat 
de  ropéialioii  &e  uuuime  r^sfe,  excès  ou  différence. 

34.  La  différence  de  deux  nombres  donnés  de  même  espèce,  est  nécessai- 
rement de  même  espèce  que  les  deux  nombres  donnés. 

35.  Il  est  évident  que,  si  au  plus  petit  nombre  donné  on  ajoute  la  diffé- 
rence trouvée ,  la  somme  sera  égale  au  plus  grand  des  nombres  donnés  ;  car 
la  différence  n'est  autre  chose  que  ce  qui  manque  au  plus  petit  pour  égaler 
le  plus  grand. 

36.  Si  à  chacun  des  nombres  donnés  on  ajoute  un  même  nombre,  la  diffé- 
rence des  deux  sommes  sera  la  même  que  celle  des  deux  nombres  donnés  ; 
car  il  est  clair  que  Taugmentation  étant  la  même  sur  les  deux  nombres ,  elle 
ne  peut  influer  en  rien  sur  leur  différence.  Ainsi,  par  exemple,  la  différence 
des  nombres  7  et  4  est  3;  ajoutons  5  à  chacun  de  ces  nombres,  nous  aurons 
12  et  9 ,  dont  la  différence  est  encore  3. 

De  la  Soustraction  sur  les  nombres  composés  d'un  seul  chiffre. 

37.  A  proprement  parler  il  n'y  a  pas  de  règle  pour  faire  la  soustraction 
sur  les  nombres  composés  d'un  seul  chiffre  :  il  faut  voir  du  premier  coup- 
d'oeil  que  la  différence  de  5  à  3  est  2 ,  que  celle  de  8  à  5  est  3 ,  que  celle  de  9 
à  2  est  7 ,  que  celle  de  18  à  7  est  1 1 ,  etc. 
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38.  Souvent  il  est  plus  avantageux  de  ne  faire  quUndiquer  la  soustraction  y 
pour  rcfîectuer  ensuite,  si  cela  est  nécessaire;  ainsi,  par  exemple,  s^il  s^agis« 
sait  de  soustraire  le  nombre  3  du  nombre  8 ,  on  les  écrirait  Tun  à  la  suite  de 
l'autre  en  les  unissant  par  le  signe  —  qu'on  prononce  moins,  et  en  obser- 
vant d'écrire,  en  dernier,  le  plus  petit  nombre.  Ainsi  dans  notre  exemple  on 
aurait  8 — 3,  qu'on  lirait  comme  s'il  y  avait  8  moins  3.  Comme  la  différence 
de  ces  deux  nombres  est  5 ,  on  écrira  8  —  3  =  5 ,  ce  qui  veut  dire  8  moins  3 
égale  5.  Nous  venons  de  dire  qu'il  fallait  écrire  le  plus  petit  nombre  en  der- 
nier, mais  il  est  des  cas  où  il  faut  faire  le  contraire,  ainsi  que  nous  l'expli- 
querons en  algèbre. 

De  la  Soustraction  des  nombres  composés  de  plusieurs  chiffres, 

39.  Pour  faire  la  soustraction  des  nombres  composés  de  plusieurs  chiffres , 
on  écrit  les  deux  nombres  donnés  de  manière  que  le  plus  petit  soit  au-des- 
sous du  plus  grand,  et  de  telle  sorte,  que  les  unités  du  même  ordre  soient 
Jes  unes  au-dessous  des  autres. 

Ainsi,  par  exemple,  s'il  s^agissait  de  retrancher  234  ^^  ^4^9  ^^  1^^  écrirait 
comme  on  voit  ci-après, 

Si  de 346 

On  retranche •  •     234 

U  restera iiâ 

et  ensuite ,  on  retrancherait  les  unités  simples  du  nombre  inférieur  de  celles 
du  nombre  supérieur,  les  dixaines  du  nombre  inférieur  de  celles  du  nombre 
supérieur ,  les  centaines  du  nombre  inférieur  de  celles  du  nombre  supérieur; 
et  ainsi  de  suite.  Ainsi,  dans  notre  exemple,  on  dira:  si  des  6  unités  du  nombre 
supérieur  on  retranche  les  4  unités  du  nombre  inférieur,  on  aura  2  pour  reste 
qu'on  écrira  au-dessous  des  unités.  On  passera  aux  dixaines,  et  on  dira,  si 
des  4  dixaines  du  nombre  supérieur  on  retranche  les  3  dixaines  du  nombre 
inférieur,  on  aura  i  pour  reste  qu'on  écrira  au-dessous  des  dixaines.  On  pas- 
sera aux  centaines,  et  on  dira,  si  des  3  centaines  du  nombre  supérieur  on 
retranche  les  2  centaines  du  nombre  inférieur,  on  aura  i  pour  reste  qu'on 
écrira  sous  les  centaines ,  et  l'opération  sera  terminée  ;  de  sorte  que  la  diffé- 
rence des  deux  nombres  donnés  est  1 12 ,  c'est-à-dire  que 

346  —  2l34  =112. 

Si  les  deux  nombres  proposés  avaient  eu  des  mille,  des  dixaines  de  mille;  etc., 
on  aurait  continué  l'opération  de  la  même  manière. 

lia  rsdson  de  ce  procédé  est  facile  à  saisir;  car  il  est  évident  qu'ayant  pris  la 


20  COUBS  DE  CONSTBUCnON. 

différence  entre  les  unités  simples ,  entre  les  dixaines,  entre  les  centaines,  elc, 
des  nombres  proposes ,  en  réunissant  toutes  ces  différences  partielles ,  on  a 
nécessairement  la  différence  totale. 

En  réunissant  ces  différences  partielles,  il  faut  entendre  que  la  différence 
des  unités  simples  est  un  nombre  d^unités  simples;  celle  des  dixaines,  un 
nombre  de  dixaincs;  celle  des  centaines,  un  nombre  de  centaines,  etc.  C'est 
en  considérant  les  choses  de  cette  manière  que  nous  avons  trouvé  ii2  pour 
la  différence  des  nombres  346  et  234,  parce  que  nous  avions  trouvé  2  unités 
I  dixaine  et  i  centaine  pour  différences  partielles  successives >  ce  qui  fait 
bien  112. 

Ainsi  donc,  si  Ton  suit  bien  exactement  le  procédé  que  nous  venons  d'ex- 
pliquer, on  obtiendra  nécessairement  la  différence  de  deux  nombres  donnés 
quelconques,  pourvu  que  celui  qui  est  écrit  au-dessous  soit  plus  petit  que 
l'autre.  Pour  s'assurer  qu'on  a  bien  suivi  le  procédé  et  qu'on  ne  s'est  pas 
trompé  en  comptant,  après  avoir  terminé  l'opération  il  faut  en  faire  la 
preuve. 

Preuçe  de  la  Soustraction. 

4o.  Pour  faire  la  preuve  de  la  soustraction,  il  faut  considérer  que,  si  au 
plus  petit  des  nombres  donnés  on  ajoute  la  différence  trouvée,  on  aura  néces- 
sairement le  plus  grand,  car  cette  différence  est  évidemment  ce  qui  manque 
au  plus  petit  pour  égaler  le  plus  grand.  Ainsi  pour  faire  la  preuve  de  la  sous- 
traction il  suffira  de  s'assurer  que  la  somme  du  petit  nombre  et  de  la  différence 
est  égale  au  plus  grand  nombre  donné. 

4i.  Dans  l'exemple  précédent  tous  les  chiffres  du  nombre  supérieur  sont 
plus  grands  que  leurs  corrcspondans  dans  le  nombre  inférieur,  ce  qui  rend 
la  soustraction  très-facile;  mais  il  arrive  souvent  que  l'inverse  a  lieu,  excepté 
dans  le  chiffre  du  rang  le  plus  élevé,  qui  est  toujours  plus  grand  dans  le 
nombre  supérieur  que  dans  le  nombre  inférieur.  Dans  ce  cas ,  on  opère  ainsi 
qu'il  suit  : 

Supposons ,  par  exemple,  que  du  nombre  6324  il  faille  retrancher  le  nombre 
5467  ;  on  disposera  ces  deux  nombres  comme  il  a  été  dit  plus  haut ,  ainsi  qu'on 
le  voit  ci-après  : 

6324 
5467 

•    857 

et  ensuite  on  dira  :  de  4  unités  qui  sont  au  nombre  supérieur,  on  ne  peuten  re- 
trancher 7 ,  mais  en  empruntant  une  dixaine  sur  les  2  dixaines  qui  se  trouvent 
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dansleméme  nombre  supérieur,  et  en  transformant  cette  dixaine  en  unitéssim- 
ples,  elle  en  donnera  10  et  4  qu'on  en  a  déjà  feront  1 4,  d'où  on  pourra  retrancher 
les  7  du  nombre  inférieur,  ce  qui  donnera  7  pour  reste,  qu'on  écrira  au-dessous 
des  unités  du  nombre  inférieur.  Cela  fait,  on  passera  aux  dixaines,  et  on  ob- 
servera que  les  2  dixaines  qu'on  avait  au  nombre  supérieur  se  réduisent  à  i  à 
cause  de  la  dixaine  qu'on  a  empruntée  en  faveur  des  unités  simples.  Or  d'une 
dixaine  on  ne  peut  en  retrancher  les  6  du  nombre  inférieur;  mais  si  l'on 
emprunte  une  centaine  sur  les  3  du  nombre  supérieur  et  qu'on  la  conver- 
tisse en  dixaines,  on  aura  10  et  i  qu'on  avait  déjà  feront  11  ;  de  11  dixaines 
on  pourra  en  retrancher  les  6  du  nombre  inférieur,  et  il  en  restera  5,  qu'on 
écrira  dans  le  reste  à  la  place  qu'elles  doivent  occuper.  On  passera  aux  cen- 
taines, et  on  observera  que  les  3  qu'on  en  a  au  nombre  supérieur  se  réduisent 
à  2,  à  cause  de  la  centaine  qu'on  a  empruntée  pour  la  convertir  en  dixaines; 
or  de  2  centaines  on  ne  peut  pas  en  retrancher  les  4  qui  sont  au  nombre  in- 
férieur, mais  si  l'on  emprunte  une  unité  sur  les  mille  et  qu'on  la  convertisse 
en  centaines,  on  en  aura  10  et  2  qui  restent  feront  12,  et  de  12  on  pourra 
retrancher  les  4  ^u  nombre  inférieur,  ce  qui  donnera  8  pour  reste,  qu'on 
écrira  dans  le  reste  à  la  place  des  centaines.  On  passera  enfin  aux  mille ,  en 
observant  que  les  6  mille  du  nombre  supérieur  se  réduisent  à  5,  desquels,  si 
on  retranche  les  5  du  nombre  inférieur,  il  ne  restera  rien,  et  la  différence 
des  nombres  donnés  sera  857 ,  c'est-à-dire  que 

6324  —  5467  =  857. 

On  conçoit  que  ce  procédé  aura  toujours  lieu  J  pourvu  que  le  chiffre  de 
l'ordre  le  plus  élevé  soit  plus  grand  dans  le  nombre  supérieur  que  dans  le 
nombre  inférieur,  ne  fusse  que  d'une  unité. 

En  effet,  supposons  un  des  cas  les  plus  défavorables,  et  qu'il  s'agisse; 
par  exemple,  de  retrancher  799  de  800;  on  écrira  les  nombres  comme  à 
l'ordinaire  : 

800 
799 


et  l'on  dira  :  de  o  unité  du  nombre  supérieur  on  ne  peut  pas  en  retrancher 
les  9  du  nombre  inférieur,  mais  si  l'on  emprunte  une  dixaine  sur  le  zéro  qui 
représente  les  dixaines  du  nombre  supérieur,  en  supposant  cela  possible,  et 
qu'on  la  convertisse  en  unités  simples,  on  en  aura  10  et  on  pourra  en  retran- 
cher les  9  du  nombre  inférieur,  ce  qui  donnera  i  pour  reste,  qu'on  écrira 
au  reste  à  la  place  des  unités.  On  passera  aux  dixaines  en  observant  que  non- 
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seulement  il  n'y  a  point  de  dixaine  au  nombre  supeVieur,  mais  encore  on  doit 
tenir  compte  de  celle  qu'on  a  empruntée  pour  rendre  la  soustraction  pos- 
sible sur  les  unités.  Ainsi  on  empruntera  une  centaine  sur  les  8  qui  sont  au 
nombre  supérieur,  ce  qui  donnera  lo  dixaînes  qu'on  réduira  à  9  pour  tenir 
compte  de  la  dixaine  empruntée,  et  en  retranchant  de  9  dixaines,  les  9  qui 
sont  au  nombre  inférieur,  il  ne  restera  rien.  Enfin,  on  passera  aux  centaines, 
en  observant  que  les  8  qu'on  a  au  nombre  supérieur  se  réduisent  à  7  à  cause 
de  celle  qu'on  a  empruntée,  et  de  ces  7  centaines  qui  restent  si  on  retranche 
les  7  qui  sont  au  nombre  inférieur,  il  n'en  restera  pas;  de  sorte  que  la  diffé- 
rence des  nombres  800  et  799  est  i  ;  c'est-à-dire  que 

800  —  799=  I. 

Ainsi  donc,  que  les  chiffres  du  nombre  supérieur  soient  respectivement 
plus  grands  ou  plus  petits  que  ceux  du  nombre  inférieur,  pourvu  que  le 
chiffre  de  l'ordre  le  plus  élevé  soit  plus  grand  dans  le  premier  que  dans  le 
second  nombre,  ne  fusse  que  d'une  unité,  la  soustraction  pourra  toujours 
avoir  lieu  d'après  le  procédé  indiqué.  En  suivant  ce  procédé,  il  faudra  avoir 
bien  soin  de  tenir  compte  des  emprunts  qu'on  aura  faits  sur  les  chiffres  du 
nombre  supérieur. 

De  la  Soustraction  des  nombres  décimaux. 

42.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  retrancher  35,6788  de  47*57489 ;  on  les 
écrira  comme  à  l'ordinaire ,  en  observant  que  la  virgule  des  deux  nombres 
soit  sur  une  même  colonne  verticale,  ainsi  qu'il  suit  : 

47)57489 
35,6738 

11,90109 

et  ensuite  on  opérera  comme  si  les  nombres  donnés  ne  renfermaient  que  des 
unités  entières,  car  les  chiffres  placés  au  rang  des  décimales  représentent  des 
unités  qui  vont  de  10  en  10  fois  plus  grandes,  en  allant  de  droite  à  gauche, 
comme  ceux  qui  sont  au  rang  des  entiers.  Dans  notre  exemple,  on  fera  atten- 
tion qu'il  y  a  des  cent  millièmes  au  nombre  supérieur,  et  qu'il  n'y  en  a  point 
au  nombre  inférieur  ;  de  sorte  que  n'ayant  rien  à  retrancher  des  9  cents  mil- 
lièmes du  nombre  supérieur,  on  les  écrira  au  reste,  et  on  continuera  l'opé- 
ration comme  il  a  été  dit,  sans  s'embarrasser  de  la  virgule,  qu'on  aura  pour- 
tant l'attention  de  placer  dans  le  reste  de  manière  que  ce  reste  ait  autant  de 
chiffres  au  rang  des  décimales  que  celui  des  deux  nombres  donnés  qui  en  a 
le  plus ,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  notre  exemple. 
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De  la  Soustraction  des  nombres  complexes. 
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43.  Supposons  quMl  s^agisse  de  retrancher  le  nombre  Ifi.^  3.^  4-^  6-*  du 
nombre  58/  2.^  3.^  4*^  ^^  écrira  ces  nombres  comme  à  Tordinaire ,  ainsi  qu'il 
^uit  : 

58/     a.P     3.Ï-    4/ 
46.      3.      4*      6. 

11/     4.P   10.P*  10/ 

et  ensuite  on  dira  :  de  4  lignes  qui  sont  au  nombre  supérieur,  on  n'en  peut 
pas  retrancher  les  6  qui  sont  au  nombre  inférieur;  mais  si  Ton  emprunte  un 
pouce,  il  donnera  12  lignes,  et  4  qu'on  a  déjà  feront  16,  et  de  16  on  pourra 
retrancher  6,  et  on  aura  10  lignes  de  reste  que  Ton  écrira  sous  la  colonne 
des  lignes.  On  passera  aux  pouces,  en  observant  de  tenir  compte  du  pouce 
qu^on  a  emprunté  sur  les  3  pouces  du  nombre  supérieur,  ce  qui  les  réduit 
à  2  ;  or,  de  2  on  ne  peut  pas  retrancher  4»  ce  qui  obligera  d'emprunter  un 
pied  qui  vaudra  12  pouces  et  2  qui  nous  restent  feront  14^  et  si  de  14  on  re- 
tranche 4  il  restera  10  pouces  qu'on  écrira  au  reste.  On  passera  aux  pieds,  en 
observant  que  les  2  qui  sont  au  nombre  supérieur  se  réduisent  à  i  à  cause  de 
l'emprunt  qu'on  a  fait  sur  les  pieds  en  faveur  des  pouces.  Or,  de  i  on  ne  peut 
pas  retrancher  3,  ce  qui  obligera  d'emprunter  une  toise  qui  donnera  6  pieds, 
et  I  qu'on  a  déjà  feront  7 ,  et  de  7  on  retranchera  3  et  il  restera  4  pieds  qu'on 
écrira  au  rang  des  pieds  dans  le  reste.  Enfin  on  continuera  l'opération  comme 
à  rordinairei  et  on  aura  11.'  4*'  ^^.^  10'.  pour  la  différence  des  nombres 
donnés. 

On  voit,  d'après  ce  seul  exemple,  que  toute  la  difficulté  de  la  soustraction 
sur  les  nombres  complexes  réside  dans  la  loi  des  subdivisions  de  l'unité.  Ainsi 
il  sufiBra  de  l'inspection  des  six  exemples  suivans  pour  faire  comprendre  en- 
tièrement au  lecteur  le  procédé  de  cette  règle. 


SXIMPLB    l*''. 

EXEMPLE    2^. 

EXEMPLE    3^. 

Si  de 67,678646 

83a^o23o 

246.*      i5.-     6.' 

On  retranche.  58,789758 

787,9345 
44,0985 

238.       18.     II. 

Il  resten  •  •  •    8^888888 

7.»      i6.'     7.'' 

SXBMPLB  4** 

EXEMPLE   5*. 

EXEMPLE   6^m 

743.»   5.P  6.'*4.' 

55.»    i5.»«   35.» 

34.' 

I.»  3.^  4.«  2.*   17.1 

689.    5.    8.  Il* 

49*    ai.    58. 

25. 

I.     7.    6.     2.     18. 

53.*   5.P  gp*.  5.» 

5J    17.**  37.* 

8.» 

I.»  a."»  5.«  2.''  23." 

24  COURS   DE  CONSTRUCTION. 

5™^    LEÇON. 

De  la  Multiplication, 

l^l^,  La  Multiplication  est  une  opération  par  laquelle  deux  nombres  clant 
donnés,  Tun  qu^on  appelle  multiplicande  et  Taulrc  multiplicateur^  on  répète 
le  multiplicande  autant  de  fois  et  de  parlies  de  fois  que  le  multiplicateur  con- 
tient d'unités  et  départies  deTunilé.  Le  nombre  que  l'opération  fait  découvrir 
se  nomme  produit. 

11  suit  de  là  que  le  produit  n'est  autre  chose  que  le  multiplicande  rendu 
autant  de  fois  et  de  parties  de  fois  plus  grand  que  le  multiplicateur  contient 
d'unités  et  de  parties  de  l'unité;  de  sorte  que  la  multiplication  a  pour  objet 
de  rendre  un  nombre  donné  autant  de  fois  plus  grand  que  l'indique  un  autre 
nombre  donné. 

Il  suit  encore  de  la  définition  de  la  multiplication,  que  le  produit  est  tou- 
jours de  même  espèce  que  le  multiplicande,  puisque  le  produit  n'est  autre 
chose  que  le  multiplicande  lui-même  répété  un  certain  nombre  de  fois. 

Puisque  le  multiplicateur  a  pour  fonction  de  répéter  le  multiplicande  un 
certain  nombre  de  fois,  il  s'ensuit  qu'il  est  toujours  un  nombre  abstrait.  Ce- 
pendant il  arrive  très-souvent  que  le  multiplicateur  est  un  nombre  concret; 
mais  alors  on  est  censé  le  remplacer  par  un  nombre  abstrait  qui  contient  au- 
tant d'unités  abstraites  et  de  parties  de  l'unité  abstraite  que  le  nombre  concret 
contient  d'unités  concrètes  et  de  parties  de  l'unité  concrète  :  c'est-à-dire  qu'on 
fait  toujours  abstraction  de  la  nature  du  multiplicateur  pour  le  regarder  comme 
un  nombre  abstrait. 

De  ce  que  le  produit  est  toujours  de  même  espèce  que  le  multiplicande,  il 
s'ensuit  que  l'on  doit  toujours  mettre  au  multiplicande  le  nombre  de  l'espèce 
qu'on  doit  avoir  au  produit.  Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  prennent 
le  nom  àa facteurs  du  produit ,  ou  simplement  de  fa4:teurs.  Un  produit  a  tou*. 
jours  au  moins  deux  facteurs  ;  il  peut  d'ailleurs  en  avoir  un  nombre  quel- 
conque. Quand  l'un  des  facteurs  est  zéro,  le  produit  est  zéro,  car  répéter  un 
nombre  zéro  fois,  c'est  ne  le  pas  répéter  du  tout. 

45.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  fait  une  multiplication  avec  un  cer- 
tain multiplicande  et  un  certain  multiplicateur,  et  qu'on  ait,  en  consé- 
quence, obtenu  un  certain  produit;  si  l'on  refait  cette  multiplication  et, 

1®.  Que  l'on  observe  le  même  multiplicateur ,  mais  que  l'on  prenne  un 
nouveau  multiplicande  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  premier, 
le  nouveau  produit  sera  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  premier, 
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ac.  Que  l'on  tonserve  le  même  multiplicateur;  mais  que  l'on  prenne  un 

nouveau  muUinlicanilo  im  rertain  nombre,  de  fois  plus  petit  que  le  premier, 

Jic  nouveau  produit  sera  le  même  nombre  de  fois  plits  petit  que  le  premier.' 

Hk.S*'.  Que  l'on  conserve  le  même  multiplicande,  mais  que  l'on  prenne 

^Hh  nouveau  muUiplicatcur  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  que  le 

premier,  le  nouveau  produit  sera  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  que  le 

premier. 

4°.  Que  l'on  conserve  le  même  multiplicande ,  mais  que  l'on  prenne 
un  nouveau  multiplicateur  un  certain  nombre  défais  phis  petit  que  le  pre- 
mier, le  nouveau  produit  sera  le  même  nombre  de  fois  plus  petit  que  le 
premier. 

5'.  Que  l'on  prenne  un  multiplicande  et  un  multiplicateur   lo  fois  plus 
grands  chacun  que  les  premiers,  le  produit  sera  loo  fois  plus  grand  que  le 
premier.  Si  le  multiplicande  était  loo  fois  plus  grand  et  le  multiplicateur  lo 
fois,  le  produit  serait  looo  fois  plus  grand.  En  général,  le  nombre  de  fois 
que  le  produit  deviendra  plus  grand,  sera  marque  par  le  nombre  de  fois  que 
le  multiplicande  sera  plus  grand  multiplié  par  le  nombre  de  fois  que  le  mul- 
tiplicateur sera  plus  grand. 
k      6°.  Que  Ton  prenne  nn  multiplicande  et  un  multiplicateur  un  certain 
H<liombrc  de  fois  plus  petits,  le  produit  sera  un  nombre  de  fois  plus  petit  roar- 
Boné  par  le  nombre  de  fois  que  le  multiplicande  sera  plus  petit  multiplié  par 
H|e  nombre  de  fois  que  k  multiplicateur  sera  plus  petit. 
H     '}'.  Que  l'on  prenne  un  muUiplicandc  un  certain  nombre  de  fois  plus 
H  ijrand,  et  un  multiplicateur  le  même  nombre  de  fois  plus  pelit,  le  produit  ne 
B;$lianger3  pas,  parce  qu'il  y  aura  compensation. 

^L  8*.  £ofm,  si  l'un  des  facteurs  est  loo  fois  plus  grand  et  Tautrc  lo  fois  plus 

^Betit,  le  produit  sera  lo  fois  plus  grand;  car  dans  ce  cas  le  facteur  qui  est 

^^oo  fois  plus  grand  est  lo  fois  plus  grand  qu'il  ne  faudrait  pour  que  le  produit 

'      ne  changeât  pas,  puisque,  s'il  n'était  que  lofois  plus  grand,  comme  l'autre  est 

lo  fois  plus  petit,  le  produit  resterait  le  même,  Re'ciproqueraent,  et  par  les 

mi^mcs  raisons,  si  l'un  est  loo  fois  plus  petit  et  l'autre  lo  fois  plus  grand  ,  le 

produit  sera  lo  fois  plus  petit.  En  gcncial ,  le  nombre  de  fois  que  le  produit 

^      sera  plus  grand  ,  sera  égal  au  nombre  de  fois  que  l'un  des  facteurs  sera  plus 

^L|faad  divise  par  le  nombre  de  fois  que  l'autre  sera  plus  petit,  et  vice  versa. 

^H  De  la  Mulfiplîrafion  dfs  nombres  composés  d'un  seul  chiffre. 

^^k      4^.  A  proprement  parler  il  n'y  a  pas  de  règle  pour  faire  la  multiplication 
^p   du  nombres  composés  d'un  seul  chiffre  :  il  faut  savoir  trouver,  par  une 

r 
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tous;  et  qu^on  n^en  prenne  pas  davantage  quUl  en  renferme;  on  peut  d^aiU 
leurs  faire  la  multiplication  dans  Tordre  qu'on  voudra,  sans  changer  le 
produit.  Ainsi,  par  exemple, 

3x4x5=4x3x5=4x5x3  =  5x4x3=:3x5x4. 

Cette  proposition,  qu'on  peut  se  dispenser  di»  démontrer,et  queM.le  Gendre 
a  démontrée  dans  sa  théorie  des  nombres,  se  désigne  en  disant  qvCon  peut 
intcrçertir  V  ordre  des  facteurs  d'un  produit  sans  changer  ce  dernier. 

De  ia  Multiplication  des  nombres  composés  de  plusieurs  chiffres. 

49.  Supposons  d'abord  que  le  multiplicateur  ne  se  compose  que  d'un  seul 
chiffre,  le  multiplicande  en  renfermant  un  nombre  quelconque,  et  qu'if 
s'agisse,  par  exemple,,  de  multiplier  le  multiplicande  3486  par  le  multipli- 
cateur 7. 

On  écrira  d'abord  ces  deux  nombres  de  manière  que  le  multiplicateur  soit 
sous  le  multiplicande,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-après 

Multiplicande 348& 

Multiplicateur 7 

Produit 2440a 

et  ensuite,  on  remarquera  que,  d'après  la  définition  de  la  multiplication ,  il 
s'agit,  dans  notre  exemple,  de  rendre  le  multiplicande  7  fois  plus  grand.  Or^ 
pour  rendre  un  nombre  7  fois  plus  grand,  il  est  clair  qu'il  faut  que  chacune 
des  parties  qui  le  composent  soient  rendues  7  fois  plus  grandes  ;  mais  les  par- 
ties qui  composent  un  nombre  quelconque  sont  les  unités,  les  dixaines,  les 
centaines,  les  mille,  etc.,  donc,  pour  rendre  un  nombre  7  fois  plus  grand,  il 
faut  multiplier  par  7  les  unités,  les  dixaines,  les  centaines ,  les  mille ,  etc. ,  de 
ce  nombre,  et  réunir  tous  ces  résultats  partiels. 

Ainsi,  en  commençant  par  les  unités,  pour  trouver  le  produit  demandé, 
comme  on  a  6  au  multiplicande,  on  dira  :  7  fois  6  font  4^*  En  4^  unités  il  y 
a  4  dixaines  et  2  unités;  on  écrira  les  2  unités  au  produit,  et  on  retiendra  les 
4  dixaines  pour  les  joindre  au  produit  des  dixaines  par  le  multiplicateur  7,* 
lequel  produit  doit  nécessairement  être  de  dixaines.  Comme  on  a  8  dixaines 
au  multiplicande ,  on  dira  7  fois  8  font  56,  et  4  dixaines  de  retenues  font  60; 
Mais  en  60  dixaines  il  y  a  o  dixaine  et  6  centaines  ^  on  posera  donc  o  au  rang 
des  dixaines  du  produit,  et  on  retiendra  les  6  centaines  qui  restent,  pour  les 
joindre  au  produit  des  4  centaines  du  multiplicande  par  le  multiplicateur, 
produit  qui  doit  nécessairement  être  de  centaines.  On  dira  donc  7  fois  4  cen- 
taines font  28,  et  6  de  retenues  font  34*  ^^  34  centaines  il  y  a  4  centaines  et 
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'1  mille;  on  écrira  les  4  cenlaines  au  rang  des  centaines  au  produit,  et  on  re- 
ticntlrn  les  3  mille  pour  les  joindre  au  produit  des  3  mille  du  multiplicande 
par  le  raullîplicatcur,  lequel  produit  sera  nécessairement  de  raille.  On  dira 
donc  7  fois  3  font  21  et  3  mille  de  retenus  font  34,  et  on  écrira  4  au  rang  des 
mille  et  2  au  rang  des  dixaines  de  mille,  et  on  aura  244^2  pour  le  produit 
demandé ,  si  le  procède  a  été  bien  suivi. 

Ce  procédé  aura  risiblement  lieu,  que!  que  soit  le  nombre  des  chiffres  du 
multiplicande ,  et  quel  que  soit  le  multiplicateur ,  pourvu  que  ce  dernier  ne  se 
compose  que  d'un  seul  chiffre. 

5o.  Avant  de  faire  voir  comment  on  peut  étrndre  ce  même  procédé  au 
cas  où  le  multiplicateur  contient  un  nombre  quelconque  de  chiffres,  il  esl 
nécessaire  d'établir  le  principe  suivant. 

Supposons  qu'on  miiUiplie  une  certaine  quantité  par  5 ,  d'une  part,  et  que 
de  l'autre  on  multiplie  la  même  quantité  par  4;  il  est  clair  que,  si  Ton  ajoute 
ces  deux  produit»,  la  somme  sera  égale  à  g  fois  lu  même  quantité,  car,  faire 
celle  somme,  c'est  ajouter  5  fois  le  multiplicande  ù  4  fois  ce  même  multipli- 
cande, et  5  fois  une  chose  plus  4  fois  cette  chose  est  évidemment  9  fois  cette 
même  chose. 

Si  on  multipliait  une  certaine  quantité,  i'.  par  6,  2°.  par  7  et  3'.  par  8,  et 
qu'on  ajoutât  les  trois  produits,  la  somme  serait  égale  à  cette  même  quantité 
multipliée  par  6+7  -t-  8,  c'est-à-dire  par  21 ,  car  6  fois  plus  7  fois  cette 
i]uanlitc  font  i3  fois  la  mi-me  quantité,  et  i3  fois  cette  même  quantité  plus 
encore  8  fois  cette  quantité,  font  ai  fois  la  même  quantité. 

On  voit,  par  analogie,  que  la  quantité  donnée  pourrait  être  multipliée,  dans 
le  même  ordre,  par  des  multiplicateurs  quelconques,  en  quelque  nombre  que 
ce  fût  ;  en  faisant  la  somme  de  tous  les  produits ,  cette  somme  serait  toujours 
égale  à  la  quantité  donnée  multipliée  par  la  somme  de  tous  les  muitiplica- 

Prs.  Cela  posé,  passons  à  un  exemple  de  multiplication  dans  lequel  le  mul- 
icaleur  renferme  plusieurs  chiffres. 


t  la  S/fuiiipiication,  dans  le  cas  où  les  deux  facteurs  i 
nombre  quelconque  de  chiffres. 


composent  d'u 


Si.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  le  nombre  8549  P^^  1^^-  ^^ 
taira  ces  deux  nombres  l'un  au-dessous  de  l'autre,  comme  il  suit  : 
8549 

35647. 
34196  . 
59843.  . 


6351907. 
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Observons  d'abord  que  le  multiplicateur  743  est  égal  à  700  plus  40  plus  3  ; 
et  que,  par  conséquent  rendre  le  multiplicande  743  fois  plus  grand,  c'est 
(n*,  5o)  multiplier  ce  multiplicande  par  3,  puis  ce  même  multiplicande  par 
4o,  puis  ce  même  multiplicande  par  700,  et  faire  ensuite  la  somme  de  tous 
ces  produits. 

D'après  cela,  on  voit  que  pour  avoir  le  produit  demandé  il  faudra  multi- 
plier le  multiplicande  tout  entier  par  les  3  unités  du  multiplicateur,  ce  qu'on 
fera  par  le  procédé  du  n"*.  49 >  ^t  on  aura  le  produit  partiel  marqué  (i).  Puis, 
multiplier  ce  même  multiplicande  par  4o ,  ce  qu'on  fera  en  le  multipliant  par 
4 ,  et  en  écrivant  ce  second  produit  partiel  marqué  (2)  au-dessous  du  premier, 
en  le  poussant  d'une  place  vers  la  gauche,  pour  le  rendre  10  fois  plus  grand. 
En  effet,  comme  ce  produit  était  déjà  4  fois  plus  grand  que  le  multiplicande,  et 
qu'en  le  poussant  d'une  place  vers  la  gauche  on  l'a  rendu  encore  10  fois  plus 
grand,  il  sera  enfin  40  fois  plus  grand  que  le  multiplicande,  puisque  4  fois 
10  font  4o.  Enfin  il  faudra  multiplier  le  multiplicande  par  700,  ce  qu'on  fera 
en  le  multipliant  par  7 ,  et  en  écrivant  le  produit  marqué  (3)  sous  celui  mar- 
qué (2),  en  le  poussant  d'une  place  vers  la  gauche,  ou  de  deux  places  par 
rapport  à  celui  marqué  (i),  ce  qui  le  rendra  100 fois  plus  grand;  mais  ce  der- 
nier produit  partiel  (3)  était  déjà  7  fois  plus  grand  que  le  multiplicande;  ce 
même  produit  sera  donc  700  fois  plus  grand  que  le  multiplicande.  Si  donc 
maintenant  on  ajoute  les  trois  produits  partiels  (i),  (2),  (3),  la  somme  (4) 
sera  le  produit  demandé. 

Il  est  clair  que  ce  procédé  aura  lieu  dans  tous  les  cas ,  quel  que  soit  le 
nombre  des  chiffres  des  deux  facteurs. 

De  la  Multiplication  des  nombres  décimaux, 

52.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  le  nombre  43,8674  par  38,352; 
on  les  écrira  d'abord  comme  il  suit  : 

43,8674 
38,352 


877348 
2193370 

l3l6o22 

3509392 

l3l6o22 


1682,4025248 

et  ensuite  on  fera  la  multiplication  comme  s'il  n'y  avait  point  de  virgule' 
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comme  si  les  deux  facteurs  étaient  des  nombres  entiers.  Puis;  on  observera 
qu^ayant  regardé  le  multiplicande  comme  un  nombre  entier,  on  Ta  regardé 
comme  dix  mille  fois  plus  grand  quUl  n^était  réellement,  puisqu'il  renferme 
4  décimales  (n*.  ^4)  9  et  n'ayant  pas  eu  égard  à  la  virgule  du  multiplicateur,  on 
a  rendu  ce  dernier  mille  fois  trop  grand, puisqu'il  renferme  3  décimales;  le 
produit  est  donc  (n"".  55  )  dix  millions  de  fois  trop  grand,  il  faudra  donc  le 
rendre  dix  millions  de  fois  plus  petit  pour  le  mettre  à  sa  vraie  valeur,  ce  qu'on 
fera  en  y  mettant  7  chiffres  au  rang  des  décimales,  ainsi  qu'on  le  voit  ci- 
dessus  ;  c'est-à-dire  que  le  produit  aura  autant  de  chiffres  au  rang  des  déci- 
males qu  il  y  en  a  au  multiplicande  et  au  multiplicateur. 

53.  Supposons,  pour  second  exemple,  qu'il  s'agisse  de  multiplier  o,o54 

par  o,oo35, 

G,  o54 

o,oo35 

270 
162 


0,0001890 

on  fera  la  multiplication  comme  s'il  y  avait  54  entiers  au  multiplicande  et  35 
au  multiplicateur,  ce  qui  donnera  1890  au  produit.  Mais  comme  il  y  a  3  dé- 
cimales au  multiplicande  et  4  au  multiplicateur,  il  en  faudra  7  au  produit. 
Or,  le  produit  n'a  que  4  chiffres;  il  faudra  donc  mettre  3  zéros  vers  la  gauche 
pour  compléter  les  7  décimales  que  doit  avoir  le  produit,  mettre  une  virgule 
à  la  gauche  du  dernier,  et  un  zéro  pour  tenir  la  place  des  entiers,  comme  on 
le  voit  ci-dessus. 
Nous  expliquerons  plus  tard  la  preuve  de  la  multiplication. 
Comme  pour  faire  la  multiplication  sur  les  nombres  complexes  il  faut  con- 
naître les  fractions ,  nous  n'expliquerons  ces  sortes  de  multiplications  qu'après 
avoir  traité  des  fractions.  Voici  quelques  exemples  des  multiplications  que 
nous  avons  expliquées  jusqu'ici ,  pour  donner  au  lecteur  la  facilité  de 


s'exercer. 

l«r.    EXEMPLE. 

8o346 
387 

2*.    EXEMPLE. 

64,7034 
2,825 

3®.    EXEMPLE. 

58,4oo2 
o,2o34 

562422 
642768 
24io38 

3235170 
1294068 
5176272 

1 2q4o68 

2 336008 
1752006 

ii68oo4o 

3 1003902 

1 1,87860068  ~ 

^  ^ 

182,7871050 
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4^«   EXEMPLE. 

5^.    EXEMPLE. 

6«.    EXEMPLE. 

0,736786 
0,0024 

o,o4o3o5 
o,2ooo3 

0,3400 
0,002 

3027144 

i5i3572 

12O915 
80610 

0,00068 

0,0018162864 

0,0080622091s 

4""%    LEÇON. 
De  la  Dwisian. 
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54.  La  Diçision  est  une  opération  par  laquelle  deux  nombres  étant  donnés, 
Tun  qu^on  appelle  diçidende  et  Tautre  diviseur ,  on  cherche  un  troisième 
nombre  qu^on  appelle  quotient,  qui,  multiplié  parle  diviseur,  égale  toujours 
le  dividende.  En  d'autres  termes,  la  division  est  une  opération  par  laquelle 
un  nombre  et  Tun  de  ses  facteurs  étant  donnés,  on  découvre  Vautre  facteur. 

Le  dividende  et  le  diviseur  peuvent  être  de  même  espèce  ou  d'espèce  dif- 
férente. Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  même  espèce ,  le  quotient  sera 
un  nombre  abstrait ,  car  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur,  ou  du  diviseur 
par  le  quotient  devant  égaler  le  dividende ,  il  faut  que  ce  produit  soit  de 
même  espèce  que  le  dividende;  or  le  diviseur  est  de  cette  espèce,  il  faut 
donc  que  le  quotient  fasse  la  fonction  de  multiplicateur,  il  est  donc  un  nombre 
abstrait  (n"".  44)*  ^^  ^^^  à^nx  termes  de  la  division  sont  d'espèce  différente,  le 
quotient  sera  de  même  espèce  que  le  dividende  ;  car  le  produit  du  quotient 
par  le  diviseur  ne  peut  être  de  même  espèce  que  le  dividende,  à  moins  que 
le  quotient  ne  soit  de  cette  espèce,  puisque  le  diviseur  est  d'espèce  différente. 

55.  Supposons  qu'on  ait  fait  une  division  avec  un  certain  dividende  et  un 
certain  diviseur,  et  qu'on  ait,  en  conséquence,  trouvé  un  certain  quotient. 
Supposons  qu'ensuite  on  refasse  cette  division ,  et 

1°.  En  conservant  le  même  diviseur,  mais  en  prenant  un  diçidende  un 
certain  nombre  de  fois  plus  grand;  le  nouveau  quotient  sera  plus  grand  que 
le  premier ,  im  nombre  de  fois  égal  au  nombre  de  fois  que  le  nouveau  diçidende 
est  plus  grand  que  le  premier. 

En  effet,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  devant  égaler  le  dividende, 
cl  le  dividende  étant  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  premier, 
il  faut  que  ce  produit  soit  ce  même  nombre  de  fois  plus  grand,  or  le  diviseur 
n'a  pas  changé  ;  donc  (n"^.  4^)  le  quotient  doit  être  autant  de  fois  plus  grand 
que  le  dividende* 
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l*.  En  conservant  le  même  dh-iseur,  mais  en  prenant  un  dividende  un 
t  nombre,  tic  fais  plus  petit,  le  nouveau  quolienl  sera  plus  pielk  que  le 
premier,  un  nombre  de  fois  égal  au  nombre  de  fois  que  le  nouveau  diiidende 
est  plus  petit  que  le  premier. 

En  cfict,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  devra  cire  autant  de  fois 
plus  petit,  que  le  nouveau  dividende  sera  de  fois  plus  petit;  or  le  diviseur  n'a 
pas  changé  ;  donc  le  quotient  sera  autant  de  fois  plus  petit  que  le  dividende. 

3°.  En  conservant  le  même  dividende,  mais  en  prenant  un  diffuseur  un 
eertnin  nombre  défais  plus  grand,  le  nouveau  quotient  sera  au/an/  de  fois  plus 
petit  que  le  diviseur  sera  de  fois  plus  grand. 

En  effet,  le  dividende  n'ayant  pas  changé  ,  il  faut  que  le  produit  du  quo- 
tient par  le  diviseur  ne  change  pas  non  plus;  mais  le  diviseur  est  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grand ,  donc  le  quotient  sera  le  même  nombre  de  fois 
plus  petit,  pour  qu'il  y  ait  compensation. 

4'.  En  conservant  le  même  dividende,  mais  en  prenant  un  diiiseur  un  cer- 
tain nombre  défais  plus  petit,  le  quo  tient  deviendra  le  même  nombre  de  fois 
plus  grand. 

En  effet,  le  dividende  n'ayant  pas  change,  le  produit  du  quotient  par  le 
diviseur  ne  doit  pas  changer  non  plus;  mais  le  diviseur  est  un  certain  nombre 
de  fois  plus  petit ,  il  faudra  donc  que  le  quotient  soitle  même  nombre  de  fois 
plus  grand,  pour  qu'il  y  ait  compensation. 

.5°.  En  prenant  un  dividende  et  un  diviseur  le  même  nombre  défais  plus 
grands,  le  quotient  ne  changera  pas  ;  car  le  dividende  est  bien  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grand,  ce  qui  exige  que  ic  produit  du  quotient  par  le 
diviseur  soit  ce  même  nombre  de  fois  plus  grand;  mais  le  diviseur  est  ce 
nombre  de  fois  plus  grand,  donc  le  quotient  ne  changera  pas. 

6*.  En  prenant  un  dividende  et  un  diviseur  le  même  nombre  défais  plus 
petits,  le  quotient  ne  c/iangera  pas;  car  le  dividende  étant  un  certain  nombre 
de  fois  plus  petit,  il  faut  que  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  soit  ce 
nombre  <]c  fois  plus  petit  ;  mais  le  diviseur  est  ce  même  nombre  de  fois  plus 
petit;  donc  le  quotient  ne  changera  pas. 


!•  ta  Dieision  dans  le  cas  oit  le  ditidende  contient  au  plus  deux  chiffres,  et 
le  diviseur  un  seul. 


Î5.  Dans  ce  cas,  il  n^y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  véritables  règles  pour 
e  la  dÎTision  :  il  faut  savoir  faire  de  mémoire  toutes  les  divisions  que  ce  cas 
kferme.  Ainsi ,  par  exemple ,  il  faut  savoir  que  35  divisé  par  7  donne  5  au 
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quotient,  que  56  divisé  car  8  donne  7 ,  que  72  divisé  par  8  donne  9,  etc.  C'est 
sur  la  supposition  qu'on  sait  faire  de  mémoire  ces  petites  divisions,  qu'on 
s'appuie  dans  le  procédé  qui  va  suivre. 

Pour  s'habituer  à  trouver  ces  quo tiens  avec  promptitude,  on  s'exercera  au 
moyen  de  la  table  de  Pythagore. 

De  la  Division  dans  le  cas  où  le  diçidende  contient  un  nombre  quelconque  de 

cJiiffres ,  et  le  diçiseur  un  seul. 

56.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  diviser  7128  par  8. 
J'écrirai  d'abord  ces  deux  nombres  comme  on  le  voit  ci-après, 


Dividende. 

7128 
7a 
08 
o 


Diviseur. 
8 


Quotient. 
8yi 


et  ensuite  je  raisonnerai  ainsi  qu'il  suit  : 

Si  je  connaissais  le  quotient,  en  le  multipliant  parle  diviseur,  je  produirais 
le  dividende ,  par  conséquent  le  dividende  contient  le  produit  des  unités  du 
quotient  par  le  diviseur,  plus  le  produit  des  dixaines  du  quotient  par  le  divi- 
seur, plus  le  produit  des  centaines  du  quotient  par  le  diviseur,  etc.  Ainsi,  si 
je  savais  où  se  trouve,  dans  le  dividende,  le  produit  des  unités,  des  dixaines, 
des  centaines,  etc.,  du  quotient  par  le  diviseur,  comme  je  connais  l'un  des 
facteurs  de  ces  produits  (qui  est  le  diviseur),  j'en  déduirai  facilement  l'autre 
facteur  (qui  serait  le  quotient),  en  divisant  chacun  de  ces  produits  par  le  di- 
viseur; car  tous  ces  produits  ne  sont  composés  que  de  deux  facteurs  qui  ne 
contiennent  qu'un  seul  chiffre. 

Maintenant  je  remarque  que  le  produit  des  unités  du  quotient  par  le  divi* 
seur  ne  peut  se  trouver  que  dans  les  unités  du  dividende,  que  celui  des  dixaines 
du  quotient  par  le  diviseur  ne  peut  se  trouver  que  dans  les  dixaines  du  divi- 
dende, que  le  produit  des  centaines  du  quotient  par  le  diviseur  ne  peut  se 
trouver  que  dans  les  centaines  du  dividende ,  etc.  Mais  le  chiffre  qui  repré- 
sente les  unités  simples  du  dividende  ne  contiendra  pas  toujours  le  produit 
tout  entier  des  unités  du  quotient  par  le  diviseur,  car  ce  produit  peut  donner 
des  dixaines  (qui  sont  réunies  dans  tous  les  cas  aux  dixaines  qui  proviennent 
des  dixaines  du  quotient  par  le  diviseur),  et  comme  rien  n'indique  le  nombre 
des  dixaines  qui  appartiennent  à  ce  produit  des  unités  du  quotient  par  le  divi- 
seur, il  en  résulte,  qu'on  ne  peut  commencer  la  division  par  les  unités  simples; 
au  lieu  que  le  produit  des  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  quotient  par  le 
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Kviseur  SE  trouvera  toujours  tout  entier  Jans  les  unile's  Je  l'orilre  le  plus 
rvé  du  dividende  :  il  faut  donc  nécessairement  commencer  la  division  par 
$  unîtes  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  dividende. 

I  Si  je  considère  actuellement  que  le  dividende  ne  contient  que  des  mille, 
|!eD  conclurai  facilement  que  le  quotient  ne  peut  contenir  au  plus  que  des 
ulle  ;  or,  le  produit  des  mille  du  quotient  par  le  diviseur,  ne  peut  se  trouver 
que  dans  les  raille  du  dividende  ;  et,  comme  je  n'ai  que  y  mille  au  dividende 
et  que  le  diviseur  est  8,  j'en  conclus  que  le  quotient  ne  contient  pas  de 
mille.  Il  faut  donc  que  les  j  mille  que  j'ai  au  dividende  proviennent  du  pro- 
duit des  centaines  du  quotient  par  le  diviseur.  Ainsi ,  il  faut  que  je  convertisse 
CCS  7  mille  du  dividende  en  centaines,  ce  qui  m'en  donnera  70  et  i  qui  s'en 
trouve  déjà,  me  feront  71.  Si  maintenant  je  divise  71  centaines  parle  diviseur 
8,  le  quotient  sera  8.  Maïs  comme  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  doit 
c'galerle  dividende,  je  ferai  ce  produit.jele  retrancherai  de  71,  et  il  me  restera  7 
centaines  que  j'écrirai  sous  les  centaines  du  dividende.  11  faut  donc  que  les  7 
centaines  qui  me  restent  au  dividende  proviennent  du  produit  des  dixaines 
du  quotient  par  le  diviseur;  je  les  convertirai  donc  en  dixaines,  ce  qui  m'en 
donnera  70,  et  les  deux  que  j'ai  au  dividende  (que  j'abaisse  à  côté  du  7)  me 
foui  72.  Je  divise  72  par  8,  et  j'ai  g  au  quotient.  Je  multiplie  ce  chiffre  9  du 
quotient  par  le  diviseur,  ce  qui  me  donne  72  ;  en  retranchant  ce  produit  du 
dividende  partiel  72 ,  il  me  reste  o  que  j'écris  au-dessous  de  72.  J'abaisse  le  8; 
qui  me  reste  au  dividende,  à  côté  du  reste  o,  ce  qui  me  donne  un  dernier 
dividende  partiel  égal  à  8;  je  fais  la  division,  et  je  trouve  juste  i  au  quotient  « 
ce  qui  termine  l'opération;  d'oîi  il  suit  que  le  quotient  demandé  est  8g i. 

^ftp'Uest  évident  que  le  procédé  que  nous  venons  de  découvrir  est  indépendant 

^^pi  nombre  des  chiffres  du  dividende. 

I 


I 


!  la  Dîeîslon,  danfi  U:  eus  où  le  dùidende  et  le  dicisciir  se  composent  de 
plusieurs  chiures. 

57.  Passons  actuellement  au  cas  oîi  le  diviseur  a  un  nombre  quelconque 
de  chiffres  ;  et  supposons  qu*il  s'agisse  de  diviser  le  nombre  i6g47^  p^f  M^^- 
Après  avoir  écrit  les  deux  nombres  ainsi  qu'il  suit  : 


DiïiJmde. 
169476 

Diïi.cur. 
348 

3127 

Quotient. 
487 

je  dis  que,  d'après  les  raisonneraens  du  n".  56  (qui  sont  indcpcndans  dd 
nombre  des  chilTrcs  du  dividende  et  du  diviseur) ,  je  dois  commencer  la  diri* 
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sien  par  les  unités  des  ordres  les  plus  élevés  du  dividende.  Cela  posé,  je 
cherche  le  produit  des  unités  de  Tordre  le  plus  élevé  du  quotient  par  le  divi- 
seur; or,  comme  le  diviseur  contient  3  chiffres,  ce  produit  doit  en  avoir  au 
moins  un  pareil  nombre  ;  ainsi ,  je  prendrai  les  trois  premiers  chiffres  vers  la 
gauche  du  di\ddende ,  et  je  chercherai  le  produit  en  question  dans  le  nombre 
que  forment  ces  3  chiffres.  Mais  je  vois  que  ce  nombre,  n^étant  que  169,  est 
moindre  que  le  diviseur,  d'où  je  conclus  que  le  produit  du  quotient  par  le 
diviseur  doit  se  composer  de  4  chiffres  :  je  chercherai  donc  le  nombre  de  fois 
que  le  diviseur  est  contenu  dans  1694  >  ce  qui  me  donnera  4  pour  le  premier 
quotient  partiel.  Je  ferai  le  produit  de  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  je  le 
retrancherai  du  dividende  partiel  1694  de  la  manière  qui  suit  : 

Je  dirai  :  4  fuis  8  font  32.  Ces  32  unités  sont  de  Tordre  le  moins  élevé  du 
dividende  partiel  1694  ;  en  conséquence  il  faudra  retrancher  ces  32  de  4»  et 
comme  la  soustraction  ne  peut  pas  avoir  lieu ,  j'emprunterai  3  unités  sur  le 
chiffre  9  suivant  vers  la  gauche,  ce  qui  m'en  donnera  3o  de  Tespcce  sur  laquelle 
j'opère,  et  4  que  j'en  avais  déjà  me  feront  34;  si  maintenant  je  fais  la  soustrac- 
tion indiquée,  il  me  restera  2  que  j'écrirai  sous  le  chiffre  4  du  dividende.  Je 
retiens  dans  la  mémoire  les  3  unités  que  j'ai  empruntées  sur  le  9  pour*  les 
joindre  au  produit  du  quotient  partiel  4  par  les  dixaines  4  du  diviseur.  Je  fais 
ce  produit  qui  me  donne  16  et  3  de  retenues  me  font  19.  Je  retranche  ces  19 
du  chiffre  9  du  dividende  partiel  16949  et  comme  la  soustraction  ne  peut  pas 
avoir  lieu,  j'emprunte  une  unité  sur  le  chiffre  6  suivant  vers  la  gauche,  ce  qui 
m'en  donne  10,  et  9  que  j'ai  déjà  me  font  19.  Je  fais  maintenant  la  soustrac- 
tion indiquée ,  et  il  me  reste  o.  Je  retiens  l'unité  que  j'ai  empruntée  sur  le 
chiffre  6  pour  la  joindre  au  produit  des  centaines  du  diviseur  par  le  quotient 
4*  Je  fais  ce  produit,  et  je  le  trouve  égal  à  12,  ce  qui,  joint  à  l'unité  que  j'ai 
retenue  me  fait  i3.  Je  retranche  ces  i3  des  16  qui  me  restent  au  dividende 
partiel  1694 9  et  j'ai  3  pour  reste;  de  sorte,  qu'après  avoir  retranché ,  du  di- 
vidende partiel,  le  produit  du  premier  chiffre  du  quotient* par  le  diviseur,  il 
me  reste  3o2.  Ces  3o2  proviennent  du  produit  du  chiffre  immédiatement  in- 
férieur du  quotient  par  le  diviseur,  lequel  produit  se  compose  d'unités  10 
fois  plus  petites  que  le  précédent.  Ainsi,  je  convertirai  le  nombre  3o2  en 
unités  10  fois  plus  petites,  ce  qui  me  donnera  le  nombre  3o20.  Mais  comme 
j'ai  7  de  ces  unités  dans  le  dividende,  il  en  résultera  le  nombre  3027  pour  le 
produit  du  chiffre  suivant  du  quotient  par  le  diviseur.  (On  remarquera  que 
pour  former  le  nombre  3027 ,  il  suffit  d'abaisser  le  chiffre  7  à  côté  du  reste 
3o2.).  Je  cherche  le  nombre  de  fois  que  le  diviseur  est  contenu  dans  le  nou- 
veau dividende  partiel,  et  je  trouve  8  que  j'écris  au  quotient.  Je  dis  ensuite 
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ont  64,  et  de  7  je  ne  puis  retrancher  64;  j'emprunte,  en  consé- 
quence, 6  unités  de  l'ordre  immédiatement  supérieur,  ce  qui  me  donne  67  , 
en  comptant  les  7  unités  que  j'ai  déjà,  et  la  soustraction  ayant  lieu  par  ce 
moyen,  je  trouve  3  pour  reste.  Je  retiens  dans  la  mémoire  les  6  unités  que 
j'ai  empruntées  pour  les  joindre  au  produit  suivant.  Je  fais  ce  produit,  je  le 
trouve  égal  à  32,  et  en  ajoutant  les  G  que  j'ai  retenues,  il  me  vient  38  qu'il 
faudrait  retrancher  de  2  ;  mais  comme  la  soustraction  ne  peut  pas  avoir  lieu , 
j'emprunte  4  unités  de  l'ordre  immédiatement  supérieur,  ce  qui  me  donne  40 
cl  2  font  42  ;  et  en  retranchant  les  38  de  42  il  me  reste  4,  et  je  retiens  les  4- 
unités  que  j'ai  empruntées.  Je  multiplie  le  quotient  8  par  le  chiffre  3  du  divi- 
seur, ce  qui  me  donne  24  ^*  4  ^^  retenues  me  font  28  que  je  retranche  de  3o, 
elil  me  reste  2.  De  sorte  qu'après  avoir  retranché,  du  second  dividende  partiel, 
le  produit  du  second  chiffre  du  quotient  par  le  diviseur,  il  me  reste  243.  A 
côlc  de  ce  reste  j'abaisse  le  chiffre  6  qui  reste  encore  au  dividende ,  et  j'ai  243S 
pour  le  nombre  qui  doit  contenir  le  produit  du  dernier  chiffre  du  quotient 
par  Je  diviseur.  Pour  trouver  ce  dernier  chiffre  du  quotient,  je  divise  2436 
par  le  diviseur  348,  et  j'ai  7  que  j'écris  5  la  suite  des  deux  premiers  chifTres 
du  quotient.  Je  multiplie  le  diviseur  par  le  quotient  partiel  7  ,  je  retranche  le 
produit  du  dividende  partiel  2436  (ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  pour  les 
autres  chiffres  du  quotient),  et  je  trouve  qu'il  ne  reste  rien;  d'oii  je  conclus 
que  41*7  est  le  quotient  exact  du  nombre  16947'i  divisé  par  348. 

La  manière  dont  nous  avons  fait  les  différentes  soustractions  des  chiffres 
du  quotient  parle  diviseur,  pourrait  présenter  quelque  difficulté  à  concevoir; 
je  vais  démontrer  qu'il  est  permis  d  opérer  ainsi  que  nous  l'avons  fait. 

La  difficulté  ne  peut  résider  que  dans  la  manière  dont  nous  avons  tenu 
compte  des  emprunts  que  nous  avons  été  obligés  de  faire  ;  or,  d'après  tes  règles 
de  la  soustraction  ,  il  aurait  fallu  diminuer  le  chiffre  sur  lequel  a  été  fait  l'em- 
prunt, d'autant  d'unités  qu'on  lui  en  avait  emprunté;  au  lieu  de  cela,  on  a 
augmenté  le  nombre  qu'il  fallait  retrancher  de  ce  chiffre,  du  même  nombre 
d'unités  qu'on  aurait  dû  retrancher  de  ce  même  chiffre;  d'où  il  s'en  est  suivi 
que  les  deux  nombres  à  retrancher  l'un  de  l'autre  ont  été  augmentés  de  la 
même  quantité;  par  conséquent  la  différence  a  été  la  même  que  si  ces  deux 
nombres  avaient  eu  leur  véritable  valeur. 

Remarque  \".  Lorsqu'on  a  déterminé  le  premier  dividende  partiel ,  il  suf- 
fit, pour  trouver  le  chiffre  du  quotient,  de  diviser  le  premier  chiffre  de  ce  divi- 
liendc  par  le  premier  chiffre  du  diviseur,  dans  le  cas  où  ce  dividende  partiel  a 
le  même  nombre  de  chiffres  que  le  diviseur  ;  dans  le  cas  où  le  dividende  par- 
tiel contient  un  chiffre  de  plusque  le  diviseur,  il  faut  di\iser  les  deus  premiers 
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chiffres  de  ce  dividende  partiel  par  le  premier  chiffre  du  diviseur.  Le  chiffre 
du  quotient  étant  trouvé,  on  vérifie  s'il  n^est  pas  trop  grand  ou  sMl  n'est  pas 
trop  petit.  Le  quotient  partiel  sera  trop  grand,  toutes  les  fois  que  la  sous- 
traction du  produit  de  ce  quotient  par  le  diviseur  ne  pourra  pas  s'effectuer 
sur  le  dividende  partiel  ;  et,  il  sera  trop  petit,  toutes  les  fois  que  le  reste  sera 
plus  grand  ou  au  moins  égal  au  diviseur. 

Remarque  2"*^  Quant  à  la  détermination  des  dividendes  partiels,  on  a  dû 
remarquer  que  le  premier  s'obtenait  en  prenant  vers  la  gauche  du  dividende 
total,  un  nombre  de  chiffres  susceptible  de  donner  un  nombre  qui  puisse  con- 
tenir le  diviseur.  Ce  nombre  de  chiffres  doit  être  au  moins  égal  à  celui  des 
chiffres  du  diviseur,  et  au  plus,  au  nombre  des  chiffres  du  diviseur  plus  un. 
Quant  aux  autres  dividendes  partiels,  ils  s'obtiennent  toujours  en  abaissant  le 
chiffre  suivant  du  dividende  total  à  côté  de  chaque  reste;  d'où  il  résulte  quel- 
quefois des  dividendes  partiels  plus  petits  que  le  diviseur,  ce  qui  donne  o  au 
quotient.  Il  faut  bien  faire  attention  de  mettre  un  chiffre  au  quotient,  soit  o, 
soit  significatif,  à  chaque  chiffre  qu'on  abaisse  du  dividende  à  côté  de  chaque 
reste  ;  et  réciproquement,  d'abaisser  à  côté  du  reste  un  chiffre  du  dividende  à 
chaque  chiffre  qu'on  écrit  au  quotient. 

De   la  Diçision,    dans  le  cas  où  le  quotient  ne  peut  s^ obtenir  que  par 

approximation. 

58.  Dans  les  deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter,  la  division  s'est 
faite  exactement  ;  mais  il  arrive  trcs-souvent  qu'après  avoir  abaissé  tous  les 
chiffres  du  dividende  et  avoir  obtenu  tous  ceux  au  rang  des  entiers  du  quo- 
tient ,  il  y  a  un  dernier  reste  ;  de  sorte  que  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur 
n'égale  pas  le  dividende;  ainsi  le  quotient,  dans  ce  cas,  n'est  pas  exact. 

Voyons  comment  on  peut  obtenir  ce  quotient  par  approximation,  et  pour 
cela,  supposons  un  exemple  dans  lequel  il  s'agisse  de  diviser  874  par  38. 

38 


9,842 1 


374 

320 

160 

80 

40 

J'écris  d'abord  le»  deux  nombres  comme  il  a  été  dit,  et  je  fais  la  division 
comme  à  l'ordinaire ,  jusqu'à  ce  que  je  n'aie  plus  de  chiffre  à  abaisser  du  divi- 
dende. Ayant  ainsi  opéré  sur  notre  exemple,  j'ai  trouvé  32  pour  dernier  reste: 
Voici ,  maintenant ,  de  quelle  manière  on  approchera  du  véritable  quotient. 

D'abord  je  ferai  observer  qu'on  peut  le  faire  de  plusieurs  manières  :  ou  par 
le  moyen  des  décimales ,  ou  par  les  subdivisions  suivant  l'ancien  système* 
Commençons  par  le  système  décimal. 
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Après  les  entiers  viennent  les  dixièmes ,  les  cenlièmes,  les  millièmes^  etc.  ; 
or,  les  entiers  sont  dix  fois  plus  grands  que  les  dixièmes,  les  dixièmes  dix  fois 
plus  grands  que  les  centièmes ,  etc.  ;  si  donc  on  veut  convertir  des  entiers  en 
dixièmes,  il  suffira  de  les  multiplier  par  10 ,  c^est-à-dire  d^ajouter  un  o  vers  la 
droite  du  nombre  qui  les  exprime  ;  si  on  veut  convertir  des  dixièmes  en  cen- 
tièmes, on  ajoutera  un  o  vers  la  droite  du  nombre  qui  exprime  les  dixièmes,  etc. 
Ainsi  les  32  entiers  qui  nous  restent,  nous  donneront  820  dixièmes,  en  ajou- 
tant un  o  vers  la  droite.  Maintenant  que  la  division  peut  avoir  lieu,  je  la  fais, 
et  j'écris  le  quotient  8,  que  je  trouve,  au  rang  des  dixièmes  du  quotient.  Je 
fais  le  produit  de  ce  nouveau  chiffre  du  quotient  par  le  diviseur,  je  le  re- 
tranche du  dividende  partiel  820 ,  et  j^ai  16  dixièmes  de  reste  que  je  convertis 
en  centièmes  en  mettant  un  o  vers  la  gauche ,  ce  qui  me  donne  160  centièmes 
pour  le  nouveau  dividende  partiel;  je  fais  la  division,  je  trouve  4  centièmes 
au  quotient,  je  fais  la  multiplication  et  la  soustraction  comme  à  Tordinaire, 
et  je  trouve  8  centièmes  de  reste  que  je  convertis  en  millièmes,  et  ainsi  de 
suite  jusqu^à  ce  que  le  reste  que  j'obtiendrai  soit  assez  petit  pour  que  je 
puisse  le  négliger  sans  erreur  sensible. 

Si  le  diviseur  ne  contenait  point  de  facteur  étranger  au  nombre  10,  en 
poussant  Topcration  assez  loin,  la  division  se  ferait  exactement.  Dans  le  cas 
où  le  diviseur  contient  un  ou  plusieurs  facteurs  étrangers  au  nombre  10,  il 
est  impossible  de  trouver  un  quotient  exact.  Nous  édaircirons  mieux  ces  der- 
nières circonstances  en  parlant  des  fractions. 

Passons  actuellement  aux  approximations  d'après  les  subdivisions  selon 
Vancien  système,  et  reprenons  notre  exemple,  en  supposant  qu'on  a  poussé 
la  division  jusqu'au  reste  82. 


374  toises. 
3a  toises. 
6 


192  pieds. 
2    pieds. 
12 
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24  pouces. 
12 


48 
24 


288  lignes. 
22  lignes, 
etc. 

Sll  s'agit  de  toises ,  je  multiplie  les  32  toises  qui  restent  par  6 ,  pour  les 
convertir  en  pieds,  ce  qui  m'en  donne  192.  Je  fais  la  division  et  je  trouve 
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5  pieds  au  quotient.  Je  fais  ensuite  la  multiplication  et  la  soustraction,  et  il 
me  reste  2  pieds  que  je  convertis  en  pouces  en  les  multipliant  par  12,  ce  qui 
m'en  donne  24 ,  et  en  faisant  la  division  je  trouve  o  au  quotient  et  les  24  pouces 
de  reste  que  je  multiplie  par  12  pour  les  convertir  en  lignes,  ce  qui  m'en 
donne  288.  Je  fais  la  division,  je  trouve  7  lignes  au  quotient  et  22  pour 
reste,  etc. 

Si  au  lieu  de  toises,  il  s'était  agi  de  livres  de  poids,  j'aurais  multiplié  le  reste 
32  livres  par  2  pour  avoir  des  marcs  ;  et  après  avoir  fait  la  division ,  le  reste 
par  8  pour  avoir  des  onces  ;  et  après  avoir  fait  la  division ,  le  nouveau  reste 
par  8  pour  avoir  des  gros ,  etc.  Enfin ,  quelle  que  soit  l'unité  du  dividende ,  on 
multiplie  les  restes  successifs  par  le  non>bre  qui  exprin^e  le  rapport  de  deux 
subdivisions  consécutives. 

De  la  Diçision  des  nombres  décimaux. 

5g.  Dans  la  division  des  nombres  décimaux,  il  peut  arriver  trois  cas  rela- 
tivement au  nombre  des  décimales  de  chaque  terme  de  la  division,  qu'il  faut 
examiner  séparément. 

i''.  Le  dividende  et  le  diviseur  peuvent  avoir  le  même  nombre  de  décimales  ; 
dans  ce  cas,  en  faisant  abstraction  de  la  virgule  de  part  et  d'autre,  on  rend  le 
dividende  et  le  diviseur  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ;  d'où  il  suit  qu'on 
peut  faire  la  division  comme  si  les  nombres  donnés  étaient  entiers,  sans  riea 
changer  au  quotient. 

2*".  Le  dividende  peut  contenir  un  plus  grand  nombre  de  décimales  que  le 
diviseur.  Dans  ce  cas,  en  supprimant  la  virgule  du  diviseur,  et  la  reculant  de 
la  gauche  dans  le  dividende ,  d'autant  de  places  que  le  diviseur  contient  de 
décimales,  ce  sera  rendre  les  deux  termes  de  la  division  le  même  nombre  de 
fois  plus  grands,  ce  qui  ne  changera  rien  au  quotient;  mais  le  dividende,  par 
là,  conserve  encore  des  décimales;  si  donc  on  voulait  le  considérer  comme 
un  nombre  entier,  on  le  considérerait  10,  100,  1000,  etc.,  fois  trop  grand, 
selon  qu'il  conserverait  une,  deux,  trois,  etc.  décimales;  d'où  il  s'ensuivrait 
que  le  quotient  serait  le  même  nombre  de  fois  trop  grand.  Si  donc  on  avait 
opéré  sur  ce  dividende  comme  sur  un  nombre  entier ,  il  faudrait  mettre  au 
quotient  autant  de  chiffres  au  rang  des  décimales  que  le  dividende  en  conte- 
nait de  plus  que  le  diviseur,  pour  mettre  ce  quotient  à  sa  vraie  valeur. 

3^.  Le  diviseur  peut  contenir  un  plus  grand  nombre  de  décimales  que  le 
dividende.  Dans  ce  cas ,  pour  rendre  les  deux  termes  de  la  division  le  même 
nombre  de  fois  plus  grands,  en  supprimant  la  virgule,  il  faudrait  ajouter  des 
zéros  au  dividende ,  pour  égaliser  les  nombres  de  cjlécimales  ;  et  la  division 
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it  se  faire  ensuite  comme  sur  deux  nombres  entiers,  sans  rien  changer  au 
otient. 

Tout  cela  est  évident  diaprés  ce  qui  prëcèdc.  Ainsi  la  division  sur  les  nom- 
es décimaux  n^offre  pas  plus  de  difficulté  que  sur  les  nombres  entiers.  Voici 
elques  exemples  pour  terminer  cet  article ,  au  moyen  desquels  les  corn- 
encans  pourront  s^exercer. 


1 

". 

EXEMPLE. 

57.' 

t 

25 

2.»  iP  8.1^  I.*  etc. 

6 

pieds. 

4a 

17 

13 

34 

'7 

pouces* 

ao4 

4 

12 

lignes^ 

48 

33 

etc 

. 

3®.  EXEMPLE. 

'ij 

^8676.* 
33076 

i348 
6 

1728 

< 

2oi.«4.''8.P^  a.' 

8088   pieds. 
1176 

12 

2352 

1176 

14112   pouce». 
288 

12 

lignes. 

576 
288 

3456 

000 

5®.  EXEMPLE. 

3,348 
780 

0,1 35 

( 

2,57777  etc. 

loSo 
io5o 
etc. 


57.^ 

2 
2 


2^.    EXEMPLE. 
25 


2.*  O."*  4.°"  3.«  2.'*  i2«  etc. 


i4     marcs. 
8 


1 1 2     onces. 
12 
8 


96     gros. 
21 
3 


63     deniers. 

i3 

24 


52 


26 


3 1 2     grains. 

12     reste  en  grains, 
etc. 

4^.    EXEMPLE. 

1728 


348676 
03076 
13480 
i384o 


201,78009   etc. 


0,34864 
286 

3o4 

16 

etc. 


16000 
448 
etc. 

6®.    BXEMPLtv 

0,32 


1,089  etc. 
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7^.  EXEMPLE. 

8^  EXEMPLE. 

0,001867641 

o,83 

846000 
166 

o,o34 

207 

0,002  u5oi 

24882 

4i6 

• 

3oo 

i4i 

280 

58 

80 

etc. 

12 

Je  termine  là  tout  ce  guc  j'ai  à  dire  pour  le  moment  sur  la  division,  et  je 
ne  m'arrête  pas  à  indiquer  les  moyens  abrèges  qu'on  donne  ordinairement 
pour  faire  la  division ,  par  la  raison  que  Thabitude  du  calcul  les  suggère  à  tous 
ceux  qui  savent  rc'fléchir  sur  ce  qu'il  font,  et  que  beaucoup  d'autres  choses 
plus  importantes  réclament  notre  temps.  C'est  par  les  mêmes  raisons  que  je 
n'ai  point  donné  non  plus  de  moyens  abrégés  pour  faire  la  multiplication. 

Quant  à  la  preuve  de  la  multiplication,  elle  se  fait  en  divisant  le  produit 
par  l'un  des  facteurs  :  pour  que  l'opération  soit  bien  faite,  il  faut  que  le  quo- 
tient de  cette  division  soit  égal  à  l'autre  facteur.  Quant  à  celle  de  la  division , 
elle  se  fait  en  multipliant  le  quotient  par  le  diviseur  :  si  le  produit  est  égal  au 
dividende ,  la  division  est  bien  faite. 

5""'.    LEÇON. 


Des  Fractions: 

60.  Si  l'on  imagine  une  unité  quelconque  divisée  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales,  une  ou  plusieurs  de  ces  parties  formeront  ce  qu'on  appelle  une 
fraction.  Par  conséquent,  il  faut  deux  nombres  pour  exprimer  une  fraction  : 
l'un  qui  indique  en  combien  de  parties  on  suppose  l'unité  divisée,  et  l'autre 
le  nombre  des  parties  que  comprend  la  fraction.  Le  nombre  qui  indique  en 
combien  de  parties  égales  l'unité  est  divisée,  se  nomme  dénomùuUew,  et 
celui  qui  tient  compte  du  nombre  des  parties  qu'on  a  prises,  s'appelle  numé- 
rateur. Ainsi,  si  on  avait  divisé  une  unité  quelconque  en  7  parties  égales,  et 
que  l'on  eût  pris  3  de  ces  parties,  le  dénominateur  serait  7  et  le  numérateur  3. 
Pour  écrire  une  fraction ,  on  met  le  dénominateur  sous  le  numérateur ,  et 
on  sépare  les  deux  termes  par  un  trait;  ainsi,  pour  écrire  la  fraction  dont 

nous  venons  de  parler  9  on  mettra  le  7  sous  le  3 ,  de  cette  manière  :  — 
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Pour  exprimer  verbalement  une  fraction  ,  on  énonce  le  nombre  qui  est  au 
numérateur  comme  à  rordinaire ,  et  celui  qui  est  au  dénominateur ,  en  ajou- 
tant la  terminaison  lèmes  ;  ainsi ,    pour  exprimer  la  fraction  -^on  dira  :  trois 

lUèmes;  sionavait — ,00.  àÂtaXl  cinq  neuvièmes  ;  ■^oxxr ,  on  dirait  vingt- 

soijcante-douziémes ,  etc. 


Par  une  suite  de  calculs,  on  peut  être  conduit  à  une  fraction  plus  grande 
que  Vunité  entière  ;  aussi  appelle-t-on  fraction,  indistinctement  tout  nom- 
bre exprimé  par  un  numérateur  et  un  dénominateur. 

61.  Puisque  le  dénominateur  indique  en  combien  de  parties  égales  l'unité 
se  trouve  divisée,  on  peut  dire  aussi  qu'il  indique  combien  il  faut  de  parties 
pour  avoir  une  unité,  c'est-à-dire  combien  il  faut  avoir  d'unités  au  numé- 
rateur pour  avoir  un  entier.  Donc ,  toutes  les  fois  que  le  numérateur  égalera 

le  dénominateur,  la  fraction  vaudra  un  entier:  ainsi. -5-,— : — = ^,  etc., 

'  i  '  4  '  5  '  17  ' 

sont  autant  d'entiers.  Si  le  numérateur  était  2,3,  4i  dc-  fois  plus  grand  que 
le  dénominateur,  il  est  clair  que  la  fraction  vaudrait  2,  3,  4t  etc.  entiers, 
car  le  numérateur,  alors,  contiendrait,  2,  3,  4<  etc.  fois  autant  d'unités 
qu'il  en  faut  pour  avoir  un  entier  ;  il  faut  donc  diviser  le  numérateur  par  le 
dénominateur  pour  tirer  les  entiers  contenus  dans  une  fraction  ;  d'oîi  il  suit 
qu'une  fraction  n'est  au're  chose  qu'une  division  indiquée,  dont  le  numéra- 
teur est  le  dividende ,  le  dénominateur  le  diviseur ,  et  la  valeur  de  la  fraction 
le  quotient  de  cette  division. 

(i2.  Voyons,  maintenant,  ce  que  devient  une  fraction  lorsqu'on  fait  varier 
l'un  des  deux  termes  ou  tous  les  deux  à  la  fois. 
^L  I*.  Si  l'on  rend  le  mimérateur  un  certain  nombre  de  J'ois  plus  grand ,  la 
^Bpnction  détiendra  le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ;  car  ce  sera  prendre, 
^Bfes  mêmes  parties,  un  nombre  qui  sera  d'autant  de  fois  plus  grand. 
^V  a*.  Si  l'on  rend  le  numérateur  nn  certain  nombre  de  fols  plus  petit ,  la  frac- 
^^WoQ  deciendra  le  même  nombre  de  fois  plus  petite  ;  car  ce  sera  prendre,  des 
I       marnes  parties  ,  un  nombre  qui  sera  d'autant  de  fols  plus  petit. 

3*.  Si  l'on  rend  le  dénominateur  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand ,  la 
Inction  deviemlra  le  même  nombre  de  fois  plus  petite  ;  car  l'unité  ne  chan- 
gtanl  pas  de  grandeur,  les  parties  deviennent  d'autant  de  fois  plus  pctitei 
que  le  dénominateur  est  de  fols  plus  grand  ;  or,  le  numérateur  ne  change 
\Ai;  donc  la  fraction  devient  d'autant  de  fois  plus  petite. 

4*.  Si  l'on  rend  le  dénominateur  un  certain  nombre  de  fois  plus  petit,  la 
fraction  deviendra  le  même  nombre  défais  plus  grande;  car  ,  l'unité  ne  chan- 
gtanl  pas  de  valeur ,  plus  le  dénominateur  sera  petit ,  plus  les  parties  seront 
fifandeS;  et  comme  le  numérateur  reste  le  même,  il  s'ensuit  que^  etc. 
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5*.  Si  ron  rend  les  deux  termes  d^une  fraction  le  même  nombre  de  fois  plus 
grands,  la  fraction  ne  changera  pas  de  valeur;  car  le  numérateur  étant  un 
certain  nombre  de  fois  plus  grand,  on  prend  bien  un  plus  grand  nombre  de 
parties  de  Tunitc ,  mais  le  dénominateur  étant  le  même  nombre  de  fois  plus 
grand,  les  parties  sont  le  même  nombre  de  fois  plus  petites;  donc  il  y  a  com- 
pensation, donc  la  fraction  ne  change  pas  de  valeur. 

6*.  On  démontrerait  par  un  raisonnement  inverse ,  quunè  fraction  ne 
change  pas  de  valeur  en  rendant  ses  deux  termes  le  même  nombre  de  fois 
plus  petits. 

Puisqu'une  fraction  n'est  autre  chose  qu^une  division  indiquée  ,  le  numé- 
rateur étant  le  dividende,  et  le  dénominateur  le  diviseur,  on  pourrait  dé- 
montrer ces  mêmes  propositions  en  appliquant  aux  fractions  ce  que  nous 
avons  dit  (  n^  54  )  sur  les  variations  qui  avaient  lieu  sur  le  quotient,  lors- 
qu'on faisait  varier  le  dividende  et  le  diviseur. 

Indépendamment  de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  multiplication  et 
de  la  division ,  dont  les  fractions  sont  susceptibles ,  il  y  a  les  huit  questions 
suivantes  à  résoudre,  qui  leur  sont  particulières,  et  qui  sont  : 

i".  Tirer  les  entiers  contenus  dans  une  fraction; 

2**.  Convertir  des  entiers  en  fraction; 

Z"".  Réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

4".  Evaluer  une  fraction  en  subdivisions  selon  l'ancien  système. 

5".  Développer  une  fraction  en  subdivisions  décimales. 

6*.  Convertir  un  nombre  complexe  en  fraction. 

7**.  Passer  d'un  nombre  décimal  à  un  nombre  complexe. 

8**.  Mettre  un  nombre  quelconque  de  fractions  au  même  dénominateur. 

De  la  manière  de  tirer  les  Entiers  contenus  dans  une  fraction. 

63.  Nous  avons  déjà  vu  que  pour  tirer  les  entiers  contenus  dans  une  frac- 
tion, il  fallait  diviser  le  numérateur  par  le  dénominateur,  et  que  le  quotient 

exprimait  ce  nombre  d'entiers.  Ainsi,  si  j'avais  la  fraction    >  et  que  je 

voulusse  trouver  les  entiers  qu'elle  contient,  je  ferais  la  division  indiquée, 
et  j'aurais  21  ---• 

De  la  manière  de  convertir  des  Entiers  en  fraction. 

64.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  convertir  le  nombre  35  ^tout  en  fraction. 
Pour  cela  je  multiplierai  les  35  entiers  par  le  dénominateur  27  et  j'ajouterai 

le  numérateur  11  au  produit,  ce  qui  me  donnerait  . 
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La  raison  de  ce  procédé  est  facile  h  concevoir.  En  effet,  puisqu'on  veut 
exprimer  35  entiers  en  27"".  il  est  clair  qu'on  veut  représenter  chaque  cnlîer 
par  27  parties  :  on  aura  donc  autant  de  fois  27  parties  qu'il  y  a  d'entiers 
dans  35;  c*està-dirc  qu'il  faudra  multiplier  27  par  35,  ce  qui  donnera  g/jiS  ; 

ainsi  35  entiers  égalent  -^ — •.  Mais  comme  a  35  entiers  il  faut  joindre  -^,  il 

en  résulte    que    35  -^  =  - — .  Il  est  évident  que  ce  que  nous  disons  sur 

notre  exemple  particulier  s'appliquerait  également  à  tout  autre;  ainsi, 
pour  conçeriir  des  enUers  en  fraction,  il  faut  mulliplier  tes  entiers  par  le 
dénominateur  de  la  fraction ,  et  ajouter  le  numérateur  au  produit. 

De  la  Réduction  des  fractions  à  leur  plus  simple  expression. 

65,  Puisqu'une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  en  divisant  ses  deux  termes 
par  le  même  nombre,  et  qu'un  nombre  devient  d'autant  plus  petit  qu'on  le 
divise  par  un  plus  grand  diviseur,  il  en  résulte  que  pour  réduire  une  fraction 
à  sa  plus  simple  expression,  il  faut  diviser  s(^s»  deux  termes  par  le  plus  grand 
nombre  possible;  de  sorte  que  tout  ron<;Î5;te  à  imiwer  le  plus  grand  diçiseur 
commun  aux  deux  termes  de  la  fraction,  et  à  diçiser  ensuite  ces  deux  termes 
par  ce  plus  grand  commun  diçiseur. 

De   la   recherche   du  plus  grand  commun  diçiseur  entre  deux  nombres 

donnés. 

66.  Il  est  évident  que  le  diviseur  demandé  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  le 
plus  petit  des  deux  nombres  donnés,  puisque  la  division  doit  avoir  lieu  exac- 
tement sur  ces  deux  nombres;  mais  il  pourrait  lui  être  égal ,  car  tout  nombre 
se  divise  par  lui-même.  Ainsi,  on  essayera  si  le  plus  petit  nombre  donné 
divise  exactement  le  plus  grand  :  si  la  division  a  lieu ,  c'est  le  plus  petit  nombre 
qui  est  le  diviseur  demandé;  si  la  division  n'a  pas  lieu,  il  y  aura  un  reste,  et 
on  divisera  le  plus  petit  nombre  donné  par  le  reste  de  la  première  division  : 
si  cette  dernière  division  a  lien,  le  reste  en  question  sera  le  diviseur  demandé; 
si  elle  n'a  pas  lieu ,  on  divisera  le  premier  reste  par  le  second ,  le  second  par 
le  troisième,  le  troisième  par  le  quatrième,  le  quatrième  par  le  cinquième,  etc., 
jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  un  dernier  reste  qui  divise  le  précédent  exacte- 
ment; et  ce  dernier  reste  sera  le  diviseur  demandé. 

Supposons  un  exemple^  et  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  plus  grand  commun 

dinseur  des  deux  nombres  i5o8  et  884}  ou  si  l'on  veut  des  deux  termes  de  la 

884 
onction  — r-^.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  je  diviserai  i5o8  par  884, 

ea  ordonnant  les  choses  sous  la  forme  suivante  ; 


L 
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i5o8 


884 

624 

260 

io4 

52 

1 

I 

a 

2 

2 

00 


ce  qui  roc  donnera  i  au  quotient  et  624  pour  reste  ;  j'écrirai  ce  reste  à  la 
droite  du  diviseur  884  9  ainsi  qu^on  le  yoit  dans  le  détail  de  l'opération ,  et  je 
diviserai  884  par  624»  ce  qui  me  donnera  x  au  quotient  et  260  pour  reste; 
j'écrirai  ce  reste  à  côté  du  premier,  et  je  diviserai  624  par  260  ;  ce  qui  me 
donnera  2  au  quotient  et  io4  pour  reste^  J'écrirai  ce  reste  à  côté  du  second , 
et  je  diviserai  260  par  io4  9  ce  qui  me  donnera  2  au  quotient  et  52  pour  reste. 
Je  diviserai  io4  par  52,  ce  qui  me  donnera  2  au  quotient  et  o  pour  reste; 
d'où  je  jconclus  que  52  est  le  diviseur  demandé  :  je  divise  en  conséquence  les 

deux  termes  de  la  fraction  — ^-^  par  52,  et  elle  devient  — —  sans  avoir 

changé  de  valeur. 

Supposons,  pour  second  exemple,  qu'il  s'agisse  de  réduire  la  fraction     '^  ■ 

à  sa  simple  expression.  En  disposant  les  choses  comme  dans  l'exemple  pré*- 
cédentet  opérant  de  même,  on  trouvera  pour  le  diviseur  demandé  le  nombre 

«  Q  o  o  Q 

43 ,  ce  qui  réduira  la  fraction         '■  à  -7— .  Voyez  les  détails  ci-après. 


a45i 


i333 

1118 

ai5 

43 

I 

i 

5 

5 

00 


829 


1 829 

39 

10 

9 

1 

0 

2 

21 

3 

1 

9 

Soit,  pour  troisième  exemple,  la  fraction    ^   à  réduire  à  sa  plus  simple 

expression.  Dans  ce  cas  on  trouvera  l'unité  pour  le  plus  grand  commun  divi- 
seur demandé ,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  ;  ce  qui  nous  apprend  que  la 
fraction  donnée  est  irréductible ,  car  tout  nombre  divisé  par  l'unité  donne 
un  quotient  égal  à  ce  nombre  lui-même. 

1697 

Il  y  a  donc  des  fractions  réductibles  et  des  fractions  irréductibles  :  voyons 
à  quoi  cela  tient. 

Pour  y  parvenir  avec  facilité,  nous  commencerons  par  exposer  les  princi- 
pales propriétés  des  nombres  relativement  à  leur  divisibilité  les  uns  par  rap- 
port aux  autres. 

De  la  éUçistbdUé  et  de  la  décomposition  des  Nombres. 

67.  Les  nombres  se  divisent  en  deux  classes. 

La  première  comprend  tous  les  nombres  qui  ne  sauraient  être  le  résultat 
de  la  multiplication  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nonibre  de  facteurs  entiers; 


t 
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de  sorte  que  ces  nombres  ne  peuvent  être  dirisés  que  par  eux-mêmes  et 
l'unilé  :  tels  sont  les  nombres  1,2,3,5,7,11,13,17,1g,  etc.;  on  les  ap- 
pellent nombres  premiers. 

La  seconde  classe  comprend  tous  les  nombres  qui  résultent  de  la  mullipli- 
jcation  des  nombres  premiers  combinés  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi, 

,6,8,1),  10,  12,  i4,  i5,  16,  18,20,  2 1,23,  24,  25,  etc., sont  des  nombres 
le  la  seconde  classe  :  on  les  appelle  nombres  composes. 

Deux  nombres  compose's  sont  ails  premiers  entre  eiu: ,  quand  aucun  dos 
lacleors  de  l'un  n'est  facteur  de  l'autre  ;  ainsi,  les  nombres  18  et  aS  sont  pre- 
miers entre  eus,  car  aucun  facteur  de  18  ne  peut  diviser  25,  et  réciproqiie- 
iHient,  aucun  des  facteurs  de  25  ne  peut  diviser  18.  En  effet,  18  n'est  djvi- 
àble  que  par  2 ,  3,  6  et  9;  et  25  ne  peut  être  divisé  que  par  3  deux  fois  de 

le.  Il  y  a  donc  des  nombres  premiers  absolus  et  des  nombres  premiers 

latîfs. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  comment  on  peut  reconnaître  qu'un 
lombrc  donné  est  premier  ou  composé  ;  et ,  dans  le  cas  où  il  est  composé  , 
"Comment  on  peut  découvrir  les  facteurs  premiers  qui  le  composent. 

68.  Tous  les  nombres  premiers  ont  la  propriété  de  devenir  divisibles  par  6 
en  les  augmentant  ou  les  diminuant  d'une  unité ,  excepté  les  trois  plus  pe- 
Hls,  i .  2  et  3.  En  effet ,  5  est  un  nombre  premier  :  si  on  l'augmente  d'une 

ït(f ,  on  aura  6 ,  divisible  par  6  ;  7  est  un  nombre  premier  :  si  on  le  diminue 
'une  unité,  il  viendra  6 ,  divisible  par  6  ;   1 1  est  un  nombre  premier  :  si  on 

igmentc  d'une  unité,  on  aura  12,  divisible  par  6,  etc.  Si  donc  il  n'y  avait 

le  les  nombres  premiers  qui  jouissent  de  cette  propriété,  ce  serait  un 
loyen  aussi  sûr  que  simple  de  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  premier 

non.  Mais  malbeureuscmcnt  il  n'en  est  pas  ainsi  ;  une  grande  quantité  de 
nombres  composés  jouissent  de  la  même  propriété.  En  effet ,  25  est  un 
nombre  composé,  puisque  5  fois  5  font  25,  et  cependant  en  diminuant  ce 
nombre  d'une  unité  il  devient  a4 1  divisible  par  6  ;  35  est  un  nombre  com- 
posé, puisque  5  fois  7  font  35,  et  cependant  en  l'augmentant  d'une  unité 
il  devient  36 ,  divisible  par  6  ;  49  ^^^  ""  nombre  composé,  puisque  7  fois 
)  font  49  >  c'  cependant  en  le  diminuant  d'une  unité  il  devient  48 ,  divisible 
pir  6  ;  etc.  Ainsi ,  de  ce  que  tous  les  nombres  premiers  (  excepté  i ,  2  et  3  ) 
«U  la  proprie'te  de  devenir  divisibles  par  6  ,  étant  augmentés  ou  diminues  de 
tuniie',  il  ne  s'ensuit  pas  que  tout  nombre  qui  aura  cette  propriété  soit  un 
nombre  premier  ;  mais  seulement,  pour  qu'un  nombre  soit  premier,  il  faut 
JKcessairement  qu'il  jouisse  de  cette  propriété.  De  sorte  que ,  nous  pouvons 
afiirmcr  qu'un  nombre  proposé  n'est  pas  premier,  mais  nous  ne  pouvons 
irBrmer  qu'il  le  soit. 
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Si  nous  considérons  les  chiffres  qui  peuvent  terminer  les  nombres  pre- 
miers ,  nous  ne  sommes  pas  plus  heureux  ;  car  les  mêmes  chiffres  peuvent 
terminer  les  nombres  composés.  Ainsi,  nous  n^avons  aucun  caractère  qui 
puisse  nous  faire  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  premier. 

69.  Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  simples  ou  premiers,  il 
faut  savoir  déterminer,  par  la  seule  inspection,  dans  quel  cas  un  nombre 
donné  est  divisible  par  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  etc.  Je  vais  donner 
les  moyens  de  reconnaître  ces  divisibilités  sans  les  démontrer;  mais  avant  il 
faut  que  nous  fassions  quelques  observations  sur  les  nombres  pairs  et  sur  les 
nombres  impairs. 

Les  nombres  pairs  sont  tous  divisibles  par  2,  et  les  nombres  impairs,  au 
contraire  ,  ne  sont  pas  divisibles  exactement  par  2. 

Quand  on  ^it  qu^un  nombre  est  divisible  par  un  autre ,  on  entend  que  le 
quotient  est  un  nombre  entier,  et  que  le  reste  est  zéro. 

70.  Les  nombres  pairs  diffèrent  entre  eux  au  moins  de  2  unités  :  si  la  diffé- 
rence est  plus  grande  que  2 ,  elle  sera  au  moins  4 9  ou  6,  ou  8,  ou  etc.;  c^est- 
à-dire  que  la  différence  de  deux  nombres  pairs  est  nécessairement  un  nombre 
pair.  Si  à  un  nombre  pair  Ton  ajoute  ou  Ton  retranche  une  unité,  il  devien- 
dra impair. 

De  même,  deux  nombres  impairs  différent  entre  eux  au  moins  de  2  unités: 
si  la  différence  est  plus  grande,  elle  sera  au  moins  4 9  ou  6,  ou  8,  ou  etc., 
c'est-à-dire  que  la  différence  des  deux  nombres  impairs  sera  toujours  un 
nombre  pair.  Si  Ton  ajoute  ou  si  Ton  retranche  une  unité  à  un  nombre  im- 
pair, il  deviendra  pair. 

7 1 .  Voyons  maintenant  comment  on  reconnaît  qu'Hun  nombre  donné  est 
divisible  par  Tun  des  nombres  2,  3,  4 9  5^  6,  7,  8,  etc. 

!••  Nous  venons  de  voir  que  tous  les  nombres  pairs  étaient  divisibles  par 
2  ,  ainsi,  tous  les  nombres  dont  le  dernier  chiffre  sera  o,  2 ,  4,  6,  8 ,  seront 
divisibles  par  2. 

2*.  Un  nombre  est  divisible  par  3,  toutes  les /ois  que  la  somme  de  ses  chiffres, 
pris  comme  s* ils  ne  représentaient  que  de  simples  unités,  est  divisible  par  trois. 
Ainsi,  par  exemple,  le  nombre  i345a  est  divisible  par  3,  parce  que  la  somme 
de  ses  chiffres,  pris  comme  de  simples  unités  étant  i5,  est  divisible  par  3. 

3".  Un  nombre  est  divisible  par  4  toutes  les  fois  que  ses  deux  derniers  chiffres 
forment  ensemble  un  nombre  divisible  par  4.  Ainsi,  par  exemple ,  le  nombre 
7 124  est  divisible  par  4  9  parce  que  les  deux  derniers  chiffres  forment  en- 
semble le  nombre  24  qui  est  divisible  par  4- 

4*.  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  5,  il  faut  que  son  dernier  cJdffjPê 
soit  o  ou  5  ;  ainsi,  les  nombres  34o  et  785  sont  divisibles  par  5^ 
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,  Pour  qu'im  nombre  soîl  dULslble  par  6  ,  il  faut  qu'il  soit  pair ,  et  nue 
t  somme  de  ses  chiffres,  pris  comme  rcpre'scnlant  de  simples  unités,  soitdiei- 
sibie  par  3;  c'cst-à-diic  qu'il  laut  que  te  nombre  soit  à  la  fois  divisible  par 
3  et  pai-  3. 

6*.  Quant  au  diviseur  7  ,  il  «st  plus  simple  d'essayer  la  division  que  de  faire 
usage  du  moyen  qui  en  dispense. 

7°.  Un  nombre  est  diiisil>le  par  ^ ,  toutes  les  fois  que  ses  trois  derniers  rhiffres 
forment  etisemble  un  nombre  ditisible  par  8.  Ainsi ,  le  nomliic  3i832  csl 
divisible  par  8 ,  car  ses  trois  derniers  chiffres  forment  le  nombre  832  qui  est 
divi-sible  par  8. 

8°.  Un  nombre  est  divisible  par  9,  quand  la  somme  de  ses  chiures,  pris 
comme  ne  représentant  que  de  simples  uniJès,  est  didslble  par  g;  de  sorte  que 
cette  Mimnic  devra  cire  9,  18,  27,  36,  rtc.  Ainsi  le  nombre  1728  est  divisible 
par  9,  parce  que  la  somme  de  ses  chiffres  est  18. 

g".  li  n'y  a  qu'un  cas  où  un  nombre  est  divisible  par  10  ;  c'est  lorsque  son 
dernier  chijfre  est  o. 

lo*.  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  11 ,  il  faut  que  la  somme  des 
rhijfres place's  aux  rangs  impairs  (en  allant  de  droite  h  gauche)  soit  tfgaU 
à  celle  des  chiffres  placés  aux  rangs  pairs,  ou  si  ces  deux  sommes  sont  ind' 
gales,  il  faut  que  leur  différence  soîl  dii^isible  par  1 1 .  Ainsi  le  nombre  435^  i 
est  divisible  par  1 1 ,  puisque  la  somme  des  chiffres  des  rangs  impairs ,  qui 
fconl  I,  5,  4.  est  égale  à  telle  des  chiffres  des  rangs  pairs,  qui  sont  7,  3. 

Nous  ne  pousserons  pas  ces  observations  plus  loin,  parce  que  celles  qui 
précèdent  sont  plus  que  suffisanles  pour  les  usages  ordinaires,  mais  nous 
ferons  remarquer  que,  si  un  nombre  est  à  la  fois  divisible  par  2  et  par  7 ,  il 
lésera  par  14;  s'il  l'est  par  2  et  par  9,  il  lésera  par  18;  s'il  l'est  par2el  par  1 1 
il  le  sera  par  22;  s'il  l'est  par  3  ,  par  3  et  par  7  ,  il  le  sera  par  42  ;  enfin,  si  un 
nombre  est  h  la  fois  divisible  par  plusieurs  diviscui's,  et  que  ces  diviseurs 
n'aient  entre  eux  aucun  diviseur  commun,  le  nombre  en  question  sera  divi- 
lible  par  les  produits  de  tous  ses  diviseurs  pris  2  à  2.  3  ù  3,  etc. 

7a.  Supposons  actuellement  que  l'on  demande  les  fadeurs  simples  du 
nombre  3(5o. 

J'observe  d'abord  que  les  deux  derniers  chiffres  de  ce  nombre  forment 
un  nombre  divisible  par  4,  d'où  je  conclus  que  le  nombre  36o  lui-même  est 
fliiisiblc  par  4-  Mais  en  effectuant  la  division,  on  aura  90  au  quotient,  qui, 
ilmt  pair,  se  trouve  divisible  par  2  :  il  suit  de  là  que  le  nombre  3Go  est  divï- 
wble  par  8,  c'rsl-i  diie  qu'il  est  trois  fois  de  suite  divisible  par  2.  La  somme 
de»  chin'rcs  du  nombre  36o  étant  divisible  p3r9,  ce  nombre  lui-mâme  est 
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divisible  par  9  ou  deux  fois  de  suite  par  3.  Enfin  ce  même  nombre  36o  étant 
terminé  par  un  zéro,  est  divisible  par  5. 

Le  nombre  proposé  36o  renferme  donc  3  fois  le  facteur  2 ,  2  fois  le  fac- 
teur 3,  et  une  fois  le  facteur  5.  En  faisant  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  on 
aurait  en  effet  le  nombre  36o. 

Supposons  qu'il  s'agisse,  pour  second  exemple,  de  trouver  les  facteurs 

simples  du  nombre  462. 

Je  vois  d'abord  que  ce  nombre  est  divisible  par  2  parce  quUl  est  pair.  Mais 
la  somme  de  ses  chiffres  est  divisible  par  3 ,  il  est  donc  lui-même  divisible 
par  3.  Puis,  je  remarque  que  la  somme  de  ses  chiffres  placés  aux  rangs  im- 
pairs est  égale  à  celle  des  chiffres  des  rangs  pairs;  le  nombre  462  est  donc 
divisible  par  11.  Enfin  en  essayant  la  division  par  7,  je  trouve  qu'elle  a  lieu, 
d'où  j'en  conclus  que  les  facteurs  simples  du  nombre  proposé  4^^  sont  2,  3, 
7  et  II. 

Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  simples,  on  pourrait  suivre  la 
marche  suivante ,  qui  peut  paraître  plus  simple  à  quelques  personnes. 

Supposons  qu'il  s'agisse  du  nombre  3oo3o:  on  l'écrira  comme  il  suit,  en 
traçant  une  barre  verticale  à  la  droite, 


3oo3o 

2 

iSoiS 

3 

5oo5 

5 

100 1 

7 

143 

1 1 

i3 

i3 

et  ensuite  en  considérant  que  ce  nombre  est  pair,  on  mettra  le  diviseur  2  à  la 
droite,  et  on  le  divisera  par  ce  diviseur  2,  ce  qui  donnera  le  quotient  i5oi5, 
qu'on  écrira  au-dessous.  La  somme  des  chiffres  du  nombre  i5oi5  pris  comme 
s'ils  représentaient  de  simples  unités  étant  divisible  par  3 ,  ce  nombre  le 
sera  aussi;  on  écrira  le  diviseur  3  à  la  droite,  on  fera  la  division,  et  on 
aura  5oo5  au  quotient,  qu'on  écrira  au-dessous  :  ce  nombre  5oo5  étant  ter- 
miné par  5  est  divisible  par  5;  en  conséquence  on  écrira  le  diviseur  5  à  la 
droite,  on  fera  la  division,  et  on  aura  100 1  au  quotient.  On  essayera  si  ce 
nombre  100 1  ne  serait  pas  divisible  par  7 ,  et  ayant  trouvé  que  cette  division 
peut  avoir  lieu ,  on  écrira  le  diviseur  7  à  la  droite  de  ce  nombre  looi ,  on  divi* 
sera  ce  dernier  par  7 ,  et  on  trouvera  le  quotient  i43 ,  qu'on  écrira  au-dessous. 
S'étant  assuré  que  la  somme  des  chiffres  des  rangs  impairs  est  égale  à  celle 
des  chiffres  des  rangs  pairs,  on  en  conclura  que  ce  nombre  i43  est  divisible 
par  II  ;  on  éaira  le  diviseur  11  à  la  droite,  on  fera  la  division,  et  on  trou- 
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Tcra  i3  au  quotient,  qu^on  écrira  au-dessous.  Le  nombre  i3  étant  un 
nombre  premier,  ne  peut  se  diviser  que  par  lui-même,  on  écrira  donc  le 
diviseur  i3  à  la  droite  de  lui-même,  on  fera  la  division,  on  aura  i  au 
quotient,  Topëration  sera  terminée,  et  on  aura  pour  les  diviseurs  simples 
du  nombre  3oo3o ,  les  nombres  2,3,5,7,iieti3;de  sorte  que 

3oo3o  =  2X3x5  X7X  iix  i3. 

73.  Outre  les  facteurs  simples  d'un  nombre,  si  Ton  voulait  avoir  tous  les 
diviseurs  de  ce  nombre:  après  avoir  trouvé  les  facteurs  simples,  on  les  mul-*- 
tipUerait  deux  à  deux,  trois  à  trois,  quatre  à  quatre,  etc.,  de  toutes  les  ma* 
nières  possibles,  en  observant  de  ne  pas  répéter  les  mêmes  produits ,  et ,  s'il 
s'y  trouvait  plusieurs  fois  les  mêmes  facteurs  simples,  de  ne  pas  introduire, 
dans  les  produits  232,33  3,4^4^  etc.,  le  même  facteur  simple  un  plus 
grand  nombre  de  fois  qu'il  se  trouverait  dans  le  nombre  proposé  ;  ainsi ,  par 
exemple,  si  le  facteur  2  était*3  fois  dans  le  nombre  donné,  il  ne  faudrait  pas 
introduire  ce  facteur  plus  de  3  fois  dans  les  produits  dont  on  vient  de  parler. 

De  réçaluation  des  Fractions  en  Subdiçisîons  de  ï imité  principale,  d'après 

V ancien  système. 

74^  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  pieds,  les  pouces, 

les  lignes,  etc.,  contenus  dans  — ^|-  de  la  toise. 

Si  l'on  demandait  les  entiers  contenus  dans  cette  fraction ,  il  faudrait  di- 
viser (n*.  63)  le  numérateur  par  le  dénominateur;  si  donc  la  fraction  pro- 
posée contenait  des  entiers ,  il  faudrait  suivre  ce  procédé  pour  les  en  extraire  ; 
(aisons  donc  comme  s'il  y  en  avait,  et  disposons  les  choses  comme  à  l'ordi- 
mst^  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 


'79 
6 


!288 


c*  3.'  8.P*  9.* 


1074 


420 
210 


aSao 

12 
"437 

2693 
000 
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et  ensuite  disons  :  en  179  il  ne  peut  pas  y  avoir  288,  cVst-&-dirc  qQ*en  179ÎI 
y  a  o  fois  288;  ainsi  nous  aurons  o  loisc  :  nous  écrirons  donc  o  au  rang  des 
toises  dans  le  quotient.  Mais  o  fois  le  diviseur  288  nous  donnera  o  an  prodint 
quMl  faut  retrancher  du  dividende  ;  or,  si  de  179  nous  retranchons  o^  il  nous 
restera  179  :  nous  pouvons  donc  regarder  le  numérateur  179  de  la  fraction 
proposée  comme  un  reste  de  division;  si  donc  nous  voulons  deTcIopperce 
reste  en  pieds,  pouces,  lignes,  etc.,  nous  n^aurons  qu'à  opérer  comme  nous 
l'avons  expliqué  au  n"".  58,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  détail  de  ropératioa 
ci-dessus. 

Si,  au  lieu  d'une  fraction  delà  toise,  il  s'agissait  d'une  fraction  d^une  autre 
mesure  ancienne  quelconque,  en  raisonnant  de  la  même  manière,  on  verrait 
qu'il  faudrait  toujours  opérer  comme  nous  l'avons  démontré  au  tl\  58  pour 
le  cas  où  l'on  voulait  approcher  du  véritable  quotient  de  la  divÎMOud'un 
nombre  d'anciennes  mesures  par  un  diviseur  entier  quelconque» 

De  Véçaluation  des  Fractions  en  Subdivisions  décimales  de  T  unité  princîpak. 

75.  Supposons  à  présent,  qu'il  s'agisse  de  développer  une  fraction  quel- 
conque en  décimales  ;  on  conçoit  que  le  même  raisonnement  nous  conduirait 
à  diviser  le  numérateur  par  le  dénominateur,  en  opérant  comme  il  a  été  dit 
au  n*.  58  pour  approcher  en  décimales  du  véritable  quotient. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  demandait  le  développement  décimal  de  h 

fraction  ^?-i  on  disposerait  les  nombres  comme  à  l'ordinaire^ 

16 
5 


5o 
ao 
40 
80 
o 


o,3i&5 


et  après  avoir  fait  la  dirision,  on  trouverait  o  pour  reste,  et  o,  SisS  au  qao* 
tient,  de  sorte  qu'on  aurait  exactement  —g-  =  o,3i25. 
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Si  Ton  avait  la  fraction  — ,  en  faisant  la  division 
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on  parviendrait  à  un  reste  (?gal  à  5 ,  c'est-à-dire  à  un  reste  ^gal  au  dividende 
primitif,  or,  à  côté  de  ce  reste  il  faudrait  mettre  un  o  si  Ton  voulait  pousser 
la  division  plus  loin  ;  on  aurait  donc  au  quotient  un  nouveau  chiffre  égal  au 
premier,  qui  conduirait,  par  conséquent,  au  premier  reste,  lequel  reste,  suivi 
d'un  o,  donnerait  un  nouveau  chiffre  au  quotient  égal  au  second,  et  ainsi  de 
suite  ;  de  sorte  qu'on  parviendrait  à  un  nouveau  reste  égal  à  5,  qui  redon- 
nerait encore  ce  qu'on  a  déjà  obtenu,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'infini. 

5 

Il  suit  de  là  que  la  fraction  proposée  —  ne  peut  se  développer  que  par  ap- 
proximation, et  non  exactement. 

En  général  (et  sans  exception),  on  reconnaîtra  que  le  quotient  décimal 
d'une  division  quelconque  sera  indéfini,  toutes  les  fois  quon  parviendra  à 
un  reste  quon  aura  déjà  obtenu. 

Il  suit  donc  de  ce  qui  précède  qu'il  y  a  des  fractions  qui  se  développent 
exactement  en  décimales,  et  d'autres  qui  ne  peuvent  se  développer  que  par 
approximation. 

Toutes  les  fois  que  le  dénominateur  ne  renfermera  point  de  facteurs  étran- 
gers au  nombre  lo,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  dénominateur  ne  ren- 
fermera que  le  facteur  2  une  ou  plusieurs  fois,  ou  le  facteur  une  ou  plusieurs 
fois,  ou  ces  deux  facteurs  combinés  ensemble  comme  on  voudra,  la  fraction 
sera  toujours  développable. 

Au  contraire,  elle  ne  le  sera  jamais,  si  le  dénominateur  renferme  un  ou 
plusieurs  facteurs  étrangers  au  nombre  10;  ainsi,  par  exemple,  si  le  déno- 
minateur était  6,  comme  dans  6  il  y  a  le  facteur  3  qui  n'est  pas  diviseur  de 
10 ,  la  fractionne  serait  pas  développable,  et  ainsi  de  tout  autre  dénomina- 
teur qui  ne  serait  pas  diviseur  de  dix  ou  qui  contiendrait  un  ou  plusieurs  fac- 
teurs qui  ne  seraient  pas  diviseurs  de  dix. 


6™'.     LEÇON. 

Transformation  d'un  nombre  complexe  en  utte  fraction  ordinaire  équiça^ 

lente. 

76.  Supposons  qu'on  nous  propose  de  trouver  une  fraction  ordinaire  équi- 
valente au  nombre  3.*  4*'  5.'**  6.* 

Pour  cela  j'observerai  que  les  6  lignes  sont  -i- pouce;  j'aurai  donc  5.^ -i-  au 
lieu  de  5.^  6^;  je  convertirai  les  5.^^  en  demi  d'après  le  procédé  donné  au  n**.  64, 

et  j'aurai  — *  pouce.  Je  passerai  ensuite  aux  pieds,  en  observant  que  les  pieds 
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étant  12  fois  plas  grands  que  les  pouces,  la  fraction  — ^  pouce  rapportée 

au  pied,  telle  qu'elle  est,  serait  12  fois  trop  grande;  pour  rapporter  cette 
fraction  au  pied,  il  faudra  donc  la  rendre  12  fois  plus  petite,  ce  qu'on  fera 

en  rendant  son  dénominateur  12  fois  plus  grand  (n".  62),  et  on  aura  —^  du 

II  •  II  • 

pied,  au  lieu  de pouce.  Ainsi,  au  lieu  de  S.'^  6,*  on  aura  — —  du  pied. 

DesorLequ'àlaplacede4.'*5.'**6.'onaura4.'*— r-  On  convertira  les  l\?  en  24"^» 
ce  qui  en  donnera  g6,  et  1 1  qu'on  avait  feront  107 ,  c'est-à-^dire  que  4*'  -^-^ 
=  22J^  du  pied.  De  là  résultera  que  le  nombre  proposé 
3.*  l\?  5.^  6/  =  3.*  +  —j'  ^"  P^^^'  ^"^  mettra  la  fraction  '^J  du  pied  en 
rapport  de  la  toise,  et  pour  cela,  on  multipliera  le  dénominateur  24  par  6, 
afin  de  rendre  la  fraction  6  fois  plus  petite  en  même  temps  qu'on  la  rapporte 

à  une  unité  6  fois  plus  grande  :  on  aura  donc  — ;?-de  la  toise  au  lieu  de — 7- 

.  .  '4<    107  ^^ 

du  pied.  Le  nombre  proposé  se  réduira  donc  à  3.'  — -^  •  Il  ne  reste  plus, 

maintenant,  qu'à  transformer  les  3.'  en  i44-'"^9  ^e  qui  en  donnera  4^2*  et 
107   d'autre  p^rt  ea  feront  539,  de  sorte  que  le  nombre  proposé 

3.' 4.^  5.^  6,*  = -^: 
^  144 

Si  l'on  demandait  la  fraction  équivalente  au  nombre  5.*  i."  3.*  4-*  2.*  18.», 

3 
on  commencerait  par  observer  que  les  18  grains  sont  les  -^  du  denier,  puis- 

4  ig 

qu'il  faut  24  grains  pour  un  denier,  ce  qui  fait  que  18  grains  sont  les  — 7- 

3  .18  ^"^ 

du  denier,  ou  les  -j^  en  mettant  cette  fraction  — -  à  sa  plus  simple  expression  : 

on  aura  donc  2**  et  ---.On  convertira  les  2  deniers  en  quarts,  ce  quien  donnera 

11'.. 
8  et  3  feront  — .  Ayant  réduit  les  deniers  en  quarts  ,  on  passera  au  gros,  et 

pour  cela ,  comme  les  gros  sont  trois  fois  plus  grands  que  les  deniers ,  on 

multipliera  par  3  le  dénominateur  4  de  la  fraction  -j- ,  pour  la  mettre  en 

rapport  du  gros,  ce  qui  donnera  la  fraction  — .  On   convertira  les  4»*  en 

12"**,  ce  cjui  en  donnera  48,  et  11  qu'on  en  avait  feront  -^.  Ayant  converti 

les  gros  en   12"**',  on  passera  aux  3  onces,  et  pour  cela,  comme  l'once 
est  8  fois  plus  grande  que  le  gros,  on  multipliera  le  dénominateur  de  la 

fraction  — ^  par  8,  pour  la  mettre  en  rapport  de  l'once,  et  on  aura  — ^. 

On  convertira  les  3  onces  en  gG"**,  ce  qui  en  donnera  288,  et  59  qu^on  en 

347  . 

a  déjà  feront  — —.  Ayant  converti  les  onces  en  96"**,  on  passera  aux  marcs, 

f  t  pour  cela,  on  observera  que  comme  les  marcs  sont  8  fois  plus  grands  que 
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les  onces,  il  faudra  multiplier  le  dénominateur  de  la  fraction  —^'-  par    8  , 
pour  la  mettre  en  rapport  du  marc,  et  on  aura    ^^^  .  On  convertira  le  marc 

que  le  nombre  donné  renferme,  en  768"",  ce  qui  en  donnera  768,  et  347 

1 1 1 S 
qu^on  en  a  déjà ,  feront  — j^  .  Ayant  converti  le  marc  en  768"",  on  passera 

aux  livres,  en  observant  que  comme  la  livre  est  2  fois  plus  grande  que  le 

1 1 1 5 
marc ,  il  faudra  multiplier  le  dénominateur  de  la  fraction  — ^^  par  2,  pour 

la  mettre  en  rapport  de  la  livre ,  et  on  aura  — ^^^.  Enfin  on  convertira  les 

5  livres  en  î536"**,  on  joindra  le  numérateur  i  ii5  ,  et  on  aura  — Z^  ;     de 

sorte  que  le  nombre  proposé 

5.*  1  ~  3.-  4.*^  2/  i8.«  =  ^. 

i5oo 

Transformer  un  nombre  décimal,  dont  l unité  principale  serait  une  ancienne 

mesure ,  en  un  nombre  complexe  ordinaire. 

'j'j.  Supposons,  maintenant,  qu^on  ait  le  nombre  décimal  o,6845  ,  que 
Vunité  principale  de  ce  nombre  soit  la  toise,  et  qu^on  demande  le  nombre 
de  pieds,  de  pouces,  de  lignes,  etc.  que  ce  nombre  renferme. 

Si  Tunité  du  nombre  o,6845,  au  lieu  d'être  la  toise,  était  le  pied,  il  est 
clair  que  par  cela  seul  ce  nombre  serait  10  fois  plus  petit;  si  donc  on  voulait 
qu'il  conservât  la  même  valeur  en  substituant  le  pied  à  la  toise,  il  faudrait 
le  multiplier  par  6;  or,  en  effectuant  cette  multiplication,  en  ayant  égard 
au  nombre  des  décimales  qu'on  doit  avoir  au  produit,  on  aura  491070 ,  c'est- 
à-dire  4  entiers  et  0,107  ,  en  supprimant  le  zéro  qui  termine  les  décimales; 
mais  les  entiers  sont  des  pieds;  donc  le  nombre  proposé  renferme  0/4*^» 
plus  o,  107  du  pied. 

L'unité  du  nombre  0,107  est  le  pied;  si  l'on  voulait  que  cette  unité  fût  le 
pouce,  par  cela  seul  on  rendrait  ce  nombre  12  fois  plus  petit,  et  par  consé- 
quent, si  l'on  voulait  conserver  la  valeur  de  ce  nombre,  il  faudrait  en  même 
temps  le  multiplier  par  12.  En  effectuant  cette  multiplication  on  aura  1,284 
ou  I  entier  et  0,284;  mais  les  entiers  sont  des  pouces,  le  nombre  0,107  con- 
tient donc  un  pouce  et  0,284  du  pouce  ;  mais  nous  avions  déjà  le  nombre 
proposé  0,6845  =  o.*  4'^  4-0,107,  nous  aurons  donc 

o,»  6845  =z=  0/  4.P  i  .p^  H-  o,  284. 

L'unité  du  nombre  0,284  est  le  pouce  ;  si  donc  on  voulait  que  cette  unité 
devint  la  ligne,  comme  la  ligne  est  12  fois  plus  petite  que  le  pouce,  pour 
conserver  à  ce  nombre  0,284  la  même  valeur,  il  faudrait  le  multiplier  en 
même  temps  par  12. 
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En  effectuant  celle  mulliplicalion,  on  aura  3,4o8  ou  3  cnlîers  et  0,408; 
mais  les  cnliers  sont  des  lignes;  on  aura  donc,  avec  ce  qui  précède, 

o,«  6845  =  o.'  4.P  i.^  3.'  +  0,  408. 

En  multipliant  le  nombre  0,408  par  12  pour  avoir  des  poinls,  on  aura 
4,896,  ou  à  peu  de  chose  près  5  entiers,  qui  sont  des  poinls,  d^où  il  s^en- 
suivra  que  le  nombre  propose  o,'  6845  =  o.'  /^.^  i.^*  3.  5.**,  h  très-peu  de 
chose  près. 

Il  suit  de  ce  procédé,  que  pour  avoir  les  pieds,  pouces,  lignes,  etc.  con« 
tenus  dans  un  nombre,  décimal  de  la  toise,  il  faut  d' abord  mnllipUer  ce 
,  nombre  par  6,  et  prendre  les  entiers  pour  des  pieds;  midti plier  la  partie  déci- 
male de  ce  produit  par  12,  et  prendre  les  entiers  pour  des  pouces ,  nudUpUer 
la  partie  décimale  de  ce  dernier  produit  par  12,  et  prendre  les  entiers  pour 
des  lignes,  et  ainsi  de  suite. 

On  conçoit  que  si  au  lieu  de  la  toise  il  s^agissait  d'une  toute  autre  mesure 
ancienne,  il  faudrait  multiplier  successivement  la  parlie  décimale  du  nombre 
donné  par  les  nombres  qui  indiquent  la  loi  des  subdivisions  successives. 

De  la  réduction  des  Fractions  au  même  dénominateur. 

78.  Pour  mettre  plusieurs  fractions  données  au  même  dénominateur ^  on 
profite  de  ce  qu^on  peut  multiplier  les  deux  termes  d^une  fraction  par  le  mémo 
nombre  sans  en  changer  la  valeur. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu^il  s^agisse  de  réduire  les  deux  fractions 

--T"» —  RU  même  dénominateur;  on  mulli pliera  les  deux  termes  de  la  pre- 
mière  par  le  dénominaleur  de  la  seconde,  ce  qui  donnera  — g-,  et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  le  dénominaleur  de  la  première,  ce  qui  donnera 
•— ^,  et  les  fractions  proposées  —, —  seront  changées  en  celles-ci:  — g-, 

— ^,qui  seront  respectivement  égales  aux  premières,  et  auront  entre  elles  le 

même  dénominateur.  Les  nouveaux  dénominateurs  seront  égaux,  en  ce  qu'ils 
seront  tous  les  deux  le  produit  des  deux  dénominateurs  primitifs. 

Si  Ton  avait  un  plus  grand  nombre  de  fractions,  on  multiplierait  les 
jdeux  termes  de  la  première  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
autres;  les  deux  termes  de  la  seconde  par  le  produit  des  dénominateurs  de 
toutes  les  autres;  les  deux  termes  de  la  troisième  par  le  produit  des  dénomi- 
nateurs de  toutes  les  autres,  etc.;  mais  voici  un  moyen  qui  est  beaucoup  p}ua 
simple,  et  qui  a  encore  l'ayantage  de  ^conduire  au  plus  pelit  dénominateur 
commun  possible. 


Supposons,  en  cfrct,  qu'il  s'agisse  des  fracUons  -^"t— j-i — '!«'"<«"  ■  **" 
commencera  par  décomposer,  en  leurs  facteurs  simples  (n°.  72),  tous  les 
di^oomioateurs  de  ces  fractions,  ce  qui  donnera  : 
8  =  a  X  2  X  a 

*4  =  a  xa 
9  =  3x3 
36  =  2X3X3x3 
48  =  a  X  2  X  a  X  a  X  3. 

Knsuitc,  on  cherchera  le  plus  petit  nombre  possible  qui  soit  à  la  fois  divisible 

par  chacun  des  dénominateurs  donnés,  et  pour  cela  on  raisonnera  de  la 

manière  suivante  : 

r".  Pour  que  ce  nombre  soit  divisible  par  8,  il  faut  qu'il  renferme  trois 

fois  le  facteur  a ,  de  sorte  qu'il  faut  que  le  nombre  cherche  soit  au  moins 

cgal  32X2X2      (i). 

a*.  1!  faut  que  le  nombre  (i)  soit  divisible  par  4»  et  pour  cela  il  faut  qu'il 
Kapirenne  2  fois  le  facteur  2,  or  il  le  renferme  3  fois. 
^V  3*.  Il  faut  que  le  nombre  (i)  soit  divisible  par  9,  ce  qui  exige  que  ce 

nombre  (  i  )  renferme  2  fois  le  facteur  3;  or  il  ne  le  renferme  pas  du  tout, 

il  faut  donc  y  introduire  ces  deux  facteurs,  ce  qui  donnera  le  nombre 
^^  aXaX2X3x3  (a) 

^Hh*.  11  faut  que  le  nombre  (-2)  soit  divisible  par  36,  mais  pour  cela  il  fau- 
^Blit  qu'il  renfermât  2  fois  le  facteur  2  et  autant  de  fois  le  facteur  3,  ce  qui 

^^le  ce 


P 


£nfîn,  il  faut  que  le  nombre  (2)  soit  divisible  par  48,  ce  qui  exige 
ce  nombre  renferme  4  fois  le  facteur  2  et  i  fois  le  facteur  3;  or,  il  ren- 
ferme bien  I  fois  le  facteur  3,  mais  il  ne  renferme  que  3  fois  le  facteur  2;  il 
fut  donc  y  introduire  ce  facteur  encore  une  fois,  ce  qui  donnera  enfin 
1X2X2X2X3x3  ou  i44i  pour  le  nombre  demande.  Ainsi  le  plus 
pelil  nombre  divisible,  à  la  fois  par  chacun  des  dénominateurs  donnés,  est  i44- 
I*.  Divisons  donc  ce  nombre  par  le  dénominateur  8  de  la  première  frac- 
lion,  cl  nous  aurons  18  au  quotient.  Si  maintenant  nous  multiplions  les  deux 
inmcs  de  cette  première  fraction  -n-,  la  valeur  n'en  sera  pas  changée,  elle 

dcTiendra  -,  ;-i  et  aura  le  nombre  i44  pour  dénominateur. 
144 
2\  Divisons  ce  même  nombre  i44  P^""  le  dénominateur  4  de  la  seconde 

fraction,  et  nous  aurons  36  au  quotient.  Si  actuellement  nous  multiplions 

3 
i«  deux  termes  de  cette  seconde  fraction  -—  par  ce  quotient  36 ,  nous  au- 

.08  '• 

rons  la  fraction  —r-,  dont  le  dénominateur  est  encore  le  nombre  i44- 
'44 
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3^  Divisons  le  même  nombre  i44  P^^  ^^  dénominateur  9  de  la  troisième 
fraction,  et  nous  aurons  16  au  quotient.  Multiplions  les  deux  termes  de 

cette  troisième  fraction  —  par  ce  quotient  16,  elle  deviendra —77- ,    et  aura 

144  pour  dénominateur. 

4®.  Divisons  le  nombre  i44  V^^  ^^  dénominateur  36  de  la  quatrième  frac- 
tion, et  nous  aurons  4  au  quotient.  Multiplions  les  deux  termes  de  cette  qua- 

7  .  .28 

trième  fraction  -~r  par  ce  quotient  4>  et  elle  deviendra  — r—  ,    et  aura  en- 

60  144 

core  144  pour  dénominateur. 

5*.  Enfin  divisons  ce  nombre  i44  P^r  ïe  dénominateur  48  de  la  cinquième 
fraction,  et  nous  aurons  3  au  quotient.  En  multipliant  ensuite  par  3  les  deux 

termes  de  cette  cinquième  fraction  -^,  elle  deviendra  — -;- , et  aura  encore 

40  144^ 

le  dénominateur  i44  •  toutes  nos  fractions  seront  donc  réduites  à  ce  même 

D       3       2       r7        o 
dénominateur  i44>  et  au  lieu  des  fractions  données  -q-,— 7-, — ^'ù'yiQ  i 

„        .     90        108       3si         28        27      ^  .    4      9      ^^     4» 
nous  aurons  celles-ci:  -^-r-,  — 7--, — —- , — ---, — ;-—  qui  auront  respective- 

144      144      i44      144  '   144    ^  *^ 

ment  les  mêmes  valeurs  que  les  fractions  données. 

De  VaddUion  des  Fractions, 

79.  Pour  faire  Taddition  de  tant  de  fractions*  qu^on  voudra,  il  est  dair 
qu^il  faut  d^abord  les  mettre  au  même  dénominateur,  pour  qu^clles  soient  de 
même  espèce,  et  ensuite,  faire  Taddition  des  numérateurs,  donner  à  la  somme 
le  dénominateur  commun,  et  tirer  les  entiers  contenus  dans  la  fraction  ré- 
sultante de  cette  addition. 

Ainsi ,  par   exemple ,   s'il  s'agissait   de  faire    Taddilion   des    fractions 

-^  H — y-  4-  —  H-  -^  -^ — ~-i  on  les  mettrait  d'abord  au  même  déno- 

°           4           9      ,    ;J6           48      go            108            32      .      28      .      27 
mmateur  ,   ce    qui   donnerait    —-,7-  H rr  H 77-  H rr  H ,7-  »  et 


144  i44  i44  i44  144 

285 
ensuite  on  ferait  la  somme  des  numérateurs ,  qui  serait  — —  ,  et  en  ti- 

^^^    '4»      j 

rant  les  entiers  contenus  dans  cette  fraction,  on  aurait   i  H 77- ,  de 

i44 

sorte  que 

5  3  2  7  g  i4i  4? 

De  la  soustraction  des  Fractions. 

80.  Pour  retrancher  une  fraction  d'une  autre  fraction ,  il  est  évident  qu'il 
faut  d'abord  mettre  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur,  ensuite  cher- 
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cher  la  diffcrcncc  des  numcraleuis,  et  donner  h  cette  différence  le  dûnouu- 
natcur  conimun. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  voulait  retrancher  la  fraction  -^  de  -^,  on 

7        ,  T 
mettrait  d'abord  ces  deux  fractions  au  même  dénominateur,  ce  qui  donne- 
rait —y- et — ~,  et  on  retrancherait  ensuite  le  nume'ratcur  de  la  première, 
de  celui  de  la  seconde,  et  on  aurait  —^:  de  sorte  que ■  = — —. 

Oc  la  muJliplicaÙon  des  Fractions. 

3  5 

8i.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  —  par -^  :  s'il  s'agissait  de 

multiplier  -^  par  5  entiers,  on  aurait  pour  objet  de  rendre  celte  fraction  5 
fois  plus  grande;  mais  (n".  62)  pour  rendre  une  fraction  5  fois  plus  grande, 
il  faut  multiplier  le  numérateur  de  cette  fraction  par  5,  ce  qui  donnerait 

,  mais  ce  n'était  pas  par  S  qu'on  voulait  mulliplicr  -^,  ce  n'était 

que  par  — ;  or,  les  entiers  sont  7  fois  plus  grands  que  les  7""',  on  a  donc 

maltiplic  — —  par  un  nombre  7  fois  trop  grand  :  le  produit est 

donc  7  fois  trop  grand;  pour  le  mettre  à  sa  vraie  valeur  il  faudra  donc  le 
rendre  7  fois  plus  petit  ;  mais  (n*.  62)  pour  rendre  une  fraction  7  fois  plus 
petite,  il  faut  rendre  son  dénominateur  7  fois  plus  grand;  on  aura  donc 
—  X  "- —  =  -7 — ^^ —  ^  — T"-  D'où  il  suit  que  pour  avoir  le  produit  de  deux 
(raclions ,  il  faut  niidtJplter  les  deux  munérateitrs  entre  eux  pour  acot'r  le  nu- 
•  mérateur  du  produit,  et  les  deutc  dénominateurs  entre  eua;  pour  avoir  le  dé- 
nominateur du   iiu^nie  produit. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  de  fractions  qu'on  ait  ù  multiplier, 
le  nume'ratcur  du  produit  sera  égal  au  produit  de  tous  les  numérateurs,  et  le 
dénominateur  du  même  produit  sera  égal  au  produit  de  tous  les  dénomi- 
nateurs. 

3      5 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  demandait  le  produit  des  fractions  — -,  — , 
34  .3  5  3  4  ,1x5x3x4  '*' 

-5-,-=-»  on  aurait  —  X  —  X-5-X-ë-=    ,  ^  „  -,  o  -,  r-- 

En  effet,  le  produit  des  deux  premières  est  -j— — ;  or,  ce  produit  étant 
une  fraction,  on  pourra  le  multiplier  par  la  troisième  fraction,  comme  s'il 
ne  s'agissait  que  de  deux  fractions,  et  le  produit  sera  -— — — — ^  ;  ce  der- 
nier produit  étant  une  fraction  unique,  on  pourra  le  raulliplicr  par  la  qua- 
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3x5x3x4 

trième  fraction ,  et  on  aura  — 3 — r- ,  et  ainsi  de  suite  pour  autant 

'  4X7x8x5  ^  ^ 

de  fractions  qu^on  voudra  ;   ainsi  donc  on  aura  effectivement 

J.      A      -L        4   _   3x5x3x4. 
4^    7    ^8^5   —   4X7X8x5* 
Avantde  faire lesmultiplicalionsindiquces  dans  ce  résultat  préparatoire, on 

se  rendra  compte  s^il  n^y  aurait  pas  de  facteurs  communs  aux  deux  termes  de 
la  fraction,  et  on  supprimera  tous  ceux  qu'on  découvrira,  pour  ne  rien  faire 
dMnutile,  et  pour  que  le  résultat  soit  à  sa  plus  simple  expression.  Dans  notre 

exemple  on  trouvera  les  facteurs  communs  4  et  5 ,  qu'on  supprimera,  et  il  ne 

3x3 
restera  plus  que ^ ,  de  sorte  que 

J«      A.      J_         ^    _3x3_ji^ 

4^7  ^"r^"T'~f;r8~"56' 

De  la  diçision  des  Fractions. 

3  5 

82.  Supposons  qu'il  s'agisse  de    diviser  -—  par  — .  S'il  fallait  diviser 

3  r         .  .  473 

—  par  5  entiers,   on  aurait  pour  objet  de  rendre  -j- 5  fois  plus  petit; 

mais  (n".  62  )  on  rend  une  fraction  5  fois  plus  petite  en  multipliant  son  dé- 

3 
nominateur  par  5;  on  aurait  donc  alors r-.  Mais  ce  n'était  pas  par  5 

3  , 4.^  5 

entiers  qu'on  voulait  diviser  -j- ,  ce  n'était  que  par  —  ;   or ,  les   entiers 

sont  7  fois  plus  grands  que  les  7"^;  on  a  donc  divisé  par  un  diviseur  7  fois 
trop  grand,  le  quotient  (n®.  55)  sera  donc  7  fois  trop  petit;  il  faudra  donc 

le  rendre  7  fois  plus  grand  pour  le  mettre  à  sa  vraie  valeur,  ce  qu'on  fera, 

3 
comme  on  sait,  en  multipliant  le  numérateur  de  ce  quotient  -; r-    par    7  . 

ce  qui  donnera  — ; ^  = ;  de  sorte  que   -7-   divisés    par    — •  don- 

^i  4x5  20'  ^4  ^7 

nent  au  quotient. 

Si  l'on  examine,  maintenant,  comment  on  a  fait  pour  trouver  ce  quotient, 
on  verra  qu'on  a  multiplié  le  numérateur  du  diçidende  par  le  dénominateur 
du  diçiseur,  et  le  dénominateur  du  diçidende  par  le  numérateur  du  diviseur; 

ce  qui  revient  à  multiplier  la  fraction  diçidende  par  la  fraction  diçiseur 

3       .  .  5 

renversée;   c'est-à-dire   que   le  quotient  de  — j-  divisé  par  —   revient  â 

JL      JL—  H—  ^ 

4  5  ao 

De  la  Multiplication  des  nombres  complexes. 

83.  On  peut  faire  la  multiplication  des  nombres  complexes  de  deux  ma- 
nières ;  par  parties  aliquotes  et  par  fractions. 
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Si 


On  appelle  parties  aliquotcs  d\m  nombre,  les  parties  de  ce  nombre  qui 
peuvent  le  diviser  exactement,  et  parties  aliquantes,  au  contraire,  les  parties 
qui  ne  sont  pas  diviseurs  de  ce  nombre.  Ainsi,  par  exemple,  7  est  une  partie 
aliquante  de  10,  parce  que  7  ne  peut  pas  diviser  exactement  10;  mais  7  peut 
se  décomposer  en  deux  parties  2  et  5,  qui  sont  toutes  les  deux  des  parties  ali- 
quotes  de  ce  nombre  10. 

De  la  Multiplication  des  nombres  complexes  par  parties  aliquotes: 

84.  Supposons  quMl  s'agisse  de  multiplier  i4-*  5.^  6.^*6.'  par  12.*  S.**  4''*» 
on  écrira  le  multiplicateur  au-dessous  du  multiplicande,  ainsi  qu'il  suit  : 

12.    3.    4* 


(a).  .  . 

.     a8.' 

.  14. 

6. 

(a). .  .  , 

.      4. 

(3). .  . 

I. 

(4)..  .  . 

0.     0/  6.P* 

(5)..  .  . 

7.     2,    9.     3.* 

(6> .  .  , 

0.    4*  II*    8.    4*^ 

(7). .  .  . 

187.'      2.P     2.P*»li.»    4.P 

et  ensuite  on  mullipliera  les  entiers  du  multiplicande  par  les  entiers  du  mul- 
tîplicatcur  seulement,  ce  qui  donnera  les  deux  produits  partiels  (o),(6).  Puis, 
on  multipliera  les  pieds  du  multiplicande  par  les  entiers  seulement  du  mul- 
tiplicateur, et  pour  cela  on  observera  que  si  au  lieu  de  5  pieds  on  avait  une 
toise  au  multiplicande,  le  produit  de  cette  toise,  parle  multiplicateur,  serait 
égal  à  ce  multiplicateur  lui-même  ;  or ,  si  au  lieu  d'une  toise  on  n'avait 
que  3  pieds,  qui  sont  la  moitié  d'une  toise,  le  produit  serait  la  moitié  de  ce- 
lui d'une  toise,  c'est-à-dire,  la  moitié  du  multiplicateur.  Partageons  les  5 
pieds  que  nous  avons  en  deux  parties  aliquotes  de  6,  l'une  3  et  l'autre  2,  et 
d*abord  cherchons  le  produit  pour  3  pieds ,  qui  sera  la  moitié  des  entiers  du 
multiplicateur,  et  on  aura  le  produit  partiel  (i);  ensuite,  cherchons  le  pro- 
duit pour  2  pieds,  qui,  étant  le  tiers  de  6,  nous  donnera  le  tiers  des  entiers 
dn multiplicateur,  et  nous  aurons  le  produit  partiel  (2). 

On  passera  aux  6  pouces  du  multiplicande,  et  on  observera  que  6  pouces 

étant  la  moitié  d'un  pied  ou  le  quart  de  deux  pieds ,  le  produit  de  6.^  ne  sera 

que  le  quart  de  celui  de  2  pieds,  qui  est  le  produit  partiel  (2  )  :  on  prendra 

donc  le  quart  de  ce  produit  (2),  ce  qui  donnera  le  produit  (3). 

On  passera  aux  6  lignes  du  multiplicande,  et  on  observera  que  6  lignes 
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sont  la  moitié  d^un  pouce  ou  le  douzième  de  6  pouces;  pour  le  produit  de  6^ 
il  faudra  donc  prendre  le  douzième  du  produit  (3)  de  6  pouces,  ce  qui  don- 
nera le  produit  partiel  (4)9  et  toutes  les  parties  du  multiplicande  seront 
multipliées  par  les  entiers  du  multiplicateur.  Il  reste  encore  à  multiplier  les 
mêmes  parties  du  multiplicande  par  les  pieds  et  les  pouces  du  multiplicateur. 

Si  le  multiplicateur  renfermait  encore  une  toise,  elle  donnerait  une  fois  le 
multiplicande  tout  entier;  mais  il  ne  renferme  encore  d^abord  que  3,  qui, 
étant  La  moitié  d^une  toise,  doivent  donner  un  produit  égal  à  la  moitié  de 
celui  d'une  toise,  et  par  conséquent  égal  à  la  moitié  du  multiplicande,  ce  qui 
donnera  le  produit  partiel  (5).  Ensuite,  le  multiplicateur  contient  encore  4 
pouces,  qui  sont  le  tiers  d'un  pied  ou  le  neuvième  de  3  pieds.  Le  produit  de 
4  pouces,  qui  est  marque  (6),  sera  donc  égal  au  neuvième  de  celui  (5)  de  3 
pieds,  et  tous  les  produits  partiels  seront  obtenus;  il  ne  restera  donc  plus 
qu'à  en  faire  la  somme,  que  Ton  trouvera  égale  à  187.'  2.^  2.'**   11.'  4-*^ 

Dans  les  multiplications  complexes  faites  par  parties  aliquotes,  il  est  im- 
portant de  se  rappeler  (n**.  44)  9"^  '^  produit  devant  être  de  même  espèce 
que  le  multiplicande,  il  faut  prendre  pour  multiplicande  le  nombre  de  l'espèce 
qu'on  doit  avoir  au  produit;  car,  lorsqu'on  fait  le  contraire,  on  risque  fort 
de  s'embrouiller  dans  le  détail  de  l'opération. 

De  la  Mvlûplîcation  des  nombres  complexes  par  fraction. 

85.  Supposons  encore  qu'il  s'agisse  de  multiplier  le  nombre  14.*  5.**  G.***  6'. 
par  12.' 3.^4*'^  Oi^  cherchera  d'abord  (n^  74)  une  fraction  équivalente  à 

chaque  facteur  1  et  on  aura 

_   Q149 


144   ' 

9 
on  multipliera  (n*.  81  )  ces  deux  fractions  l'une  par  l'autre,  ce  qui  donnera 

-r: = TT^  %  et  ensuite  on  tirera  les  entiers  contenus  dans  Je 

1 44  X  9  1 29^ 

produit  ^  ,  et  on  aura   ^  ^  ^   =  187/  2.'  2.^  11.'  4.'  qui  est  le  même 

produit  que  celui  que  nous  avons  obtenu  (n^.  84)  par  parties  aliquotesw 

De  la  Diçision  des  nombres  complexes, 

86.  Le  moyen  le  plus  conyenable*de  faire  la  division  des  nombres  com- 
plexes,  est  de  chercher  une  fraction  équivalente  au  dividende,  et  la  diviser 
(n*.  76)  par  une  autre  fraction  équivalente  au  diviseur. 
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Ainsifpar  exemple,  siTon  voulait  diviser  187.  2.^  2.'^'*  i  iJ  4-^  V^^  ^^'  3.'  4*'**f 
on  chercherait  la  fraction  équivalente  au  dividende,  et  celle  équivalente  au 

diviseur,  et  on  aurait  187.*  2.'  2.^  11.*  4-^  =    ^^^  J  >  et  12.*  3.'  4.*^  =— . 

Cela  fait,  on  (n*.  82)  multiplierait  la  première  par  Tinverse  de  la  seconde,  et 
on  aurait r-^ r-= — 7^—%  en  réduisant  le  produit  à  sa  plus  simple 

1296  X  li3  144  sr  r 

expression  (n".  81),  et  ensuite  on  tirerait  les  entiers  contenus  dans  ce  pro- 
duit, qui  serait  équivalent  au  quotient  demandé,  et  on  aurait  : 

144  ^ 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  voir  en  quoi  consiste  cette  méthode  de  faire 

la  division  des  nombres  complexes. 

De  la  conçersion  des  nouçelles  Mesures   en  anciennes  ^    et  des  anciennes 

en  nouçelles. 

87.  L'introduction  des  nouvelles  mesures,  et  l'existence  des  anciennes,  qui 
ne  sont  pas  encore  entièrement  abolies,  exigent  que  Ton  sache  convertir  un 
certain  nombre  de  mesures  anciennes  en  nouvelles,  et  réciproquement  un 
certain  nombre  de  mesures  nouvelles  en  anciennes,  de  manière  que  ces  deux 
nombres  de  mesures  expriment  toujours  la  même  grandeur,  du  moins  à  peu 
de  chose  près. 

Pour  convertir  ainsi  les  anciennes  mesures  en  nouvelles,  et  les  nouvelles 
en  anciennes,  il  faut  connaître  le  rapport  qui  existe  entre  les  anciennes  me- 
sures et  les  nouvelles  de  même  espèce,  et  réciproquement  celui  qui  existe 
entre  les  nouvelles  et  les  anciennes  :  c'est-à-dire,  qu'il  faut  savoir  que, 

1®.  La  toise  vaut  en  mètres  1",  94904  ou  plus  exactement  1™,  94903659 la, 
a®.  Le  mètre  vaut  en  toises. .  o\5i3o74  ou  en  subdivisions  anc.  o*,3p.op**,  i  i\296, 
3^.  La  livre  de  poids  de  16  onces  vaut  en  kilogram.  o%4S95,  ou  en  grammes  489^5. 
4®.  Le  kilogramme  vaut  en  livres  2^,04286,  ou  2^,  o",  0**°.  5*,  i*^,  ne. 

Nous  donnerons  les  rapports  des  mesures  de  superficie  et  ceux  des  mesures 
cubiques  ou  de  capacité,  lorsque  nous  traiterons  de  l'étendue  des  surfaces  et 
des  volumes. 

Faisons  voir,  maintenant,  comment,  avec  ces  rapports,  on  peut  convertir 
1*.  un  nombre  quelconque  de  mètres  en  toises;  2®.  un  nombre  quelconque 
de  toises  en  mètres;  3^  un  nombre  quelconque  de  kilogrammes  en  livres,  et 
4*.  un  nombre  quelconque  de  livres  en  kilogrammes. 

88.  Supposons,  d'abord,  qu'on  nous  demande  le  nombre  de  toises  qu'il  y 
a  dans  348",  567. 
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Pour  résoudre  la  question,  on  observera  que,  puisqu'une  toise  vaut 
1*,  94904^  il  faudra  chercher  le  nombre  de  fois  que  celle  valeur  de  la  toise 
est  contenue  dans  le  nombre  de  mètre  proposé,  c'est-à-dire  qu'il  faudra 
diviser  le  nombre  348",  567  par  1°,  94904,  et  le  quotient  i78*,84o35  sera  le 
nombre  de  toises  demandé. 

On  aurait  pu  résoudre  la  question,  en  observant  que  le  mètre  étant  égala 
o*,5i3o74,  on  doit  avoir  autant  de  fois  ce  nombre  de  toises  o\5i3o74,  que 
le  nombre  proposé  348", 567  contient  de  mètres;  d'où  l'on  voit  que  pour 
avoir  le  nombre  de  toises  demandé,  il  faudra  multiplier  le  nombre  348", SSy 
paro\5i3o74i  et  le  produit  178^840  sera  le  nombre  de  toises  demandé, 
qui,  comme  on  voit,  est  à  peu  de  chose  près  le  même  que  celui  obtenu 
par  le  premier  moyen.  Comme  il  est  plus  simple  de  faire  une  multiplication 
qu'une  division,  il  est  clair  qu'il  faut  préférer  le  second  moyen. 

89.  Supposons  qu'on  nous  demande  le  nombre  de  mètres  qu'il  y  a  dans  le 
nombre  de  toises  187.'  2.^  2.^  11.'  4*^;  dans  ce  cas  nous  chercherons  d'abord  la 
fraction  équivalente  (n^  76)  à  la  partie  complexe  de  ce  nombre  de  toise,  qui 

est         ^  ,  cette  fraction  étant  rapportée  h  la  toise ,  et  le  nombre  de  toises 
1296  /g5     '^'^ 

proposé  deviendra  187*  H >-;  Nous  développerons  ensuite  la  fraction 

—  en  décimales  (n*.  76),  et  nous  aurons  187*,  374228. 

Ensuite,  comme  la  toise  vaut  en  mètre  i",  9^904»  il  est  clair  qu'on  aura 
autant  de  fois  i",  94904  qu'il  y  a  de  toises  dans  le  nombre  proposé 
187*,  374228  :  c'est-à-dire  qu'il  faudra  multiplier  ces  deux  nombres  l'un  par 
l'autre,  et  le  produit  365",  1999  sera  le  nombre  de  mètres  demandé,  en 
supprimant  les  7  dernières  décimales. 

90.  On  conçoit  maintenant  que  si  l'on  voulait  le  nombre  de  livres  con- 
tenues dans  un  nombre  de  kilogrammes  donné,  il  faudrait  multiplier  ce 
nombre  de  kilogrammes  par  2.^04286,  qui  est  la  valeur  en  livres  d*un  kilo- 
gramme, et  prendre  le  produit  pour  le  nombre  de  livres  demandé. 

91.  On  conçoit  aussi  que  si  l'on  demandait  le  nombre  de  kilogrammes  con- 
tenus dans  un  nombre  de  livres  donné,  il  faudrait  multiplier  ce  nombre  de 
livres  par  o\  4895,  qui  est  en  kilogrammes  la  valeur  d'une  livre ,  et  prendre 
le  produit  pour  le  nombre  de  kilogrammes  demandé. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  me  paraît  suffisant  pour  faire  entendre  comment  il 
faut  opérer  pour  convertir  un  nombre  en  un  autre  d'une  unité  différente, 
mais  de  même  espèce,  les  rapports  réciproques  des  deux  unités  étant  donnés. 

92.  Sil'onavaitbesoindurapport  dupicdaumèlre,  on  n'aurait  qu'à  prendre 
le  6^.  de  celui  de  la  toise  à  la  même  mesure  (le  mètre),  puisque  le  pied  est 
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G  fois  plus  petit  que  la  toise.  Réciproquement,  si  Ton  avait  besoin  du  rapport 
du  mètre  au  pied,  on  multiplierait  par  6  le  nombre  qui  exprime  la  valeur  du 
mctrc  par  rapport  à  la  toise,  parce  que  le  mètre  contient  évidemment  6  fois 
plus  de  pieds  que  de  toise.  On  conçoit  que ,  ayant  égard  à  la  loi  de  décroisse- 
ment  des  subdivisions  d^une  unité  quelconque,  dès  que  Ton  connaîtra  les 
rapports  réciproques  d*une  unité  principale  à  une  autre,  on  pourra  facilement 
trouver  les  rapports  réciproques  des  subdivisions  de  Tune  à  Fautre  unité 
principale,  lorsqu^on  en  aura  besoin. 

Ceux  qui  désireront  trouver  tous  ces  rapports  calculés  d^avance ,  n^ auront 
qu*à  ouvrir  Tannuaire  du  bureau  des  longitudes  de  1826,  et  ils  y  verront  des 
tables  assez  étendues  sur  ce  sujet.  J^ai  cru  devoir  me  dispenser  d'insérer  de 
pareilles  tables  dans  cet  ou vrage ,  parce  que  j^ai  remarqué  que  les  personnes 
habituées  au  calcul  ont  de  la  répugnance  à  admettre  les  comptes  faits,  parce 
qu^ils  se  méfient  de  leur  exactitude ,  ce  qui  fait  qu^elIes  aiment  mieux  faire 
elles-mêmes  les  calculs  que  nous  venons  d^indiquer,  lorsqu'elles  en  ont 
besoin. 

92.  Comme  dans  les  sciences  et  dans  les  arts  on  a  souvent  besoin  de  con- 
sidérer les  mesures  étrangères,  anciennes  et  modernes,  je  crois  utile  de 
donner  ici  les  rapports  des  principales  de  ces  mesures  à  celles  de  France  : 
c'est  ce  que  renferme  le  tableau  suivant. 

TABLEAU  des  rapports  des  principales  Mesures  étrangères,  anciennes  et 
modernes,  à  la  toise  et  décimales  de  la  toise,  au  pied,  à  la  ligne  et 
décimales  de  la  ligne  (  mesure  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris),  au 
mètre,  et  au  kilogramme. 
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RAPPORTS  DES  MESURES 


à  la  toiie ,  etc. 


Mesures  antiques. 

Le  mille  romain ,  cité  dans  Pline,  suivant  Lalande  (  Astron., 

tom.  3) •  • 

Le  mille  romain  de  Strabon,  suivant  Cassinî  (mém.  de 

TAcad.  170a  ) 

Le  stade  des  anciens  Romains,  de  6a 5  pieds  romains, 

suivant  Lalande  (  Astron.  tom.  3  ) 

Le  stade  égyptien  ,  suivant  Freret  et  Leroy  (  Ruines  des 

monomens  de  la  Grèce  ) 

Le  pied  des  anciens  Romains  (mém.  acad.  lySy  ) 

—  suivant  Paneton 

—  soîvant  Yillapande  et  Riccioli 


757*1  5o 
766,  00 
94,  693 

ii4i  i3 
lo.f**  io\  go 

II.    4,  956 
II.    I,  800 


au  métro. 


AU 

kilogramme. 
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DÉSIGNATION  DES  MESUBES  ET  DES  AUTORIHÊS. 


Mesures  chinoises. 

Le  H  des  Chinois ,  oa  la  igS^  partie  du  degré ,  suivant 
Lalande  (  Astronomie  ) 

Le  pied  royal  de  la  Chine  (obs.  astron.  Pekinifactœ,  tom.  i, 
page  363) ,  Lalande 


RAPPORTS  DES  MESUBES 


à  U  toiM ,  etc. 


agSf   oo 


II 


po.n* 


9'i9o 


au  mdti*. 


au 
kilogramme. 


Je  me  suis  abstenu,  dans  ce  tableau,  de  convertir  en  mètres  les  rapports 
donnés  en  toises  et  décimales  de  la  toise,  en  pouces ,  lignes  et  décimales  de 
la  ligne,  et  de  convertir  en  toises,  pieds,  pouces,  etc.,  les  rapports  donnés 
en  mètres,  parce  que,  ayant  donné  précédemment  les  moyens  de  faire  ces 
conversions,  j^ai  pensé  que  le  lecteur  serait  plus  satisfait  de  les  effectuer  lui- 
même,  que  de  les  trouver  toutes  faites  dans  le  tableau  :  ce  sera  pour  lui  une 
bonne  occasion  de  s'exercer. 

Ici  se  termine  les  opérations  élémentaires  dont  les  nombres  sont  suscep- 
tibles :  si  nous  devions  nous  borner,  dans  cet  ouvrage,  au  seul  calcul  arithmé- 
tique, il  conviendrait  maintenant  de  montrer,  par  de  nombreux  exemples, 
comment,  en  combinant  ces  opérations  fondamentales,  on  parvient  à  ré- 
soudre toutes  les  questions  relatives  aux  nombres  ;  mais  comme  la  plupart 
de  ces  questions  exigeraient  une  habitude  de  raisonner  sur  les  rapports  des 
nombres  que  nous  n'avons  pu  acquérir  dans  ce  qui  précède ,  j'aime  mieux 
faire  passer  de  suite  le  lecteur  en  algèbre ,  où  j'aurai  l'occasion  de  démontrer 
de  nouveau,  mais  d'une  manière  plus  générale ,  les  mêmes  principes  qui  pré- 
cèdent, ce  qui  me  permettra,  ensuite,  d'expliquer  d'une  manière  plus  claire 
la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 


«*^»v»w»w<vw»»>wwvoi>»*  »  » 
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SECTION  II. 


ALGEBRE. 


1    .      LEÇON. 

I.  U algèbre  a  pour  objet  tous  les  calculs  dont  sont  susceptibles  les  quan- 
ptés  considérées  d'une  manière  indc' terminée. 

Pour  faciliter  ces  calculs,  et  même  pour  les  rendre  possibles,  on  représente 
î»r  les  lettres  de  Talphabet  les  quantités  sur  lesquelles  on  doit  ope'rer. 
Quand  on  considère  à  la  fois  plusieurs  quantités  différentes,  on  les  reprc- 
nte  chacune  par  une  lettre  particulière;  mais  la  même  quantité  est  repré- 
e  par  la  même  lettre,  pendant  tout  le  cours  du  même  calcul;  de  sorte 
me,  toutes  les  fois  qu'on  renronlrc  Li  mi^me  lettre  d.nns  un  même  calcul, 
I  doit  y  voir  la  mt^mc  quantité;  et,  toutes  les  fois  qu'on  y  rencontre  des 
ktres  différentes,  on  doit  y  voir,  en  général,  des  quantités  différentes. 
'  Pour  abréger  le  discours  on  prend  très-souvent  le  signe  pour  la  chose 
Itprésentée;  c'cst-à-dirc ,  qu'on  appelle  quantités  les  lettres  qui  les  rcprc-sen- 
tent;  ainsi,  par  exemple,  on  dit  :  la  quantité  a,  la  quantité  b,  etc.,  au  lieu 
de  dire  :  la  quantité  représentée  par  a,  la  quantité  représentée  par  A,  etc.  ; 
mais  c'est  toujours  dans  ce  dernier  sens  qu'il  faut  entendre  les  choses. 

Le  lecteur  comprendra  bientôt  (  et  de  mieux  en  mieux  à  mesure  que  nous 
avancerons)  pourquoi  on  représente  par  des  lettres  les  quantités  sur  les- 
quelles on  doit  opérer  ;  pour  le  moment  il  n'est  pas  possible  de  lui  en  donner 
□ne  idée  .satisfaisante. 

a.  Les  quantités,  considérées  sous  ce  point  de  %-ue  général  et  représentées 
par  des  lettres,  sont  susceptibles  iC addition,  de  soustraction,  de  muiliplica- 
lion  ,  de  division,  etc.,  comme  celles  qui  sont  exprimées  en  nombre  ;  mais  les 
résultats  qu'on  obtient  alors  ne  sont  pas  définitifs  :  ils  ne  peuvent  l'être  en 
effet  que  lorsque  les  quantités  sur  lesquelles  on  opère  sont  déterminées  de 
grandeur. 

3.  Supposons,  par  exemple ,  qu'il  s'agisse  d'ajouter  les  quantités  o  et  A  ; 
tout  ce  qu'on  pourra  faire,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  donne  des  valeurs  parti- 
culières à  ces  quantités,  sera  d'indiquer  leur  addition  au  moyen  du  signe  +, 
qui  a  la  même  signification  qu'en  arithmétique  (n'.a^  );  de  sorte  qu'on  aura  ; 
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a  +  Â  OU  b+a.  Mais  si  a  =  3  et  6  =  5 ,  on  aurait  3  +  5  au  Heu  de  a  +  6  y 
et  alors  on  trouverait  que  le  résultat  définitif  serait  8. 

S'il  s^agissait  d^ajouter  les  quantités  a,  6,  er,  tout  se  réduirait  à  indiquer 
cette  addition  ainsi  quMl  suit  :  a  +  Â  +  ^9  et  ainsi  de  suite,  quelque  soit  le 
nombre  de  quantités  à  ajouter. 

4.  Si  la  même  quantité  a  devait  être  ajoutée  plusieurs  fois  à  elle-même; 
on  pourrait  bien  indiquer  cette  addition  comme  ci-dessus,  mais  on  peut  le 
faire  d^une  manière  beaucoup  plus  simple. 

Supposons,  par  exemple,  quMl  faille  ajouter  la  quantité  a  à  elle-même  : 
rindication  générale  donnerait  a-f-a;  mais  quand  on  a  a  +  a,  c^est  prendre 
a  deux  fois;  ce  qu'on  peut  indiquer  de  cette  manière  :  2a,  et  alors,  au  lieu 
de  dire  a  plus  a ,  on  dit  deux  a  ;  de  sorte  que  a  +  a  =  2a. 

De  même  si  Toa  avait  a  +  a  +  a,  on  pourrait  écrire  3a  :  c'est-à-dire 
que  a-^-a  +  a^z 3a.  Si  Ton  avait  a-^a^a  +  a^  on  pourrait  écrire  l^a ; 
de  sorte  que  a+a H-a  +  a  =  4a,  et  ainsi  de  suite.  On  conçoit  qu'il  en 
serait  de  même  pour  toute  autre  quantité  que  a,  et  que,  si  Ton  avait,  par 
exemple,  b^b^b  +  b^b^on  aurait  b  +  64-  6  +  6  +  ô  =  56. 

Le  nombre  qu'on  écrit  devant  une  quantité  quelconque,  pour  indiquer  le 
nombre  de  fois  qu'on  doit  prendre  cette  quantité,  se  nomme  coefficîenL  II 
doit  toujours  être  écrit  à  la  gaucbe  de  la  quantité  et  sur  la  même  ligne. 

5.  Pour  indiquer  qu'il  faut  retrancher  une  certaine  quantité  b  d'une  cer- 
taine quantité  a,  on  se  sert  du  signe  — ,  comme  en  arithmétique  (n^.  3 7),  et 
on  écrit  a — 6,  qu'on  prononce  a  moins  6. 

On  peut  écrire  la  même  chose  de  cette  manière  :  —  6  +  a,  et  alors  on 
prononce  moins  h  plus  a. 

S'il  fallait  retrancher  la  quantité  a  de  la  quantité  6,  on  écrirait  : 

b  —  a  ou  —  a  +  6. 

Quand  on  a  a  —  6,  la  quantité  a  n'a  pas  de  signe,  mais  elle  est  censée 
avoir  le  signe +.  En  général,  la  première  quantité  ne  prend  pas  de  signe 
quand  elle  doit  avoir  le  signe  +;  mais  quand  elle  doit  avoir  le  signe  — ,  on 
écrit  toujours  ce  signe.  Le  signe  +  et  le  signe  —  appartiennent  toujours  à  la 
quantité  qui  est  à  la  droite,  et  jamais  a  celle  qui  est  à  la  gauche. 

Si  de  la  quantité  a  il  fallait  retrancher  les  quantités  6  et  c,  on  écrirait  : 
a  —  b  —  r;  ce  qui  signifierait  qu'après  avoir  retranché  6  de  a,  il  faudrait ,  du 
reste,  retrancher  encore  c. 

On  conçoit  que,  si  de  a  il  fallait  retrancher  6,  c  et  J,  il  faudrait  écrire  : 
a  —  b  —  c  —  d. 

Si  de  a  il  fallait  retrancher  b  plus  encore  6,  on  écrirait  :  a  —  b  —  b\  mais 


algèbre;  y i 

retrancher  b  plus  encore  b,  c^est  évidemment  retrancher  2  fois  6  ou  26  :  on 
aura  donc  a  —  b  —  b=za  —  26. 

Il  est  clair  que  si  Ton  avait  a  —  b  —  b  —  b,  ce  serait  la  même  chose  que 
a  —  36,  et  ainsi  de  suite. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  qu^on  peut  simplifier  beaucoup  les  indications 
d'addition  et  de  soustraction  au  moyen  de  coef&ciens ,  lorsque  les  mêmes 
quantités  se  trouvent  plusieurs  fois  dans  ces  indications. 

6.  Pour  indiquer  qu^il  faut  multiplier  la  quantité  a  par  la  quantité  by  on 
peut  faire  usage  dux  dont  nous  sommes  convenus  en  arithmétique  (n"".  47)9  et 
écrire  a  y:,b;  mais  ce  signe  n'est  pas  nécessaire  ici,  et  on  peut  écrire  tout 
simplement  ab^  parce  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  d'équivoque.  Il  n'en  serait 
pas  de  même  s'il  s'agissait,  par  exemple,  de  multiplier  2  par  3,  et  qu'on  in- 
diquât cette  multiplication  en  écrivant  ces  deux  nombres  sans  interposition 
de  signe  ;  car  on  aurait  alors  23,  ce  qui  indiquerait  qu'il  s'agit  du  nombre  23, 
et  non  pas  de  multiplier  2  par  3.  On  pourrait  encore  indiquer  la  multipli- 
cation de  a  par  b ,  en  mettant  un  point  entre  les  deux  quantités ,  de  cette 
manière  :  a  .  6  ;  et  cette  indication  peut  aussi  servir  pour  les  nombres  ;  car  il 
est  impossible  de  confondre  2  .  3  avec  23.  Mais  de  ces  trois  manières  d'in- 
diquer la  multiplication  des  quantités  indéterminées,  la  plus  usitée  est  celle 
qui  consiste  à  écrire  les  quantités  à  multiplier  à  la  suite  les  unes  des  autres 
sans  interposition  de  signe. 

Supposons  qu'on  ait  à  multiplier  a  par  b  et  le  produit  par  c,  on  écrira 
a&c;. s'il  s'agissait  du  produit  des  quantités  a,  b,  c,  d,  on  écrirait  abcd,  et 
ainsi  de  suite. 

7.  Si  l'on  avait  à  multiplier  la  quantité  a  plusieurs  fois  par  elle-même ,  on 
pourrait  indiquer  la  multiplication  comme  ci-dessus  ;  ainsi ,  par  exemple ,  s'il 
s'agissait  de  multiplier  a  une  fois  par  elle-même,  on  aurait  aa;  mais  on 
peut  indiquer  cette  multiplication  en  n'écrivant  cette  lettre  qu'une  fois,  et 
en  mettant  le  chiffre  2  à  la  droite ,  et  un  peu  au-dessus  :  ce  qui  donnera  a^  ; 
de  sorte  que  aa=::za^. 

Si  l'on  avait  aaa,  on  écrirait  a^:  ce  qui  donnerait  aaa  =  a3;  si  l'on 
avait  aaaa,   on  écrirait  a 4,  et  on  aurait  aaéza  =  a4,   et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que,  quand  la  même  quantité  doit  être  plusieurs  fois  facteur 
dans  un  produit,  on  ne  récrit  cfu  une  fois  ;  mais  on  place  lui  nombre  un  peu 
au-dessus  et  à  la  droite  de  ce  facteur,  qui  indique  le  nombre  de  fois  quil  aurait 
fallu  écrire  ce  même  facteur. 

Le  nombre  qui  indique  le  nombre  de  fois  qu'une  lettre  est  facteur  se 
nomme  exposant. 
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11  ne  faut  pas  confondre  les  exposans  avec  les  coefficiens  :  les  exposans 
indiquent  le  nombre  de  fois  que  les  lettres  qui  en  sont  affectées  doivent 
être  facteurs,  tandis  ^ue  les  coefficiens  indiquent  le  nombre  de  fois  qu^il  faut 
prendre  la  quantité  qui  suit  ce  coefficient.  Ainsi,  par  exemple,  à?  est  bien 
différent  de  Za,  Et  en  effet,  si  a=5,  on  aurait  dans  le  premier  cas, 
5x5x5  =  125,  et  dans  le  second  3  X  5  =  i5.  Quand  on  a  a*  on  prononce 
a  deux;  quand  on  a  a^  on  prononce  a  trois;  quand  on  a  a4  on  prononce  a 
quatre ,  etc.  a*  est  ce  qu'on  appelle  la  seconde  puissance^  ou  le  carré  de  a; 
a^  est  la  troisième  puissance,  ou  le  cube  de  a  ]  ai  est  la  quatrième  puissance 
de  a  y  etc.  Le  degré  de  la  puissance  d^un  nombre  est  donc  marqué  parle 
nombre  de  fois  que  ce  nombre  se  trouve  être  facteur. 

8.  Si  l'on  avait  a*  +  a*,  on  écrirait  20*,  par  ce  que  a^^a^  n'est  autre 
que  2  fois  a^\  si  Ton  avait  a^  +  a^  +  a^,  on  écrirait  3a 2,  parce  que 
/ï^  +  fir^^-a^  est  la  même  chose  que  3  fois  a^\  si  Ton  avait  à^+a^+a^  +a^^ 
on  écrirait  4^^»  etc.;  mais  si  l'on  avait  a^  4-  «3  ^  ^5^  q^  j^ç  pourrait 
écrire  3a*,  ni  Za^  .  ni  3^^,  parce  que  les  quantités  a*,  a^,  a*"'  sont  différentes 
entre  elles.  De  même  si  Ton  avait  a^-i-ô^+c*,  on  ne  pourrait  écrire 
3/zS  ni  3ô^  ni  3^*,  parce  que  les  quantités  a^,  è^,  c»,  sont  inégales. 

c).  Si  Ton  avait  a^  à  multiplier  par  ^^  on  écrirait  a^b\  si  Ton  avait  à  mul- 
tiplier a 3  par  6*,  puis  par  c4,  etc. ,  on  écrirait  a^b^c^. . .  : 

10.  Dans  le  cas  où  Ton  aurait  a^b^a^  6,  on  écrirait  2a^b;  si  Ton  avait 
a'^b^  4-  a^b^  +a^b^  +  a^b\  on  écrirait  l^a^b^;  au  lieu  de  a'^b^c+a^b^c-^a'^b^c, 
on  écrirait  Za^b^c^  etc.;  mais  si  Ton  avait  a'^b^c^ '^ a^b^c'^ ^ a-b^c^ ,  il  ne 
faudrait  écrire  ni  Za7b^C'^,  ni  Za^bic"^,  ni  Za^b^c^,  parce  que  les  quantités 
a7b^ci,  a^b^c^,  a^b^c^,  sont  inégales.  Si  l'on  avait  3aibc^+  ^aibc^  +  'ja^bc^, 
on  aurait  i/^a^bc^j  parce  que,  dans  ce  cas,  on  a  3  fois  la  quantité  a^bc^^  plus 
4  fois  la  même  quantité ,  et  plus  encore  7  fois  cette  même  quantité;  ce  qui 
fait  bien  i4  fois  la  même  quantité  :  c'^est-à-dire  xl^aibc^. 

En  général  on  ne  peut  réunir,  au  moyen  de  coefficiens ,  que  les  quantités 
semblables.  Des  quantités  sont  semblables  quand  elles  se  composent  des  mêmes 
fa4:teurs,  et  que  ces  facteurs  sont  respecliçement  aux  mêmes  exposans  dans 
toutes  les  quantités ,  quels  que  soient  d'ailleurs  leurs  coefficiens  numériques. 

11.  On  appelle,  en  général,  quantités  numériques,  celles  qui  sont  expri- 
mées en  nombre,  et  quantités  littérales,  celles  qui  sont  représentées  par  des 
lettres. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  réunion  des  quantités  qui  ont  le  signe  -+« 
doit  s'entendre  de  celles  qui  ont  le  signe  — . 

12.  Lorsqu'on  a  une  quantité  à  diviser  par  une  autre,  on  écrit  ces  deux 


riuanlitt's  sous  la  forme  d'une  fraction ,  en  mellant  le  dividende  an  numcra- 
icur  et  le  diviseur  au  dénomînaleur  ;  ainsi,  par  exemple,  s'il  s'agissait  de  divi- 
<^r  a  par  A,  on  écrirait -7;  si,  au  contraire,  il  fallait  diviser  h  par  a,  on 
écrirait  7-;  si  l'on  avait  à  diviser  a-/tc  par  defy  on  e'crirait  de  même  -rj  ,  et 
ainsi  de  suite  pour  toutes  autres  quantités. 

i3.  Lorsque  plusieurs  quantités  sont  réunies  par  le  signe  -h  ou  le  signe  — , 
que  CCS  quantités  sont  composées  d'un  ou  de  plusieurs  facteurs  ayant  ou 
n'ayant  pas  d'exposant,  avec  ou  sans  coefficient,  on  les  appelle  termes.  I/en- 
scmblc  de  tous  ces  termes  forme  ce  qu'on  nomme  cjtiantilé  algébrique.  Une 
«juanlifc  algébrique  peut  n'avoir  qu'un  terme,  dans  ce  cas  on  l'apiiclle  mo- 
nôme ;  lorsqu'elle  a  plusieurs  termes,  elle  prend  le  nom  de  polynôme  ou  de 
tptantUé  complexe. 

Ainsi,  par  exemple,  les  quantités  n,  ^ab,  3n-ôc.  l^a'^b'^cUl,  sont  des 
mononies,  et  les  quantités  a-i-ô,  a  —  b,  2«-h3A-|-r,  5a^i+ 3a6^  —  c, 
Sa^bcd —  5o'i'c'J  +  iiob^c^d^y  sont  des  polynômes. 

Lorsqu'un  polynôme  n'a  que  deux  termes,  on  l'appelle  binmne ,  quand  il 
en  a  trois  on  l'appelle  trinôme,  etc.  Mais  passé  les  trinômes  on  aime  mieux 
indiquer  le  nombre  des  termes  du  polynôme  en  langage  ordinaire,  que  de  se 
■■•ervir  des  dénominations  tirées  du  grec  et  consacrées  à  cet  usage. 

I  ,J.  Les  quantités  algébriques  sont  homogènes  ou  hdie'rogi-nes  :  une  quantité 

■ébriquc  est  homogène  quand  tous  ses  termes  se  composent  d'un  même 
Ombre  de  facteurs.  Ainsi  la  quantité  o*6-h3«ic  —  ^b^c  -{-  ^bc^,  est 
Bmogène  parce  que  tous  ses  termes  se  composent  de  trois  facteurs.  La 

antilé  ^a'^br  —  -ja^b^c  —  fia^b-'rd  ■+-  y«AcV^,  est  aussi  homogène 
Irce  que  tous  ses  termes  se  composent  de  7  facteurs,  etc.  On  remarquera 

e  les  coefficiens  ne  sont  point  compris  au  nombre  des  facteurs.  On  compte 

I  facteurs  en  faisant  la  somme  de  leurs  exposans. 

Une  quantité  algébrique  est  hétérogène  quand  ses  termes  n'ont  pas  le 
Intéine  nombre  de  facteurs;  ainsi  la  quantité  a^ , —  Sab~\- l^abc  est  hétéro- 
ne,  parce  que  le  second  terme  n'a  que  deux  facteurs,  tandis  que  les  deux 
i  en  ont  trois.  De  même  la  quantité  5a 5 — 'ja^b^ -^  :tab  ~^Zbcd  est 
3'Ogène,  ses  termes  n'ayant  pas  le  même  nombre  de  facteurs. 

Enfio,  parmi  les  quantités  homogènes,  on  distingue  celles  qui  sont  symé- 
triques. Une  quantité  est  symétrique  quand  les  lettres  qu'elle  renferme  entrent 
toutes  de  la  même  manière  dans  cette  quantité.  Ainsi ,  par  exemple ,  la  quan- 
tité a" -t*  2ai+i^  est  symétrique,  parce  que,  renfermant  les  lettres  a  et  i. 


^ 
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ce  qui  arrive  h  Tune  arrive  également  à  Tautre;  c^cst-à-dire  qu^ayanl  a^  on 
a  aussi  b^,  et  le  produit  2ab. 

La  quantité  a^  —  Sa^^ -|,  3ab^  —  b^  est  aussi  une  quantité  symétrique; 
parce  que  si  Ton  a  a^y  on  a  aussi  b^,  et  si  Ton  a  Sa^ft,  on  a  aussi 
3ab^. 

Ayant  fixe  le  sens  qu'on  doit  attacher  aux  signes  les  plus  élémentaires  de 
Talgèbre,  passons  maintenant  aux  opérations  qui  sont  le  fondement  du  calcul 
algébrique,  lesquelles  sont  V addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la 
dicision, 

DE   L'ADDITION. 

i5.  En  algèbre,  Taddition  a  le  même  objet  qu'en  arithmétique  :  c'est  en- 
core une  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  quantités  de  même  espèce 
pour  en  former  une  seule  qui  leur  est  absolument  égale  et  à  laquelle  on  donne 
le  nom  de  somme. 

L'addition  algébrique  consiste  seulement  à  réunir  les  termes  semblables 
qui  ont  le  même  signe  au  moyen  de  coefficiens,  et  d'unir  les  termes  différens 
par  le  signe  +  ou  le  signe  — . 

16.  Supposons ,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'ajouter  ensemble  les  quantités 
suivantes  : 

a°.       3i  +  5a — yc; 
30.  ^4c~6b+'2a  +  d. 

On  écrira  ces  quantités  de  manière  que  les  termes  semblables  soient  sur  les 
mêmes  colonnes  verticales,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous, 

3a  —  5^-+-4<? 
5fl4-3i  —  yc 
aa  —  6b  —  ^c+'d 

10a  —  Sb  —  yc^d 

et  on  tirera  un  trait  sous  la  dernière  pour  la  séparer  de  la  somme; 

Ensuite,  on  commencera  l'opération  par  la  droite  ou  par  la  gauche,  peu 
importe,  par  la  gauche,  par  exemple,  et  on  observera  que  la  première  co- 
lonne vers  la  gauche  se  compose  de  3a  +  5a  4-  2a,  ce  qui  fera  loa  qo^on 
écrira  à  la  somme.  On  passera  à  la  colonne  suivante ,  laquelle  se  compose  de 
*^  56  4-  36  —  66;  d'où  il  suit  que  dans  cette  colonne  il  y  a  36  à  ajouter,  et 
56  d'une  part  et  66  de  l'autre  à  retrancher,  c'est-à-dire  1 16  à  retrancher;  or, 
36  à  ajouter  et  1 1 6  à  retrancher ,  se  réduisent  à  86  à  retrancher ,  car  en  n^ajou- 
tant  pas  les  36,  on  aura  ces  36  de  moins  à  retrancher,  il  faudra  donc  mettre 


-8&  à  la  somme.  La  Iroisicme  colonne  se  compose  de  !^c  —  -r:  —  !^c ,  c'est- 
à-dire  que  dans  celte  colonne  on  a  4''  à  ajouter,  et  iic  à  retrancher,  ce  qui 
est  la  même  chose  que  si  l'on  n'avait  que  yr  à  retrancher;  on  écrira  donc 
—  yf  à  la  somme.  Enfin  on  Toit  que  la  quatrième  colonne  ne  se  compose 
que  de  -t-  d,  qu'on  écrira  à  la  somme,  et  on  aura  loa  —  iSi  — '"jc^-d  pour 
la  somme  demandée. 

IL   Supposons,  pour  second  exemple,  qu'on  nous  propose  d'ajouter  les  quan- 
■tcs  suivantes  : 
K  3°.   8*'    — 4a=3+3c=    —    fli'  +  4a;«. 

■  On  écrira  encore  ces  quantités  de  manière  que  les  termes  semblables  soient 
hr  les  mêmes  colonnes  \erlicales,  ainsi  qu'il  suit  : 
V  Sfl'i  —  -iab'  -i-  4i'  —  5f' 

V  —  ^a-b-\-yab-'  —  W-)ryc' 

■  —  4«'6—    «3'H-8i'-l-3c'-^4flm 


a'i4-3fli'-+-gi'  +  5c'-i-jia;«, 


%\ ,  ensuite ,  en  commençant  par  la  colonne  à  gauche ,  on  verra  que  celte  co- 
lonne se  compose  de  3n^6 — la^b  —  l\(i^h ,  ce  qui  se  réduirai  5a "i  —  6a "é. 
c'cst-à-dirc  qu'on  aura  5a^ô  à  ajouter,  et  6«^6à  retrancher;  or,  si  l'on 
n'ajoute  pas  les  5n^6,  il  est  clair  qu'il  ne  faudra  retrancher  que  a^h,  de  sorte 
qu'il  faudra  écrire  —  a*  A  à  la  somme.  On  passera  à  ia  seconde  colonne  qui 
se  compose  de  —  Sai^-f-yaô* — ni*,  ou  ycA^*  —  "hah^  —  «A^tCcquisc 
réduit  à  ']ab^  ~-  l^ab^^àc  sorte  qu'on  a  yfli^  à  ajouter,  et  4"^^  à  retrancher; 
or, si  au  lieu  d'ajouter  ']ab^  on  n'ajoute  que  3aè^,  il  est  clair  que  les  —  /\ab^ 

rie  trouveront  retranchés,  et  qu'il  faudra  écrire  Sai^  à  la  somme.  On  pas- 
wra  ^  la  troisième  colonne,  qui  se  compo.'îe  de  !^b^  —  ?tb^ -\-^b'^,  ce  qui  se 
réduit  à  126^  —  3^3,  c'est-à-dire  qu'on  a  laA^  à  ajouter  cl  3i^  à  retrancher; 
or,  si  l'on  n'ajoute  que  gô-'jil  est  clair  que  les  —  36^  se  trouveront  retranchés, 
de  sorte  qu'il  faudra  écrire -|-g6^  à  la  somme.  On  passera  à  la  quatrième  co- 
lonne qui  se  compose  de  —  Sc^-h  7c ^-j-  3c %  ce  qui  se  réduit  à  —  5c^-|-  loc'; 
de  sorte  qu'on  a  loc^  à  ajouter  et  Sc^  à  retrancher;  or,  si  l'on  n'ajoute  que 
5c'  il  est  clair  que  les  5c*  à  soustraire  se  trouveront  retranchés  :  on  écrira 
donc  -t-Sc='àIa  somme.  Enfin,  la  cinquième  colonne  ne  se  composant  que  du 
terme  -+-  l^am ,  on  l'écrira  à  la  somme ,  et  l'opération  sera  terminée  ;  de  sorte 
que  la  somme  demandée  sera  — a^b-^  3ab^-i-  gi-*  -+-5c^^-4«''i- 

On  conçoit  assez,  maintenant,  comment  il  faudrait  opérer  dans  tout  autre 


la  somme  de 
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exemple  ;  cependant  en  voici  encore  quelques-uns  sur  lesquels  le   lecteur 
pourra  s^exercer. 

EXEMPLE    I^^ 

I—  SLi^b'c  +  ga'iV  —  Sab^(^  —  6*^^ 

—  Sà^b*c  —  4a^Pc^  —  aa^V  +  8^c< 
est        4a^*'c  +  aa^ôV  +  7*V. 

EXEMPLE   2«. 

|_  8a<  +  9^3^  —  1 8a=»^c  -+-  1 1  ab^cd^  1 5Pc*d' 
la  somme  de  <      slO^  —  4^i+i2fl'ic+    ZaPcd —    ZPc^d^ 

^—6a^  +  ya^B—    8a' 5c—    ZaB-cd+   SPc^d' 
5a^  —  Zi^b  +.   ya^'Bc  —   4aPcd  —11  Pc^'d^ 

est        5a^  H-  4^^"^^  —  fl'^^. 

EXEMPLE    3®. 

45a5cd  —  ^4a*bc  +•  nSc^B^'cd  —    4^''' 

f — ZSaBcd^nSo'Bc^   nc^B^cd  +    Sam 

—  :i3aBcd -f-    ya^Bc  —   ga^B^cd  —  1 5am 

•  liaBcd^   2a^Bc —  iS^ B*cd ^  iiam 

est  o 

On  voit,  par  ces  trois  exemples,  combien  les  quantités  algébriques  sont 
quelquefois  susceptibles  de  réduction  ;  mais  elles  n'offrent  pas  toujours  cet 
avantage,  et  il  arrive  souvent  qu'elles  restent  très-compliquées,  ainsi  qu'on 
le  voit ,  par  l'exemple  suivant  : 


la  somme 


!3rt^—  4a'*  +    yab^^SP—   jPc 
—  8a*  4-  5a'c  —  8érV+4£3p  —  4*^' 
ybcd  —  abcd  -i-  4s^"+"  ^^^^  +  ym^'n 


est  3/2^  —  4a'b  4-  yaP  +  5*^  —  y  Pc  —  8flA  •+-  5a'c  —  8W  -r  4if 

—  4^^'  +  7^^^  —  a*c^  +  4s^+  5/w/i  +  jm*n 

où  il  n'y  a  aucun  terme  semblable. 

DE   LA  SOUSTRACTION. 

17.  En  algèbre,  comme  en  arithmétique,  la  soustraction  est  une  opéra-^ 
tion  par  laquelle  deux  quantités  de  même  espèce  étant  données  on  cherche 
de  combien  l'une  surpasse  l'autre,  et  le  résultat  s'appelle  encore  resie, 
excès  ou  différence. 

18.  Avant  de  donner  la  manière  de  faire  la  soustraction  algébrique,  sup-: 


AIctlIBC. 
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it 


posons  qu'il  s'agisse  de  rcirancher  fi  de  «  ,  ce  qui  donnera  a  —  h,  et  considé- 
■rons  que  a  [leut  èlvc  plus  grand,  égal  ou  plus  petit  que  h  (ce  qu'on  désigne 
■tespeclivomcnt  en  écrivant  a  >  h  (i),  n  z=  h ,  et  n  <  fi  )  ,  et  voyons  ce  qui 
urrivera  dans  chacune  de  ces  hypothèses  en  particulier. 

1°.  Dans  le  cas  où  a  >  h,  il  est  clair  que  de  n  on  pourra  retranchera,  et 
I  qu'il  restera  quelque  chose  ;  appelons  r  ce  reste ,  et  nous  aurons  a  —  b  ^  r. 
Dans  le  cas  où  a:=b,  il  est  clair  qu'en  retranchant  è  de  a  il  ne  doit 
llîen  rester,  et  que  par  conséquent  on  a  a  —  i=:  o. 

3".  Dans  le  cas  où  n  <b,  on  conçoit  qu'on  ne  peut  pas  retrancher  b  tout 
I  entier  de  a  ;  mais  si  r  est  de  combien  b  surpasse  a,  on  aura  b=^a-\-  r;  et 
I  au  h'cu  de  retrancher  A  de  o,  on  pourra  de  «  retrancher  la  quantité  a  +  rquî 
■  est  égale  à  è,  et  on  aura  a  —  a  —  r.  Mais  de  a  si  l'on  retranche  « ,  il  ne  res- 
tera rien;  on  ne  pourra  donc  pas  retrancher  r;  il  restera  donc  encore  celte 
quantité  r  à  retrancher  ;  il  restera  donc  enfin  —  r;  de  sorte  que  dans  le  cas 
où  a  <  b,  on  a  a  —  i  =  —  r,  r  étant  de  combien  b  surpasse  a.  Ainsi,  mumd 
la  quanti/ê  à  soustraire  est  plus  graiulr  qiic  celle  de  laquelle  on  doit  la  retran- 
cher, le  reste  a  le  signe  —  ;  c'est-à-dire  que ,  dans  tous  les  cas ,  il  faut  retran- 
cher la  plus  petite  quantité  de  la  plus  grande ,  H  doniu-r  au  reste  le  signe  tle  la 
plus  grande  :  si  la  plus  grande  a  le  signe  ■+■ ,  le  reste  aura  le  signe  -j- ,  et  si 
la  plus  grande  a  le  signe  — ,  le  reste  aura  le  signe  — . 

iq.  On  appelle  nrJffl&V'^i  toutes  quantités  pre'ce'dces  du  signe  — ,  et  positiies 
.toutes  celles  qui  sont  précédées  du  signe  -+-;  les  quantités  négatives  dirfèrcnt 
nlicllement  des  quantités  positives  :  celtes-ci  sont  prises  dans  le  sens 
'addition,  et  les  premières  dans  le  sens  de  soustraction. 
2o.  Supposons  une  quantité  donnée  ;  plus  on  retranchera  de  cette  quantité; 
moins  il  restera  ;  or,  dans  le  cas  où  ce  qu'on  en  retranche  est  égal  à  cette 
quantité ,  il  reste  zéro  ;  d'où  il  semblerait  en  résulter  que  quand  ce  qu'on  re- 
tranche d'une  quantité  est  plus  grand  que  cette  quantité  elle-même,  il  devrait 
iler  moins  que  zéro;  mais  alors  le  reste  est  négatif;  d'oij  il  s'ensuivrait 
Tune  quantité  négative  serait  plus  petite  que  zéro,  ce  qui  est  absurde;  caril 
peut  pas  exister  de  quantité  plus  petite  que  zéro.  Mais  si  l'on  fait  atten- 
tion qu'on  ne  peut  pas,  d'une  quantité  donnée ,  retrancher  une  quantité  plus 
grande,  on  verra  que  les  quantités  négatives  ne  sont  pas  des  quantités  plus 
Utes  que  zéro. 
Quand  une  quantité  négative  est  isole'e,  comme  — ■  r,  on  a  d'abord  de  la 


(i)  Le  signe  >  indique  toujours 
eit  toujoum  loumée  du  côté  de  U 


que  les  quanlit^s  qu'il  lie  sont  Wgales  ;  l'ouverlure  de  ce  signe 
)tus  gnadu  quantité. 
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peine  à  comprendre  le  sens  quMl  faut  y  attacher;  parce  qu^on  ne  conçoit  pas 
qu^on  puisse  avoir  à  retrancher  quand  on  n^a  rien  d^où  Ton  puisse  retrancher  ; 
mais  à  mesure  qu'on  avance  dans  la  science,  cet  idée  s'éclaircit  peu  à  peu,  et 
on  finit  par  n'y  plus  rien  trouver  de  contraire  à  l'idée  primitive  des  grandeurs. 
Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  faire  sentir  le  sens  de  ces  sor.tes 
de  quantités  par  une  comparaison. 

Supposons  un  homme  qui  ne  possède  rien,  et,  au  contraire,  qu'il  doive 
100  francs  :  si  on  lui  demande  ce  qu'il  possède,  pour  répondre  dans  le  sens 
de  la  question,  il  devra  dire  qu'il  possède  moins  100  francs,  puisqu'en 
effet  il  faudrait  qu'il  possédât  100  francs  de  plus  qu'il  n'a  pour  ne  rien  possé- 
der du  tout.  Mais  si,  au  lieu  de  lui  demander  ce  qu'il  possède,  on  lui  deman- 
dait, au  contraire,  combien  il  doit,  alors  il  devrait  répondre  qu'il  doit 
100  francs;  d'où  l'on  voit  qu'une  quantité  est  négative  ou  positive  selon 
le  sens  suivant  lequel  on  l'envisage. 

Passons  maintenant  au  procédé  de  la  soustraction  algébrique. 

21.  Supposons  que  de  la  quantité  a  on  veuille  retrancher  h  —  c;  si  de  a 
on  retranchait  b  tout  entier,  on  aurait  a  —  b;  mais  comme  ce  n'est  pas  b  tout 
entier  qu'il  faut  retrancher,  qu'il  ne  faut  retrancher  que  b  —  c,  il  est  clair 
qu'ayant  retranché  b  tout  entier,  on  a  retranché  la  quantité  c  de  plus  qu'il 
ne  fallait;  or  plus  on  retranche  et  moins  il  reste  :  ayant  retranché  c  de  trop , 
le  résultat  est  donc  trop  petit  de  toute  cette  quantité;  pour  mettre  ce  résultat 
à  sa  vraie  valeur,  il  faudra  donc  jy  ajouter  cette  même  quantité  c,  ce  qui 
donnera  a —  6+  c. 

En  comparant  ce  résultat  aux  quantités  données,  qui  sont  a^lb  — c  ,  on 
verra  que  les  signes  de  la  quantité  b  —  c  à  soustraire  se  trouvent  avoir 
changé  :  d'où  l'on  peut  conclure  que  pour  retrancher  une  quantité  d'une 
autre ,  il  suffit  d'écrire  la  quantité  à  retrancher  à  la  suite  de  celle  de  laquelle 
il  faut  la  retrancïier,  en  ayant  V  attention  de  cimnger  les  signes  de  cette  quantité. 

Ainsi,  pour  second  exemple,  supposons  que  de  a  il  faille  retrancher 
h  —  2c-Hd  —  e;  à  la  suite  de  la  quantité  a,  il  suffira  d'écrire  la  quantité 
À  —  2c  4-  d  —  e,  en  changeant  les  signes  de  cette  dernière ,  ce  qui  donnera 

a —  6  +  2c  —  J-f-  e. 

Voici  encore  quelques  exemples  sur  lesquels  le  lecteur  pourra  s'exercer. 
I®.  De  3o*  —  4*  4"  5c  on  veut  retrancher  2a*  —  5ô  +  4^  /  en  appliquant 
la  règle  on  aura  3a  *  —  4^  +  5c  —  20*  +  56  —  4^  »  ^^  Q^i  se  réduira  à 
/i*  H-  6  +•  c. 

Pour  faire  plus  facilement  les  réductions ,  après  açoir  changé  les  signes  de 
la  quantité  à  retrancher ,    il  faut  écrire  cette  quantité  sous  celle  de  laquelle 
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on  doit  la  retrancher,  de  manière  que  les  termes  semblables  soient  sur  les 
mêmes  colonnes  yerticales  ainsi  quUl  suit, 

—  aa'  -+-  5A  —  4c 
reste.  .  .  a'+   A-j-   c 

et  ensuite  opérer  comme  s'il  s'agissait  d'une  addition. 
2*.  De  3a'A  —  5aA'H-3ô' — 4^'c  on  veut  retrancher 

a'b + yaô'  —  5b'  —  6è'c + ^b(f, 
ce  qui  revient  à  ajouter 

à  la  quantité.  .  .        3a*b —    5ûi'-l-3*'  —  4*'^ 

la  quantité.  ...    —  a'A —    7^^' +  5 A' +  6AV  —  4*c* 

et  la  somme.  .  .        2a"i  —  1 2ai'  -f  8^^  H-  ^^V  —  4^c^  est  le  reste  demandé. 
3*.  De  5a'ôc-|-4tfèV  —  ']ah'c'-\-  nb^c^  on  veut  retrancher 

—  !ia'bc  H-  Sa'èV + 3oàV + 46V  —  8J\ 
ce  qui  revient  à  ajouter 

à  la  quantité.  .  .     5a*ic -+- 4^*'^  "^   y^iV-J-aiV 

la  quantité.  .  .  .     ao^ic  —  ^a^l^d  —   3aAV  —  4AV  -f-  8//^ 

et  la  somme.  .  .     ^ji^bc —   a^l^<^ —  io^*V  —  aiV  +  S^^  est  le  reste  demandé. 

2™.     LEÇON. 


Z>^  /a  Multiplication. 

22.  En  algèbre,  comme  en  arithmétique,  la  multiplication  est  une  opéra- 
tion par  laquelle  on  rend  une  quantité  donnée  autant  de  fois  plus  grande  que 
l'indique  une  autre  quantité  donnée.  Le  résultat  de  cette  opération  s'appelle 
encore  produil. 

Le  procédé  de  cette  opération  renferme  quatre  règles  :  la  règle  des  lettres 
ou  des  facteurs,  celle  des  coefficicns,  celle  des  exposans  et  celle  des  signes. 

23.  La  règle  des  lettres  consiste  simplement  à  les  écrire  les  unes  à  la  suite 
des  autres  sans  interposition  de  signe.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  avait  à  mul- 
tiplier nb  par  c,  on  écrirait  abc\  si  l'on  avait  ab  à  multiplier  par  cd^  on 
écrirait  abcd^  et  ainsi  de  suite  pour  un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Cette 
règle  est  évidente  par  elle-même,  car  elle  suit  immédiatement  de  la  conven* 
lion  établie  (n*.  6)  pour  indiquer  la  multiplication. 

Remarquons,  en  passant,  que  le  produit  de  tant  de  quantités  qu'on  voudra 
renferme  tous  les  facteurs  de  ces  quantités.  Ainsi,  par  exemple,  le  produit 
abcd  des  quantités  ab^  cd^  renferme  les  facteurs  a  et  &  de  la  première,  et 
les  facteurs  c  et  J  de  la  seconde ,  etc. 
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24.  La  règle  des  coefliciens  consiste  à  multiplier  celui  du  multiplicande 
par  celui  du  multiplicateur  pour  avoir  celui  du  produit. 

En  effet,  si  Ton  avait  à  multiplier  l^ah  par  'icd\  en  faisant  la  multiplica- 
tion  comme  s^il  n^y  avait  pas  de  coefficient,  on  aurait  ahcd\  mais  ayant  fait 
abstraction  des  coefficiens,  on  a  suppose  le  multiplicande  4  fois  plus  petit 
qu'il  n'était  réellement,  et  le  multiplicateur  3  fois  :  donc  (n*.  45,  arith.  )  le 
produit  ahcd  est  12  fois  trop  petit  :  c'est-à-dire,  un  nombre  de  fois  trop 
petit  marque  par  le  coefficient  du  multiplicande  multiplie  par  celui  du  multi- 
plicateur, donc,  etc. 

On  conçoit  que,  s'il  s'agissait  d'un  plus  grand  nombre  de  facteurs  ayant 
tous  des  cocfficiens,  le  coefficient  du  produit  serait  égal  au  produit  des  coef- 
ficiens  de  tous  les  facteurs. 

25.  La  règle  des  exposans  consiste  à  les  ajouter.  Ainsi,  par  exemple,  sup* 
posons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  a'  par  cû  :  le  produit  sera  câ. 

En  effet,  le  produit  doit  renfermer  tous  les  facteurs  du  multiplicande  et 
tous  ceux  du  multiplicateur  (n°.  23^;  or  le  multiplicande  renferme  3  fois  le 
facteur  t/,  et  le  multiplicateur  2  fois  ;  le  produit  renfermera  ce  facteur  d'abord 
3  fois  et  puis  encore  2  fois;  en  tout  il  le  renfermera  donc  5  fois,  c'est-à-dire 
un  nombre  de  fois  marqué  par  3+2. 

Si  l'on  avait  a^Xa\  le  produit  serait  a?\  car  le  produit  doit  contenir, 
d'une  part,  5  fois  le  facteur  a,  et,  de  l'autre,  3  fois;  mais  5+3  =  8  :  donc 

Pour  réunir  dans  un  même  exemple  les  règles  des  lettres,  des  coefficiens 
et  des  exposans,  supposons  : 

I*.  Qu'il  s'agisse  de  3a'x2Ô':îl  est  clair  qu'on  aura  3a'x2A'  =  6a'A*; 

2*.  Qu'il  s'agisse  de  5a^6^  x  3a'6,  on  aura  5a^6*x  3/2'A=  iS/ï'ô'; 

3**.  Qu'il  s'agisse  de  ya^ôWxS/ï'ô^,  on  aura 

'ja^^cd  X  Sa^be  =  35a^6Vcfe,  et  ainsi  de  suite. 

Avant  de  donner  la  règle,  ou  plutôt  les  règles  des  signes,  il  faut  montrer 
comment  il  faut  faire  la  multiplication  des  quantités  polynômes. 

26.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  a+b  par  c  :  c  est-à-dirc,  sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  rendre  a-f-6  un  nombre  de  fois  plus  grand  marqué 
par  c. 

11  est  clair  que,  pour  rendre  une  quantité  c  de  fois  plus  grande,  il  faut  que 
chacune  des  parties  qui  la  composent  soit  rendue  c  de  fois  plus  grande  ;  d'où 
il  suit  que,  dans  notre  exemple,  il  faudra  multiplier  chacun  des  termes  de 
a +6  par  c  :  ce  qui  donnera  ac+bc  au  produit. 

Il   est  évident  que,  si  le  multiplicande  se  composait  d'un  plus   grand 
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nombre  de  termes,  il  faudrait  multiplier  de  même  chacun  de  ses  termes  par 
c  ;  ainsi ,  par  exemple,  si  l'on  avait  a^  b  ^d  ^eh  multiplier  par  c,  on 
aurait  ac  -+- bc -f- de  -+-  ec  au  produit. 

Si  Ton  avait  à  muUiplier  a  -h  ô  par  c^d,  ce  qu'on  indiquerait  de  cette 
manière  :(a-+-ô)(c  +  df);  après  avoir  multiplie  a  +b  par  c ,  ce  qui  don- 
nerait ac"\-  bc;  il  est  évident  (n^  5o,arith.)  qu'il  faudrait  encore  multiplier 
a  H-  6  par  d,  ce  qui  donnerait  ad-^bd,  et  ajouter  ensuite  les  deux  produits; 
de  sorte  que  (  a  +  b)  (c  + J  ) ziz ac --{^ bc -{' ad  +  bd. 

11  est  clair  que,  si  le  multiplicateur  contenait  encore  un  terme,  il  faudrait 
imuUiplicr  encore  a^b  par  ce  troisième  terme,  et  ajouter  ensuite  ce  troi- 
sième produit  aux  deux  premiers,  et  ainsi  de  suite. 

II  résulte  de  là  que  ^  pour  Jaire  la  multiplication  des  quantités  polynômes , 
il  faut  multiplier  tous  les  termes  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  mul- 
tiplicateur, et  faire  ensuite  la  somme  de  tous  les  produits  partiels ,  pour  açoir 
le  produit  total. 

27.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  a  —  a  à  multiplier  par-f-  ô;  comme 
le  multiplicande  a  —  a  =  o,  il  faut  nécessairement  que  le  produit  soit  zéro; 
Mais  si  l'on  observe  que  le  multiplicande  se  compose  de  deux  termes,  on 
verra  qu'il  faut  multiplier  chacun  de  stt^  termes  par  6;. or,  le  premier  terme 
de  ce  multiplicande  étant  positif,  il  est  évident  que  le  produit  de  ce  premier 
terme  par  +  b  sera  4-  ab;  il  faudra  donc  que  le  produit  ab  du  second  terme 

—  a  par  +  6 ait  le  signe  —  pour  que  le  produit  total  soit  zéro  :  c'est-à-dire 
pour  que  ce  produit  soit  a^ — oÀ.Donc  un  terme  qui  a  le  signet  qui  multiplie 
un  autre  terme  qui  a  le  signe  —  donne  —  au  produit;  et  réciproque- 
ment, un  terme  qui  a  le  signe  —  qui  multiplie  un  autre  terme  qui  a  le  signe  + 
donne  —  au  produit. 

Supposons ,  en  second  lieu  ;  qu'il  faille  multiplier  a  —  a  par  —  b.  On 
observera  encore  que  le  multiplicande  est  zéro  et  qu'il  se  compose  de  deux 
termes  pour  cela  ;  par  conséquent  on  doit  multiplier  chacun  de  ses  tcrmcN» 
par  —  ô,  et  le  produit  devra  être  zéro;  or,  puisqu'un  terme  qui  a  le  signe  + 
multiplié  par  un  terme  qui  a  le  signe  —  donne  —  au  produit,  le  premier 
terme  +  a  du  multiplicande  multiplié  par  —  b  donnera  —  ab  a»  produit  ; 
il  faudra  donc  que  le  produit  ah  du  second  terme  —  ^^  du  multiplicande  par 

—  6  ait  le  signe  -+-  pour  détruire  le  premier  produit  —  ah;  d'où  il  suit 
qu'un  terme  qid  a  le  signe  —  midtiplié  par  un  autrp  terme  qui  a  aussi  le  signe 

—  dorme  -h  au  produit. 

On  est  dans  l'usage  d'énoncer  les  rèjgles  des  signes  que  nous  venons  de 
trouver ,  en  disant  que  : 

II 
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i^*  Plus  multiplié  par  plus  donne  plus; 

2^  Plus  multiplié  par  moins  donne  moins; 

3**.  Moins  multiplié  par  plus  donne  moins  ; 

4®.  Moins  multiplié  par  moins  donne  plus. 

Telles  sont  les  règles  élémentaires  de  la  multiplication  algébrique;  ap] 
quons-les  à  quelques  exemples. 

28.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  multiplier  «-+-6  par  a  +  6;  on  écrir; 
multiplicateur  sous  le  multiplicande  ainsi  qu'il  suit  : 

Multiplicande     a  -H  5 
Multiplicateur    a  -\- b 

(i).  ...     «*+    ûfô 
(2).  ...         +    «^ 


Produit  a'  4-  2^5  +  b' 

ensuite  on  multipliera  le  premier  terme  a  du  multiplicande  par  le  prem 
terme  a  du  multiplicateur ,  et ,  pour  cela ,  on  dira  :  +  a  par  +  a  donne  + 
qu'on  écrira  au  premier  produit  partiel  (i),  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessus  ;  p 
on  multipliera  le  second  terme  ^  b  du  multiplicande  par  le  premier  ter 
H-a  du  multiplicateur,  et  on  aura+  ab,  qu'on  écrira  à  la  suite  de  a^  ce  ( 
terminera  le  premier  produit  partiel  (i).  On  multipliera  le  premier  ter 
^  a  du  multiplicande  par  le  second  terme  -^  d  du  multiplicateur ,  ce  < 
donnera  -h  ab,  qu'on  écrira  au  second  produit  partiel  (2),  comme  on  le  1 
ci-dessus,  en  ayant  soin  d'écrire  ce  produit  4-  ab  sous  le  terme  sembla 
4-  ab  du  produit  (  i  )  ;  puis  on  multipliera  le  second  terme  +  6  du  multî[ 
cande  par  le  second  terme  H- 6  du  multiplicateur,  ce  qui  donnera  4-  i 
qu'on  écrira  à  la  suite  du  terme  +  /7i  du  second  produit  partiel  (2);  on  f 
ensuite  la  somme  des  deux  produits  partiels  (  i  ),  (2),  la  multiplication  s 
terminée,  et  on  aura  a^  H-  2aô  +6^  pour  le  produit  total. 

Remarquons ,  en  passant ,  que  le  produit  de  la  quantité  a+b  parelle-mêi 
c  e^t-à-dire  le  carré  de  a+6,  renfeime  le  carré  du  premier  terme  a,  f 
deux  fois  le  produit  des  deux  termes  a,  b ,  et  plus  le  carré  du  second  term 

2y.  Supposons,  pour  second  exemple,  qu'on  ait  a  —  6  à  multipliei^ 
û  —  ^;  on  CLvira  ces  deux  quantités  l'une  au-dessous  de  l'autre,  ainsi  qu 
le  voit  ci-âcssou3. 

a  —  B 
a  —  h 

(i).  ...  a*  —    ab 

(2).  ...       —    ab^b'' 


Produit       a*  —  ^ab  +  b* 
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et  ensuite  on  multipliera  les  deux  termes  a  —  ô  du  multiplicande  par  le  pre- 
mier terme  a  du  multiplicateur,  et,  en  observant  que  -+.  par  —  donne 

on  aura  pour  premier  produit  partiel  (  i  )  a^  _  ah.  On  multipliera  encore 
les  deux  termes  a  —  ô  du  multiplicande  par  le  second  terme  —  6  du  multi- 
plicateur, et  en  observant  que,  —  par  +  donne  — ,  et  —  par  —  donne  + 
on  aura  pour  second  et  dernier  produit  partiel  (  2  )  —  àb^b^^  qu'on  écrira 
sous  le  premier,  comme  on  le  voit  ci-dessus  ;  on  fera  la  somme  de  ces  deux 
produits  partiels  (  i  ) ,  (  2  ),  et  on  aura  a=*  —  lah  +  h^  pour  le  produit  de- 
mande. 

Remarquons  encore ,  en  passant,  que  le  produit  de  a  —  b  par  Iid-même ,  ou, 
en  d  autres  termes ,  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  est  égal  au 
caiTé  de  la  plus  grande  moins  2.  fois  le  produit  des  deux  quantités ,  et  plus  le 
carré  de  la  plus  petite  ;  de  sorte  qu'on  a(a  —  b)^  zzza^  —  2a6  4-62 

3o.  Pour  troisième  exemple,  supposons  qu'on  nous  demande  le  produit 
de  a  -f-  6  par  a  —  b;  on  écrira  ces  deux  quantités  Tune  au-dessous  de  l'autre 
comme  on  le  voit  ci^dessous. 

(i).  .  .  .  a'  +  fl^ 

(2).  .  .  •        —  ab  —  b* 


Produit        «•  —  b^ 

et  ensuite  on  multipliera  les  deux  termes  du  multiplicande  par  le  premier 
terme  a  du  multiplicateur  :  ce  qui  donnera  a^  4-  ab  pour  premier  produit 
partiel  (i);  puis  on  multipliera  encore  les  deux  termes  du  multiplicande  par 
le  second  terme  —  6  du  multiplicateur,  et  en  observant  que  —  par  4-  donne 
— ,  on  aura  —  ab  —  b^  au  second  produit  partiel  (  2  ).  On  fera  l'addition 
de  ces  deux  produits  partiels  (i)  et  (2),  et  on  aura  a^  —  b^  pour  produit 
total. 

Ainsi  la  somme  a +  6  de  deux  quantités  multipliée  par  leur  différence 
a — d  donne  au  produit  la  différence  a*  —  b^  des  carrés  de  ces  mêmes 
quantités.  De  sorte  que  (a  +  6)(a  —  ô)  =  a*  —  6^. 

3i.  Supposons,  pour  quatrième  exemple,   qu'il   s'agisse  de  multiplier 

3^2  —  t^ab  -h  26*  par  Sa^  4-  Zab  —  4^^;  on  écrira  encore  ces  deux  quantités 

l'une  au-dessous  de  l'autre  comme  on  le  voit  ci-dessous. 

3a*  —  4^54- ai» 
5a»4-3fli5— 4^» 


(i). .  .  i5a*  —  2oa^54- loa'iJ* 

(a)..  .  ^    Qà^b—iià'b*^   6aP 

(3), .  . —  iQa'^'^4"  ï6ab^  —  Sb^ 

Produit     1 5a^  —  iia^b—  1 4à^b^  4-  aaai^  —  8^5^ 


84  COUBS   DE  CONSTRUCTION. 

et  ensuite  on  multipliera  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier 
terme  5a^  du  multiplicateur,  et,  pour  cela,  on  commencera  par  le  premier 
terme  à  gauche  du  multiplicande,  et  on  dira  :  i*.  -H  par  -+-  donne  -+-  5  fois 
trois  qui  font  i5,  que  Ton  écrira  au  premier  terme  du  premier  produit  par- 
tiel (i);  puis  on  dira:  a^  par  a^  donne  a^,  qu'on  écrira  immédiatement 
après  le  coefficient  i5.  2®,  +  par  —  donne  —  5  fois  4  qui  font  —  20,  qu'on 
écrira  à  la  suite  et  vers  la  droite  du  terme  +  i5  o4;  puis  on  dira  :  a*  par  ah 
donne  a^h,  qu'on  écrira  immédiatement  après  le  coefficient  —  20.  3^  -+-  par 
-t-  donne  +  5  fois  2  qui  font  4-  lo,  qu'on  écrira  à  la  suite  et  vers  la  droite 
de  ce  qui  est  déjà  écrit  au  premier  produit  partiel  (1);  puis  on  dira  :  a*  par 
b^  donne  a^h^^  qu'on  écrira  immédiatement  après  le  coefficients  10,  et 
le  produit  partiel  (i)  sera  terminé. 

On  multipliera  ensuite  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  second 
terme,  +  3a6  du  multiplicateur,  en  commençant  toujours  par  le  premier 
terme  à  gauche  du  multiplicande,  et  en  se  conduisant  comme  nous  venons 
de  l'expliquer,  pour  avoir  le  premier  produit  partiel  (i),  on  aura  le  second 
produit  partiel  (2).  Enfin  on  multipliera  encore  tous  les  termes  du  multipli- 
cande par  le  troisième  terme  —  4^*  ^^  multiplicateur  (  en  commençant  tou- 
jours par  le  premier  terme  à  gauche  du  multiplicande  ),  et,  en  se  conduisant 
comme  nous  l'avons  expliqué  pour  avoir  le  premier  produit  partiel  (i),  on 
aura  le  troisième  produit  partiel  (3).  Si  le  multiplicateur  avait  un  plus  grand 
nombre  de  termes,  on  continuerait  d'opérer  de  la  même  manière,  jusqu'au 
dernier,  et  on  aurait  autant  de  produits  partiels  que  de  termes  dans  le  mul- 
tiplicateur. On  ferait  ensuite  la  somme  de  tous  ces  produits  partiels,  qui 
serait  le  produit  total. 

Voici  quelques  exemples  sur  lesquels  le  lecteur  pourra  s'exercer. 


icr.  EXEXPLS. 

2ia«  —  x^d'h  H-  28a<i5-  +  35a^P 

-t-  lù^àh  —  1 6a^5'  4-  Zia^h^  4-  4oa»^4 


2  ia«  +  loa^B  +  6a*i5'  +  6Sa^P  +.  34a'iJ*  —  1 4aP  —  51^ 
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a®.    EXEMPLE. 


a  —  b 

^«  +  a^b  +  a'**  H-  a'i»  +  a'**  +  ai* 
—  a**  —  a**'  —  «'*'  —  a'A*  —  ai*  - 

-*• 

a« 

Z*.    EXEMPLE. 

-i« 

a^b 
al  —  a^b  +  a^b'  —  a%^  ^  àb"  —  a'b^  -f-  ab^ 


4^.    EXEMPLE. 

/lA  —  cd 


àb^  +  fl^A  W  +  a'b'ed^  H-  o'A  V//'  -+-  fl'iV^/*  4-  abc'd^ 

—a^b^cd  —  a'^b^c^d^  —  a^^(?dP  —  a^D'c^d^  —  ab(^d^  —  ^d[' 

5*.    EXEMPLE. 

^a'b'cde  —  a'Ped'e^-^a^I^<?d^^  —  ahc'd^e''^c'd'e' 


6*.    EXEMPLE. 

Stf'^  —  4aZ;v  H-  3&W  —  4^^ 

5ûV  —  9*ahcd —  nh^cde 


—  4oû**"crf+  32û'iV//  —  îi4«/îVrf'  4-  'i'xahc^^ 

—  loa^Pcde-^   ^ab^c^de—    6Z?c'rf'tf4-    8^VV^ 

Gomme,  dans  cet  exemple,  tous  les  termes  des  produits  partiels  sont  dif- 
férens,  il  n*y  a  point  de  réduction  a  faire,  et  en  pareil  cas  on  laisse  le  produit 
sous  la  forme  qu^on  voit  ci-dessus ,  parce  qu^en  récrivant  en  une  seule  ligne 
il  deviendrait  trop  embarrassant. 
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De  la  Dmsion. 

32.  La  division  a  ici  pour  objet,  comme  en  arilhmélique,  de  trouver  une 
quantité  qu^on  appelle  quotient^  qui,  multipliée  par  une  quantité  donnée, 
qu^on  appelle  diçiseur^  donne  un  produit  égal  à  une  seconde  quantité  donnée 
qu*on  appelle  dUidende. 

Le  procédé  de  la  division  algébrique  comprend  quatre  règles  : 
1*".  ]^  règle  des  lettres;  2"".  celle  des  coefficiens;  3"".  celle  des  exposans;  et 
1^"*,  celle  des  signes. 

33.  Pour  découvrir  la  règle  des  lettres,  supposons,  par  exemple,  qu'il 
s^agisse  de  diviser  aérdf  par  ab^  le  dividende  sera  abcdy  et  le  diviseur  ah.  Or, 
puisque  le  quotient  multiplié  par  le  diviseur  doit  égaler  le  dividende,  il  est 
clair  que  le  quotient  doit  se  composer  de  tous  les  facteurs  qui  manquent  au 
diviseur  pour  égaler  le  dividende,  car  (n°.  23)  le  produit  de  deux  quantités 
se  compose  de  Tenscmble  de  tous  les  facteurs  du  multiplicande  et  de  tous 
ceux  du  multiplicateur;  mais  le  diviseur  se  compose  des  facteurs  a  et  6  et  le 
dividende  des  facteurs  /z,  &,  ^  et  £/;  le  quotient  se  composera  donc  des  fac- 
teurs c  et  c/,  c'est-à-dire  que  le  quotient  sera  cd.  Ainsi  — r —  =  cd. 

Si  l'on  avait  — r-r— le  quotient  serait  cicd^  de  sorte  que    ^  f  /==  acd. 

bej  ^  ^  bef 

De  là  résulte  que,  pour  avoir  les  facteurs  du  quotient,  il  faut  supprimer 
du  diçidende  fous  les /acteurs  qui  sont  au  diçiseur,  et  les  facteurs  restons  se-- 
ront  ceux  qui  composeront  le  quotient. 

Il  pourrait  arriver  que  le  diviseur  renfermât  des  facteurs  étrangers  au  divi- 
dende ;  dans  ce  cas  la  division  n'aurait  pas  lieu  exactement.  Ainsi,  par  exemple, 

si  l'on  avait  — ^,  tout  ce  qu'on  pourrait  faire  serait  de  supprimer  le  facteur 

a  dans  chaque  terme  de  la  division ,  ce  qui  ne  changerait  point  le  quotient 

hc 

(  n*.  55 ,  arith.  ) ,  et  il  viendrait  -^  ;  de  sorte  qu'on  ne  pourrait  avoir  le  quo- 
tient définitif,  exactement  ou  par  approximation,  qu'après  avoir  donné  des 
valeurs  particulières  aux  lettres  6,  c  et  d. 

34.  Pour  découvrir  la  règle  des  coefficiens,  supposons  qu'il  s'agisse  de 
diviser  \Sabcdefg^zvZbde\  s'il  n'y  avait  pas  de  coefficient,  le  quotient  serait 
acfg\  mais  comme  le  coefficient  3  du  diviseur  multiplié  par  celui  du  quotient 
doit  égaler  celui  i5  du  dividende,  il  est  évident  que  le  coefficient  du  quotient 
doit  être  le  quotient  arithmétique  5  du  coefficient  i5  du  dividende  divisé 
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par  celui  3  du  diviseur;  de  sorte  que  le  quolient  de  i^abcdefg  divisé  par  Zbde 
sera  oacfg  :  c  esl-a-dire  que  — -^^ —  =  bacjg.  Ainsi  le  coefficient  du  quo- 
tient est  toujours  égal  à  celui  du  diçidende  diçisé  par  celui  du  diçiseur. 

Le  coefficient  du  dividende  pourrait  ne  pas  être  exactement  divisible  par 
celui  du  diviseur  ;  dans  ce  cas  celui  du  quotient  serait  fractionnaire.  Ainsi , 

par  exemple,  si  Ton  avait  — -— -  ,  le  quotient  serait  -j-bc,  en  supprimant 

le  facteur  2  commun  aux  deux  coefficicns. 

35.  La  règle  des  exposans  consiste  à  retrancher  celui  du  diviseur  de  celui 

du  dividende  pour  avoir  celui  du  quolient.  En  effet,  si  Ton  avait  — j  ,  il  est 

clair,  d'après  la  règle  des  lettres  ou  des  facteurs,  que  le  quotient  se  compo- 
serait des  facteurs  du  dividende  après  en  avoir  supprimé  ceux  du  diviseur; 
or ,  dans  le  dividende  il  y  a  ^  fois  le  facteur  ^^  et  dans  le  diviseur  3  fois  ce 
même  facteur  a,  le  quotient  se  composera  donc  d'un  nombre  de  fois  le  fac- 
teur a  marqué  par  l'exposant  5  moins  l'exposant  3,  c'est-à-dire  par  2;  de 

sorte  que  —  =ia^'^^  =za^.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  principe  peut  encore  se  démontrer  de  cette  manière  :  puisque  le  produit 
du  quotient  par  le  diviseur  doit  égaler  le  dividende,  si  ce  dernier  est  a'",  m 
étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  si  le  diviseur  est  o",  n  étant 
comme  m,  le  quotient  sera  o'"-",  car  a"  X  a'"""  =  a""""-"  =  a"',  puis- 
que, par  la  multiplication,  les  exposans  s^ajoutent,  et  que  ti+to  —  n  =  m, 
à  cause  que  H-  n  détruit  —  n. 

36.  Il  suit  de  là  que  —  =  a'"*  =  a^  Car  a  est  censé  avoir  l'exposant 

I,  et  I  —  I  =0.  Mais  —  =  i,  car  toute  quantité  divisée  par  elle-même  donne 

l'unité  au  quotient;  donc  a''  =  i. 

Ainsi  la  puissance  zéro  d'une  quantité  quelconque  est  toujours  égale  à 
l'unité;  car  dans  a  on  peut  concevoir  un  polynôme  quelconque. 

37.  Il  suit  de  là  que  — ;-  =  — ;^  =  a''"""  =  o"";  c'est-à-dire  que  l'unité 
divisée  par  une  quantité  quelconque  donne  au  quotient  le  diviseur  avec  son 
exposant  pris  négativement.  De  sorte  que,  si  Ton  rencontre  — ;;-,  on  pourra 
prendre  a"",  et  réciproquement,  si  l'on  rencontre  a""  on  pourra  prendre 


a" 

1 

38.  Supposons  qu^on  ait  ■   _^  ,  on  pourra  mettre  cette  expression  sous 


a"  « 


la  forme  — ^r;^  =  a"*"  =  a%  car  a'  =  i ,  et — n  par  soustraction  donne+w. 
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Ainsi,  si  Ton  rencontre  ■  _^   on  pourra  prendre  a",  et  réciproquement,  si 

I 
Ton  rencontre  a«,  on  pourra  prendre  — ^^^^ 

3g.  II  nous  reste  h  expliquer  la  règle  ou  plutôt  les  règles  des  signes. 

1*.  Supposons  que  le  dividende  et  le  diviseur  aient  le  signe -i-,  le  produit 
du  quotient  par  le  diviseur  devra  avoir  le  signe  +,  puisque  le  dividende  a  le 
signe  +;  mais  le  diviseur  a  le  signe  H-,  done,  pour  que  le  produit  du  quotient 
par  le  diviseur  ait  le  signe  4-  il  faut  que  le  quotient  ait  le  signe  -t-. 

2*.  Supposons  que  le  dividende  ait  le  signe  H-  et  le  diviseur  le  signe  — ;  il 
faudra  que  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  ait  le  signe  +;  mais  le  divi- 
seur a  le  signe  — ,  il  faudra  donc  que  le  quotient  ait  aussi  le  signe  — ,  puisr 
que  —  par  —  donne  -i-, 

3*.  Supposons  que  le  dividende  ait  le  signe  —  et  que  le  diviseur  ait  le  signe 
tH;  le  quotient  aura  le  signe  — ;  car  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur 
doit  avoir  le  signe  —  ;  mais  le  diviseur  a  le  signe  4-;  donc  le  quotient  devra 
avoir  le  signe  — ,  puisque  4-  par  —  donne  — • 

4^.  Enfin,  supposons  que  le  dividende  et  le  diviseur  aient  le  signe  — ;  le 
quotient  devra  avoir  le  signe  H-,  car  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur 
doit  avoir  le  signe — ,  et  le  diviseur  a  le  signe  —  ;  donc  le  quotient  doit  avoir 
le  signe  -+-^  puisque  4-  par  > —  donne  — . 

On  énonce  ces  quatre  règles  en  disant  : 

1%  Plus  divisé  par  plus  donne  plus  au  quotient; 

2*.  Plus  divisé  par  moins  donne  moins  au  quotient; 

3^.  Moins  divisé  par  plus  donne  plus  au  quotient  ; 

4**  Moins  divisé  par  moins  donne  plus  au  quotient; 

Passons  actuellement  à  la  division  des  quantités  polynômes; 

40.  Supposons  qu'on  ait  a  ^  4-  2ab  4-  6  *  à  diviser  par  a  4-  b. 

On  disposera  ces  deux  quantités  comme ^s^il  s^agissait  de  diviser  deux 
nombres,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous. 


—   O" —    ab 


(1) ab  -^  b 

—    ab  —  b 


a 


en  ayant  soin  d'ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à  la  même 
lettre ,  par  rapport  à  la  lettre  a,  par  exemple,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessus. 

Ordonner  une  quantité  par  rapport  à  une  lettre ,  c'est  écrire  cette  quantité 
de  manière  que  son  premier  terme  à  gauche  renferme  cette  lettre  à  sa  plus 
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haute  puissance  ;  son  second  terme ,  la  même  lettre  à  la  puissance 
immédiatement  inférieure ,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  termes. 

Ordonner  ainsi  le  dividende  et  le  diviseur,  par  rapport  h  la  même  lettre, 
n'est  pas  une  chose  absolument  indispensable,  mais  elle  rend  la  division  in- 
comparablement plus  facile. 

Ayant  écrit  le  dividende  et  le  diviseur,  comme  il  vient  d'être  dit,  on  pro- 
cédera à  la  division  ainsi  qu'il  suit  : 

On  divisera  le  premier  terme  4-  a»  du  dividende  par  le  premier  terme 
^-  a  du  diviseur  (  n^  35),  ce  qui  donnera  -f-  a  au  quotient.  Ayant  écrit  a  au 
quotient,  on  multipliera  le  diviseur  tout  entier  par  a)  ce  qui  donnera 
a^-hah  au  produit.  On  retranchera  ce  produit  du  dividende,  ce  qu'on  fera 
en  écrivant  ce  produit  sous  le  dividende  avec  des  signes  contraires,  ainsi  qu'on 
le  voit  ci-dessus;  on  fera  ensuite  les  réductions,  et  on  aura  le  premier  reste 
marqué  (i).  On  divisera  le  premier  terme  ab  de  ce  premier  reste  par  le  pre- 
mier terme  a  du  diviseur,  ce  qui  donnera  +  6  qu'on  écrira  au  quotient;  on 
multipliera  le  diviseur  tout  entier  par  le  terme  +  &  du  quotient,  ce  qui  don- 
nera ab  +  b^  au  produit.  On  retranchera  ce  produit  du  reste  (i),  ce  qu'on 
fera  en  écrivant  ce  produit  sous  ce  reste  (i)  avec  des  signes  contraires,  et  en 
faisant  ensuite  les  réductions ,  on  trouvera  o  pour  reste  ;  ainsi  le  quotient 

sera  a  4-6  ;  de  sorte  que =  «  4-  6. 

En  faisant  le  produit  du  diviseur  par  chaque  terme  du  quotient,  on  peut 
de  suite  écrire  ce  produit  sous  le  dividende,  en  ayant  soin  de  changer  le  signe 
de  chaque  terme  du  produit  à  mesure  qu'on  l'obtient.  C'est  ainsi  que  nous 
allons  nous  conduire  dans  l'exemple  suivant. 

Supposons  qu'on  demande  le  quotient  de 
i5a4 —  iia^b —  i^a^b^  +  nnab^  —  864  divisé  par  3o* —  4^64-26*; 

On  écrira  ces  deux  nombres  comme  à  l'ordinaire,  ainsi  qu'on  le  voit 
ci-dessous  : 


—  1 5a^  -+-  noà^B  —  I  oa*3* 
(i)  .  .  .  .  4-   g(^6  —  24a^b^  +  ^2aP~SB^ 


3a'  —  4^  +  ^^* 
5a*  4-  3a5  —  4^' 


(a)  .  .  .  .  —  iiarù^^ i6ab^  —  Slf^ 


et  ensuite  on  divisera  le  premier  terme   1 5a  4  du  dividende  par  le  premier 
terme  3a ^  du  diviseur,  ce  qui  donnera  5a^  à  écrire  au  quotient.  On  multir 
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pliera  le  diviseur  tout  entier  par  ce  premier  terme  5a ^  du  quotient,   en 
disant  :  +5a^  par 4-3a*  donne -t- i5a4,  cequi,  par  soustraction,  devient 
—  i5a4  qu'on  écrira  sous  le  premier  terme  i5ûJ4  du  dividende;  puis  4- 5a» 
par — 4a6  donne  —  2oa^b,  ce  qui,  par  soustraction ,  devient  4-  2oa3ô  qu'on 
écrira  sous  le  second  terme — iia^ 6  du  dividende;  puis -f- 5a*  par-t-2Ô* 
donne  +  loa^ô*,  ce  qui,  par  soustraction ,  donne  — -  loa^ô*,  qu'on  écrira 
sous  le  troisième  torme  —  x/^a^  b^  :  on  fera  ensuite  les  réductions,  et  on  aura 
le  premier  reste  (i).  Puis,  on  divisera  le  premier  terme  -t-ga^  A  de  ce  premier 
reste  (i)  par  le  premier  terme -i-  Sa^  du  diviseur,  ce  qui  donnera  +  oab  a 
écrire  à  la  suite  du  quotient  déjà  trouve  ;  on  multipliera  tout  le  diviseur 
par  ce  nouveau  terme +  3a6  du  quotient,  et  on  écrira  le  produit  sous  le 
reste  (i)»à  mesure  qu'on  l'obtiendra,  en  se  conduisant  comme  on  vient  de  le 
dire  pour  le  premier  détail  de  l'opération  :  en  faisant  ensuite  les  réductions, 
on  aura  le  second  reste (2).  Enfin,  on  divisera  le  premier  terme  —  12a»  A*  du 
reste  (2)  par  le  premier  terme  +  3a ^  du  diviseur,  ce  qui  donnera — 4^»  à 
écrira  à  la  suite  du  quotient  déjà  trouvé;  on  multipliera  tout  le  diviseur  par 
ce  terme  —  !^b-  du  quotient  ;  on  écrira ,  comme  ci-dessus,  le  produit  sous 
le  reste  (2) ,  et,  après  avoir  fait  les  réductions,  le  reste  sera  zéro,  et  le  quo- 
tient 5a  *  4-  3a6  —  l^b  ». 

4i.  Si  l'on  proposait  de  trouver  le  quotient  de  25a^  —  noa'^b^c  4- 
i5a^bc^d — noa^r'hl^ — /^oa^b-cd^32a-b^r^cl—2/^ab'^c'^d^+32ab^c^d^ — 
loa^b^cde-f-Sab^c^de  —  Gb^c^d^e-^-Sb^c^d^e ,  par  iîa^  —  ^ahc-i^'ibcd 
—  /^c^d^y  on  s'y  prendrait  comme  dans  l'oxemple  précédent  ;  mais  en  ordon- 
nant le  dividende ,  on  aurait  l'attention  de  mettre  sur  les  mêmes  colonnes 
verticales  tous  les  termes  qui  renfermant  les  me' mes  puissances  de  a,  ainsi 
qu'on  le  voit  ci-dessous: 

—  ioa'iWj4-32rt-^^c"rf-h  32aù'c^d'^8ù''c^(Pc 


—  aoflVW^  -f-   iab'c'dc 


— i^a  ^^loa'b^c     — l5a-bc,.d 

-20rtW/^ 


5a*  —  Sab'^cd —  2b'cd^ 


(i).. . .  —4oa^b^cd—  loa^b'cde^'iià'b^c'd  —  i^aPc^d"^ — GbVd^e 

Ziab^-c^d^^U^c'd^c 
iab^c^dc 


4-4oaiivrf  —  Zia-b^Cd-^-  ^^ab'c'd^ 

—  Ziab^c^d^ 


(ti) —loa'b'cde  4-  8ab^c^dc—6Pc'd'c 

^Sb^c^d^c 
+  iod^b^cde  —   iab^c^dc  +  6Pc\l'e 
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et  ensuite  on  diviserait  le  premier  terme  25a^  du  dividende  par  le  premier 
terme  5a^  du  diviseur,  ce  qui  donnerait  5a^  à  écrire  au  quotient.  On  multi- 
plierait tout  le  diviseur  par  ce  terme  5a'  du  quotient,  on  écrirait  le  produit  sous 
le  dividende  (en  ayant  Tattention  de  changer  les  signes  de  ce  produit  et  de 
placer  ses  termes  respectivement  sous  les  termes  du  dividende  qui  renferment 
les  mêmes  puissances  de  a,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessus  ) ,  et  on  aurait  le 
reste  (i),  après  avoir  fait  les  réductions.  On  continuerait  d'opérer  de  la  même 
manière,  on  trouverait  successivement  les  termes  —  Sab^cd  et — 2,b^cde  du 
quotient ,  et  les  restes  (2)  et  o. 

En  écrivant  ainsi  sous  les  mêmes  colonnes,  dans  le  dividende,  les  termes 
qui  renferment  les  mêmes  puissances  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on 
ordonne  les  deux  termes  de  la  division,  les  réductions  deviennent  plus  faciles 
à  voir,  et  on  risque  moins  de  se  tromper. 

Tant  que  la  division  pourra  se  faire  exactement ,  je  crois  ce  qui  précède 
suffisant  pour  faire  entendre  le  procédé  de  la  division.  Nous  verrons,  en  par- 
lant des  fractions  algébriques,  ce  qu'il  y  a  à  faire  dans  le  cas  où  la  division  ne. 
peut  pas  avoir  lieu  sans  reste.  Voici  quelques  exemples  sur  lesquels  le  lecteur 
pourra  s'exercer. 


I®'.   EXEMPLE. 

—aia*— 24a5M-  6a4AM-  3û^*^ 


3a^— 2fl'A4-4û*'4-5^ 


1  «'.reste.— 1 4^5^-1 2fl<i»-|-7 1  a3^-4-34a*£*—  1 4^*^— 5^5* 

a*,  reste -^^^a^b^-^'jà^P+Z'xa^b^^i^aE^—^b^ 

3«,  reste.  . -i-35a^^+4oa*^— lOûiS*— 5*^ 


a«.    EXEMPLE. 


«^ +.  û^^  4- «^^' +  «'^ -+- a^  +  ^^ 


i«'.  reste •+-  a^b  —  i^ 

a«.  reste. a^b*  —  b^ 

—  a^B^  +  c^P 

3«.  reste.  .••..•       f^P  —  P^ 
4*.  reste,  »••...       a^P-^h^ 

5«.  reste aP  —  P 

^aPJ^P 


k 


'.  reste., 
reste.  * 
reste.  . 
reste.  . 
reste.  . 
reaie.  , 
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3*.    SZEHPLS. 


. .  —M+l' 

-t-afS  +  afl- 

.  .         a'Il  +  Ùi 
—  à'B'  —  a-ls 

.  .  —a•6>-^-L1 

—  aV  —  l^ 

fl<^4_cWt 


—  o^iVa^ft'crfl  <r'£'4-a'£vrf+aic*<^H 


'.  reste <^&cd—édS 

.  reste a^è'c'd'  —  c*d* 

.  reste a^'^tP  —  c*d* 


5',  fiZEHPLB. 

^         5  js      10^+  cd 

ler,  reste — a^B'cd-i-c^cP 

a*,  reste ^Pc-'d'-\-c'i^ 

—  d^Pe'd'  —  a'B'c^d' 

3".  reste — a-iVi^  +  c*^ 

-heU-b't^iP-i-aBc^di 

4'.  reste.  ■ -+-aicW^-|-<:*<^ 

~abc^d*~t^d'' 
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42.  Pour  faire  la  preuve  de  la  division,  on  multipliera  le  diviseur  par  le 
quotient,  et  si  le  produit  égale  le  dividende,  la  division  sera  bien  faite. 

Réciproquement,  pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication,  on  divisera  le 
produit  par  Tun  des  facteurs  :  si  le  quotient  est  égal  à  l'autre  facteur,  la  mul* 
tiplication  sera  bien  faite. 

4"".    LEÇON. 

Des  Fractions. 

On  pourrait  considérer  les  fractions  algébriques  sous  le  même  point  de 
Tuequc  les  fractions  arithmétiques,  c'est-à-dire  supposer  une  unité  quelconque 
divisée  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  et  qu'on  a  pris  un  certain 
nombre  de  ces  parties  ;  mais  il  est  plus  général,  et  par  conséquent  plus  con- 
venable de  les  envisager  comme  étant  des  divisions  indiquées,  dont  le  divi- 
dende serait  le  numérateur,  et  le  diviseur  le  dénominateur.  C'est  sous  ce  point 
de  vue  que  nous  les  considérerons. 

43.  Nous  avons  vu  (n"".  62,  arith.)  i^  qu'une  fraction  devenait  autant  de  fois 
plus  grande  ou  autant  de  fois  plus  petite  que  son  numérateur  est  de  fois  plus 
grand  ou  plus  petit  ;  2^  qu'une  fraction  devenait  d'autant  de  fois  plus  petite  que 
son  dénominateur  était  de  fois  plus  grand,  et  autant  de  fois  plus  grande  que 
son  dénominateur  était  plus  petit;  3®.  qu^une  fraction  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  multiplie  ou  qu'on  divise  ses  deux  termes  par  le  même  nombre.  Il  en 
est  de  même  des  fractions  algébriques,  et  par  les  mâmes  raisons.  Nous  nous 
dispenserons  de  répéter  les  démonstrations  que  nous  en  avons  données  au 
numéro  cité  ci-dessus ,  quoiqu'il  s'agisse  ici  de  quantités  indéterminées;  car, 
quoiqu^en  arithmétique  nous  ayons  raisonné  sur  des  quantités  déterminées,  il 
est  évident  que  ces  raisonnemens  sont  applicables  à  des  quantités  quelconques. 

Les  fractions  algébriques  donnent  lieu  aux  opérations  suivantes  : 

i"".  Faire,  autant  que  possible,  la  division  indiquée  par  une  fraction,  ce 
qui  est  analogue  à  tirer  les  entiers  contenus  dans  une  fraction. 

2^  Soumettre  à  un  dénominateur  donné  une  quantité  quelconque  qui  n'a  pas 
de  dénominateur,  ce  qui  est  analogue  à  la  conversion  des  entiers  en  fraction. 

3®.  Réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

4''.  Mettre  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur; 

5*.  Faire  la  somme  de  plusieurs  fractions. 

6"*.  Retrancher  une  fraction  d'une  autre. 

7*.  Multiplier  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  fractions  entre  elles. 

Et  S"",  diviser  deux  fractions  l'une  par  l'autre. 
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Faire ,  auUmi  qœ  possible ,  la  diçision  indiquée  par  une  fraction: 

44.  Supposons  qu'on  ait  la  fraction -^^r —  ;  on  divisera  le  numérateur 

3a' — l^ab  par  le  dénominateur  a+69  comme  à  Tordinairei  ainsi  qu'on  le 
Yoit  ci-dessous  : 

—  3fl'  —  ZaB 


Za  —  'jB 


—  'jaB 

+  'jaB  +  7A* 


7^ 

et  on  parviendra  au  quotient  3a —  76  et  au  reste  4-  76*.  Comme  ce  reste  76' 
ne  contient  plus  la  quantité  a  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux 
termes  de  la  division,  on  ne  peut  plus  continuer  la  division  sans  passer  à  des 
termes  fractionnaires  dans  le  quotient ,  ce  qui  n'est  pas  toujours  convenable. 
Ainsi,  la  division  se  terminera  là,  et  on  mettra  le  reste  ^  76'  sous  la  forme 
de  fraction,  en  mettant  +  76*  21U  numérateur,  et  le  diviseur  a  +  &  au  déno*^ 

mmateur  ;  de  sorte  qu  on  aura  — '^rzx —  =  ^«  —  76  H ipr  • 

Supposons,  pour  second  exemple,  quon  ait  — — i^— — ,     .>J^  — ;  on 

divisera  encore  le  numérateur  par  le  dénominateur  comme  à  l'ordinaire , 
ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 


4a*  H-    5a'i—    /iaB'^'jB^ 
—  40^4- 36a'i— 12^5" 


4a  +4^^ 


—  4 1  o'i  H-  369»^'  —  1 23i* 


et  on  parviendra  au  quotient  4^+4'^*  ^^  ^^  reste  353a6*'^  1 16&'. 

Comme  ce  reste  ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  lettre  a  par 
rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux  termes  de  la  division,  et  que  cette 
même  lettre  se  trouve  à  la  seconde  puissance  dans  le  diviseur,  la  division  se 
termine  là ,  parce  que ,  pour  la  continuer ,  il  faudrait  passer  à  des  termes  frac- 
tionnaires dans  le  diviseur.  En  mettant  ce  reste  sous  la  forme  de  fraction 
comme  dans  le  premier  exemple,  on  aura 


4a' -Ir  5a*£  —  4a^*  4- 7**  ,      .    /    r    .      3î 


353ai'— 116^ 


a^  —  QaB  +  W  t      «    T  a«_gai_|_33. 
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Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  voir  comment  il  faudrait  opérer 
dans  tout  autre. 

Il  est  important  de  remarquer  que,  quand  le  quotient  de  deux  quantités  ne 
peut  s^ obtenir  exactement,  on  arrive  à  un  reste  dans  lequel  la  lettre  par  rap- 
port à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux  termes  de  la  division  a  disparu,  ou  se 
trouve  à  un  exposant  moindre  que  dans  le  diviseur,  et  alors  l'opération 
est  terminée ,  après  avoir  mis  ce  reste  sous  la  forme  de  fraction  à  la  suite 
du  quotient. 

Mettre  une  quantité,  qui  na  pas  de  dénominateur,   sous  la  J orme  â^une 

fraction. 

45.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  mettre  sous  la  forme 
fractionnaire  la  quantité  a^  4- 3a6 -t- 4^^^  jont  le  dénominateur  serait 
3a  —  26. 

Il  est  clair  qu'il  s'agit  ici  de  trouver  un  certain  dividende  tel,  qu'étant  di- 
visé par  le  diviseur  3a  —  26  donne  le  quotient  a*  4-  3a6  4-  4^*.  Or  le  divi- 
dende est  toujours  égal  au  quotient  X  parle  diviseur  :1e  numérateur  de  la  frac- 
tion demandée  sera  donc  égal  au  produit  de  la  quantité  donnée  a2+3a6+4^^ 
par  le  dénominateur  donné  3a  —  26.  On  fera  donc  cette  multiplication 
comme  à  l'ordinaire,  et  on  aura  le  produit  Za"^  +  ^a^h -+-  ^ah^  —  Sô^^  au- 
quel on  donnera  le  dénominateur  3a  —  26,  et  on  aura 

^-r 7 ,  pour  la  fraction  demandée  ;  de  sorte  que 

a»  -f.  Zah  +  Lb^  —  -^ 7 • 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'on  veuille  mettre  la  quantité 

ria^  —  La^h  —  ^ah^  +■  363  4-  -_- — _-— sous  la  forme  d'une  seule  fraction. 

Dans  ce  cas  il  est  évident  qu'il  faudra  multiplier  la  partie  de  cette  quantité 
qui  n'a  pas  de  dénominateur  par  le  dénominateur  de  la  partie  fractionnaire, 
ce  qui  donnera  le  produit  ioa46  —  :i^a^h^ — i3a^63-l- 3oa64 — ^h^j 
auquel  on  ajoutera  le  numérateur  a^ — 36^,  et  on  aura 

^  .  '     , ^ — 1 pour  la  fraction  demandée. 

Réduction  des  Fractions  à  leurs  plus  simples  expressions. 

46.  Il  y  a  deux  méthodes  pour  réduire  les  fractions  algébriques  à  leurs  plus 
simples  expressions  :  la  première,  qui  est  la  plus  générale,  consiste  à  trouver 
le  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  termes  de  la  fraction ,  comme  nous 
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Tavons  expliqué  en  arilhmctique  ;  mais  ce  procède  est  extrêmement  long  en 
algèbre,  et  n'est  guère  nécessaire  que  dans  Télimination  des  inconnues  des 
équations  des  degrés  supérieurs,  équations  dont  nous  ne  traiterons  pas  dans 
cet  ouvrage.  Nous  ne  parlerons  donc  point  de  la  méthode  du  plus  grand  divi- 
seur commun,  puisque  cette  méthode  n'est  pas  absolument  .nécessaire ,  et 
qu'elle  est  très-compliquée. 

La  seconde  méthode  consiste  à  discerner  à  l'œil,  d'après  certaines  formes 
connues,  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de  la  fraction,  c'est-à-dire 
que  cette  méthode  consiste  à  décomposer  chaque  terme  de  la  fraction  en  ses 
facteurs  simples. 

Pour  décomposer  une  quantité  algébrique  en  ses  facteurs  simples,  il  faut 
avoir  présentes  à  l'esprit  les  remarques  que  nous  avons  faites  aux  n^,  28 ,  29 
et  3o ,  et  joindre,  à  ces  remarques,  les  propositions  suivantes  : 

47.  Si  l'on  multiplie  a^^7.ab-^b^^  qui  est  le  carré  de  a+6,  ou  (a 4- 6)'; 
par  a  +  6,  on  aura  a^  4-  3a^  6  4-  3a6*  -+-  6^  qui  sera  le  cube  de  oH-6,  ^esi- 
à-dire  que  (aH-6)3  =  a3  +  3a26  +  3a62-^^3j  jg  sorte  que  quand  nous 

trouverons  a^-^-Za^b^Zab^^b^  nous  pourrons  mettre  à  la  place  (a4-6)3, 
ou  (a4-6)(a4-6)(a^-6). 

De  même ,  si  l'on  multiplie  a^  —  7,ab  H-  6^  qui  est  le  carré  de  a —  b,  ou 
(/ï  —  6)2,  par  a  —  b,  on  aura  a^  —  Sa^ô  -*-  3flô^  —  6^^  qui  sera  le  cube  dç 
«  —  b,  c'est-à-dire  que  {a  —  b)^z:^a^  —  Za^b^Znh^  —  A3;  de  sorte  que 
quand  nous  trouverons  a^  —  Za^b  +  Zab^  —  b^^  nous  pourrons  mettre 
(a  —  6)3,  ou  (a  —  6)  (a  —  *)(«  —  b).  Plus  tard  nous  pousserons  plus 
loin  les  puissances  successives  des  binômes  a-\-  b  qI  a  —  b. 

48.  Maintenant,  je  dis  que  la  quantité  a" —  6"  (/j  étant  un  nombre  entier 
quelconque  )  sera  toujours  divisible  par  a  —  6. 

En  effet,  effectuons  la  division,  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


/i"  —  ô" 


a^b 


a»-»4-^rt"-'4-6'fl"-3^^;j^/i-4^6^a"-* 4-^''* 


^fl"~*  — b"" !«'.  reste. 


^a^— a  —  ^» 2«.  reste. 


^3^11—3  —  ^n 3*.  reste. 


b^oT-^  —  6".  .  .  .  .    4«.  reste. 


ft— «a  — ô".  .  .  .  ("-')—.  reste. 
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Pour  faire  cette  division ,  on  dira  :  a"  divise  par  a  donne  a"'"','  car  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  dtant  a ,  pour  avoir  le  premier  terme  a""  du  quotient, 
il  suffira  d^ôter  une  unité  de  Texposant  n  du  premier  terme  a"  du  dividende. 
Ayant  trouvé  le  premier  terme  a"*"'  du  quotient,  on  le  multipliera  par  le  di- 
viseur, et  on  retranchera  le  produit  du  dividende  comme  à  Tordinaire,  en 
faisant  attention  que  le  produit  de  a  par  a"^'  est  a%  et  on  aura  le  premier 
reste  ôa""'  —  6".  On  divisera  le  premier  terme  de  ce  reste  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  et  on  aura  le  second  terme  ha!"^;  ce  terme  du  quotient 
conduira  au  second  reste ,  lequel  reste  conduira  au  troisième  terme  6^a"~^  du 
quotient;  ce  troisième  terme  du  quotient  donnera  lieu  au  troisième  reste , 
qui  conduira  au  quatrième  terme  h^a'"'^  du  quotient,  et  ainsi  de  suite  pour 
les  restes  et  les  termes  successifs  du  quotient. 

Dans  les  restes  successifs ,  on  voit  que  les  exposans  de  a  vont  en  diminuant 
d^une  unité,  et  ceux  de  6. vont  au  contraire  en  augmentant  de  la  mc^me  quan- 
tité. Par  conséquent  au  (n  —  i  )"". reste,  la  lettre  a  sera  à  la  première  puis- 
sance ,  et  la  lettre  6  à  la  puissance  n  —  i  :  en  divisant  ce  reste  par  le  pre^ 
mîer  terme  du  quotient  qui  est  a,  le  quotient  sera  A"""';  en  multipliant  ce 
quotient  6""'  parle  diviseur,  et  en  retranchant  le  produit  du  (/i —  i)»«. 
reste,  il  ne  restera  plus  rien;  donc  la  division  de  a"  —  Ir  par  a — b  aura  lieu 
quel  que  soit  l'exposant  n,  pourvu  qu'il  soit  un  nombre  entier  positif . 

Comme  les  restes  successifs  ont  tous  leurs  premiers  termes  positifs,  il  est 

clair  que  tous  les  termes  du  quotient  doivent  nécessairement  avoir  le  signe -t-. 

Il  est  évident  aussi  que  la  loi  des  exposans  dans  le  quotient  doit  être  la  même 

que  celle  des  restes  successifs. 

a*»  —  i» 
Ainsi  lorsque  nous  rencontrerons  — — ^ — ;  nous  pourrons  mettre  à  la 

place  a"-*  4-60"-'  -f-  6"a^-^ +  A''-'a-^6"-»;  et  réciproquement, 

lorsque  nous  rencontrerons  a""*  +  6a""*-t-  6"a"-^ 4-0""*,  nous  pour- 

rons  mettre  a  la  place  >     _  ,    : 

49.  On  démontrerait,  par  un  raisonnement  semblable,  et  en  ayant  égard 
aux  signes , 

I*.  Que  a"  —  6'  est  toujours  divisible  par  a  4-  6,  pourvu  que  Tcxposant  n 
soit  un  nombre  pair  entier  et  positif  ,    et  on  ferait  voir  que  le  quotient  serait 

de  la  forme --7-  iria"""'  —  bar^* -{- b^aT"^  :....4-  ô'-'a  —  6-~\  de  sorte 

que  Ton  pourra  prendre  Tune  de  ces  expressions  à  la  place  de  Tautre. 

a*.  Que  «'•  +  6'*  est  toujours  divisible  par  a  +  A,  pourvu  que  Toxposant 
n  soit  un  nombre  impair  entier  et  positifs  et  ou  ferait  voir  que  le  quotient 

i3 
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û" 


aurait  la  forme  — -^—r-  z=a'*-*  —  6a''-*  +  i'a'—^  — 63a'-4._.  .   ô"- ^ .  de 

manière  qu'on  pourra  prendre  Tune  de  ces  expressions  pour  Tautre. 

3^.  Il  ne  faudrait  pas  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si  Ton  avait  a*+'b^  on 
pût  diviser  cette  quantité  par  a  —  b;  car  cette  division  ne  peut  jamais  avoir 
lieu  exactement,  quel  que  soit  Texposant  n,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par 
des  exemples  particuliers,  en  donnant  à  /z  la  valeur  qu'on  voudra.  Gela  tient 
à  ce  que  tous  les  termes  du  quotient  ayant  le  signe  +,  le  dernier  terme  de  ce 
quotient  étant  4-  ô'*""* ,  en  multipliant  ce  terme  par  le  dernier  terme  — A  du 
diviseur,  on  aura  — 6",  qui ,  par  soustraction,  donnera  h- ô",  et,  par  consé- 
quent, au  lieu  de  détruire  le  dernier  terme  6"  du  dividende,  ce  produit  —  é" 
s'ajoutera  à  ce  terme  6"  de  l'avant  dernier  reste,  et  on  aura  pour  dernier 
reste  26",  sans  pouvoir  continuer  la  division,  puisque  la  lettre  a  aura  dis- 
paru. A  mesure  que  nous  avancerons,  nous  verrons  de  nouveaux  clémens 
de  décomposition. 

Passons  maintenant  à  la  réduction  de  quelques  fractions  à  leur  plus  simple 
expression. 

5o.  Supposons,  pour  premier  exemple,  la  fraction  monôme    ^  ;  on 

iiaca 

voit  que  les  deux  cocfficiens  ont  3  pour  facteur  commun,  et  que  les  facteurs  ac 
sont  communs  aux  deux  termes  de  la  fraction  :  on  supprimera  donc  ces  facteurs 

communs,  et  la  fraction  proposée ;-  = — rr-. 

*       '^  i2acd  4»  a    i_       y         7, 

Si ,  pour  second  exemple ,  on  avait  la  fraction  polynôme   ^  ^^  "J* — , 


comme  le  numérateur  a^  +  2ab  ^  b^z=(^a  +  b)^^  ou  (a +  6)  (a -|- A),  et 
que  le  dénominateur  a^  —  b^  =  Ça-\-b)  (^a  —  6),  la  fraction   proposée 

r =  -7 — .    , ,    rr  ?  et  on  verra  que  a  +  6  est  facteur  corn- 
ai —  i5^                 {a'^b)   [a  —  ^)'  ^ 

mun  aux  deux  termes  de  la  fraction  :  en  supprimant  donc  ce  facteur  corn- 
mun ,  on  aura ; =  — —^ . 

Soit,  pour  troisième  exemple,  la  fraction ^ > ;  le  numérateur 

est  égal  a  (a  —  6)^,  ou  (a  —  b)  (a  —  i),  et  le  dénominateur  à  (a4-&) 

(a  —  ô  )  ;  de  sorte  que  la  fraction  proposée  ^ — =-^ =4-^ A  \ 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  termes  de  cette  fraction  ont  le  facteur  commua 

1  ,  .         .  ,  a*  —  o.ah  +  i'  a  —  b 

«  —  6 ;  en  le  supprimant,  on  aura  donc , ,, = 7-. 

Supposons,  pour  quatrième  exemple,  qu'il  s'agisse  de  la  fraction  o  a  ~  o/^  î 
le  numérateur  a4—  Ô4  =  (a— ô)  (^a^ '\- a'^b ->r  ab^ -\' b^\...  (a);  mais 


f 
^ 
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en  peut  mctlrc  û'+.tf6  +  ah"  +  6\  sous  la  forme  tf(a4.6)  +  i»(a4-ô), 
car  les  deux  premiers  termes  a'  +  a'6  =  a»  (a  +  ô),  et  les  deux  derniers 
aô'  +  &^  =  6*(a4-6)^donca'  +  tf6  +  a6'  +  6'  =  a'(/H-6)+6'(a  +  6). 
Celte  dernière  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme  (tf  -h  6")  (  a  +  6  ) , 
à  cause  du  facteur  commun  a  +  6  qu'on  voit  dans  les  deux  termes  de  cette 
quantité  ;  on  aura  donc  tf  +  cCb^aV  +  6^  =  (o'  +  6')  (o"+-6),;et  par  con- 
séquent,  en   vertu  de  Tcgalité    {a)  ci-dessus,    on  aura  : 

a*  — 6^  =  (a*  +  ô')(o  +  6)(fl  — 6) :     (6). 

Dans  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée,  on  voit  le  facteur  commun 
3A,  et  par  conséquent  ce  dénominateur  Zab  —  36'  =  36  (  a  —  A).  .  .  .  {c)x 
en  mettant  donc  la  quantité  (6)  au  numérateur,  et  la  quantité  (c)  au  dé- 

nommateur  de  la  fraction  proposée,  onaura^^^_^^,  =  -^ — U(a~bS ' 

et  alors  on  verra  que  cette  fraction  renferme  le  facteur  commun  a  —  b 
dans  ses  deux  termes  :  en  supprimant  donc  ce   facteur,  on  aura 

a'  —  b'    =  jL^jdb^)  (^  +  ^) 

'^b  —  Zl^  3^  * 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  les  exemples  de  la  réduction  des  fractions  à 

leur  plus  simple  expression,  mais  je  recommanderai  au  lecteur  de  s'exercer 
le  plus  possible  à  décomposer  des  quantités  algébriques  en  leurs  facteurs 
simples,  parce  que  cette  décomposition  est  une  des  parties  les  plus  impor- 
tantes de  Falgèbre. 

Pour  s^exercer  utilement,  le  lecteur  pourra  faire  la  multiplication  de  plu- 
sieurs facteurs  simples,  et  ensuite  décomposer  le  produit  de  manière  à  re- 
trouver tous  les  facteurs  simples  qui  l'auront  formé. 

Réduction  des  Fractions  nu  même  dénominaieur. 
5i.  Supposons  que  Ton  propose  de  réduire  au  même  dénominateur  les 

h       cd       d^       de       n 

fractions — >"/»"? — **T~''~T*  °^  commencera  par  chercher  la  plus 
petite  quantité  divisible  à  la  fois  par  chacun  des  dénominateurs  des  fractions 
données ,  et  cette  quantité  sera  ab^ce.  On  la  divisera  par  le  dénominateur  a 

de  la  première  fraction  — ,  ce  qui  donnera  b'ce  au  quotient;  on  multipliera 

les  deux  termes  de  cette  première  fraction  par  ce  quotient  b^ce^  ce  qui  don- 

Pce 

aéra  — r; —  pour  la  première  fraction  mise  au  dénominateur  ab^ce.  On  di- 
visera  la  quantité  ab'câ  par  le  dénominateur  6*  de  la  seconde  fraction  -vp-, 
ce  qui  donnera  ac^  pour  quotient.  On  multipliera  les  deux  termes  de  cette 
seconde  fraction  — ^  par  ce  quotient  ace  y  cl  on  aura  — 777—  pour  la  seconde 
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fraction  mise  au  dénominateur  ah\e  ;  on  opérera  de  la  même  manière  sur 
les  autres  fractions,  ainsi  que  nous  Tarons  expliqué  n".  78  de  rarithmëlique, 

et  on  aura -7; — ,  -?= — • — n — > — zr— » — 5 — »  ^^  «eu  des  fractions  pro- 

,        b       cd       (t       de        n 

posées  —,  -^r ,  ~^.  -^.  -f^ 

Je  ne  crois  pas  avoir  besoin  de  pousser  plus  loin  les  exemples  de  la  réduc- 
tion des  fractions  au  même  dénominateur. 

52.  Pour  faire  Taddition  de  tant  de  fractions  algébriques  qu^on  voudra, 
il  est  clair  quHl  faudra  lea  mettre  d'abord  au  même  dénominateur,  et  ensuite 
faire  la  somme  des  numérateurs  et  donner  à  cette  somme  le  dénominateur 
4:ommun.  Il  est  inutile  de  dire  comment  on  doit  opérer  pour  faire  la  sous- 
traction (voyez  n*.  80,  arith.). 

53.  Pour  faire  la  multiplication  des  fractions  algébriques,  on  fera,  comme 
en  arithmétique  (n"".  81  ),  le  produit  des  numérateurs,  pour  avoir  le  numé- 
rateur du  produit,  et  celui  des  dénominateurs  pour  avoir  le  dénominateur 

b  C  A 

du  produit.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  avait  —  ^  "7  ^"T"  »  ^^  aurait 
— -7^;  pour  le  produit  demandé.  La  démonstration  de  celte  règle  est  tout-à- 
fait  la  même  qu'en  arithmétique  (n^.  81  ). 

54.  Pour  diviser  une  fraction  algébrique  par  une  autre,  on  multipliera  k 
fraction  dividende  par  Tin  verse  de  la  fraction  diviseur,  et  le  produit  de  ces 
deux  fractions  sera  le  quotient  demandé  (voyez  n\  82,  arith.).  Ainsi,  par 

exemple ,  si  Ton  voulait  diviser  —  par  -^ ,  on  multiplierait  —  par  — 

(inverse  de  -^ )  et  le  produit serait  le  quotient  demandé. 

br\      LEÇON. 

De  rméçation  aux  Puissances. 

55.  Nous  avons  déjà  vu  (n^  7)  qu'élever  une  quantité  à  une .  certaine 
puissance  ,  c'est  multiplier  cette  quantité  par  elle-même,  de  manière  qu^elle 
se  trouve  autant  de  fois  facteur  dans  le  résultat,  qu'il  y  a  d'unités  dans  Texr 
posant  de  la  puissance. 

La  quantité  qu'on  élève  ainsi  à  une  certaine  puissance,  par  des  multiplica- 
tions successives,  s'appelle  rocÂne;  et  le  dernier  produit  qu'on  obtient  est  la 
puissance  dont  il  s'agit. 

Le  procédé  de  l'élévation  aux  puissances  comprend  quatre  règles  :  la  règle 
des  lettres  ou  facteurs,  celle  des  coefficicns,  celle  descxposans  et  celle  dessigncs. 
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56.  Pour  d^couyrir  la  règle  des  facteurs,  supposons  quMl  s'agisse  d'dlever 
ab  au  carré,  ce  qu'on  peut  indiquer  de  celte  manière  (aô)*.  Or  élever  une 
quantité  au  carré  ou  à  la  seconde  puissance,  c'est  multiplier  cette  quantité 
par  elle-même;  on  aura  donc  (ai)*  =  aô  X  ab^=a^h^  (n°.  2ii). 

S'il  s'agissait  d'éleyer  ab  au  cube  ou  à  la  troisième  puissance ,  on  aurait 
(aÀ)3  z=zabx,ab^ab^=^  a^b^  ;  pour  la  quatrième  puissance  de  ab,  on  au- 
rait (ai)4  ^izabXab^abX.  ab^=^  a^b^.  En  gênerai,  si  l'on  voulait  élever 
ab  à  une  puissance  marquée  par  m ,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque 

positif,  on  aundt  évidemment  (oâ )'"=:  a6  x  ab  X  ab ,  ab  étant  autant  de 

fois  facteur,  dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  qu'il  y  a  d'unités  dans 
m  :  on  aura  donc  a  et  b  chacun  m  fois  facteurs  dans  le  produit 
abxabx,  abXab ;  donc  (a6)"'  =  a""6"'. 

Il  suit  de  là ,  que  la  puissance  m  d*itn  prodidi  de  deux  facteurs  est  égale  au 
produit  de  la  puissance  m  de  chaque  facteur. 

On  conçoit  que  cette  règle  est  indépendante  du  nombre  de  facteurs  de  la 
quantité  qu'on  veut  élever  à  la  puissance  m.  En  effet,  s'il  s'agissait  de 

Çabcd...yy  on  aurait  (abcd y=(abcd...)  x  (abcd...)  x  iabcd...)x(abcd...y.,, 

(abcd...)  étant  m  fois  facteur.  Dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  il  est 

évident  que  les  quantités  a,  b,  c,  d, ,  seront  autant  de  fois  facteurs  qu'il 

y  a  d'unités  dans  m,  et  que  par  conséquent  Çabcd...)"'  =za'"b'"c'"d'^ 

57.  Supposons,  maintenant,  qu'on  demande  la  cinquième  puissance  de 
3abc...y  on  aura  {3abc...)^  =3abc...  x  Zabc...  X  3abc...  x  3abc...  x  Aabc... 

Dans  le  second  membre  de  cette  égalité  on  voit  que  le  coeHicicnt  3  est  5 
fois  facteur,  c'est-à-dire  que  ce  coefficient  est  à  la  5"*.  puissance,  aussi  bien 

que  les  facteurs  a,  A,  c, desoTicqueQabc...)^=3^a'^b'^c'\..=2/^3a'^h'^c^.,^ 

Cela  est  évidemment  général;  d'où  il  suit  que,  quand  on  élève  une  quantité 
à  la  puissance  m,  il  faut,  non-seulement  élet^er  chacun  des  facteurs  littéraux 
de  cette  quantité  à  cette  ptdssance  m,  mais  encore  le  coefficient  numéri/fue. 
En  effet ,  le  coefficient  numérique  n'est  autre  chose  qu'un  facteur  comme 

les  autres. 

58-  Pour  découvrir  la  rè^e  des  exposans,  supposons  qu'on  ait  a*^  à  cJcvcr 
à  la  puissance  2"*,  ce  qu'on  peut  indîiiuer  ainsi  :  (âT)^;  il  est  clair  que  cela 
revient  à  multiplier  tT  par  lui-même,  c'est-à-dire  que  {qry^a'^  x  a",  et  en 
appliquant  la  règle  de  la  multiplication  (n*.  20),  on  aura  (a'')*=a"-*""=/i '^; 
d^où  il  suit  que  pofur  éleçer  au  carré  une  quaniiié  qui  a  un  exposant,  et  que 
Ton  appelle  exponentielle,  il  faut  rruMplier  l exposant  de  cette  quantité 
par  2. 

Supposons  qu'on  veuille  élever  tf"  à  la  puissance  3*^;  on  aura 
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Des  Permutations. 

6i.  On  appelle  permutations  les  différentes  manières  d^indiquer  un  pro- 
duit composé  de  tant  de  facteurs  qu^on  voudra,  sans  altérer  ce  produit. 
(Voyez,  n^  4^,  arith.)  * 

Les  permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  Tordre  des  facteurs  d'un 
produit  conduisent  à  deux  questions  :  mettre  toutes  ces  permutations  en  évi-^ 
dence  ;  et ,  déterminer  le  nombre  de  ces  permutations ,  sans  se  donner  la 
peine  de  les  écrire. 

62.  Supposons  qu'on  nous  demande  de  mettre  en  évidence  les  permutations 
dont  est  susceptible  le  produit  de  aeib;  il  est  clair  qu'on  pourra  écrire  ce 
produit  de  ces  deux  manières  :  ab  et  ba  seulement. 

S'il  s'agissait  du  produit  de  a,  b  eic,  on  supposerait  pour  un  moment 
qu'il  ne  s'agit  que  du  produit  de  a  et  â,  ce  qui  donnerait  ab  et  ba  pour  les 
permutations.  Ensuite,  on  prendrait  la  permutation  ab,  dans  laquelle  on  in- 
troduirait le  troisième  facteur  c ,  auquel  on  ferait  successivement  occuper  la 
3°'.,  la  2"'.  et  la  1'*.  place ,  ce  qui  donnerait  les  trois  permutations  abc,  acb 
et  cab;  on  ferait  de  même  sur  la  permutation  ba,  et  on  aurait  bac,  bca  e\ 
cba,  de  sorte  qu'un  produit  de  3  facteurs  donne  lieu  aux  6  permutations  sui- 
vantes :  abc  f  acb ,  bac,  bca,  cah  et  cba,  où  l'on  voit  que  chaque  facteur 
est  écrit  2  fois  le  premier,  2  fois  le  second  et  2  fois  le  ti^oisième.  (Nous  di- 
rons simplement,  pour  abréger,  que  chaque  facteur  est  écrit  2  fois  le  pre-^ 
mier).  La  raison  pour  laquelle  chaque  facteur  est  écrit  2  fois  le  premier  est 
facile  à  saisir;  on  voit,  en  effet,  que  c'est  parce  que  les  deux  facteurs  qui  sui- 
vent le  premier  forment  un  produit  qui  donne  lieu  à  2  permutations. 

S'il  était  question  du  produit  des  4  facteurs  a,  b,  c  etd,  on  supposerait 
pour  un  moment  qu'il  n'est  question  que  du  produit  des  facteurs  a,  b  et  c, 
qui  donnerait  lieu  aux  6  permutations  suivantes  :  abc ,  acb ,  bac,  bca,  cab 
et  cba;  ensuite  on  introduirait  le  4'"^  facteur  d  dans  chacune  de  ces  6  permu- 
tations, en  lui  faisant  successivement  occuper  la  4"%  l^  3°%,  la  2"'.  place; 
ce  qui  donnerait  d'abord  les  18  permutations  abcd,  abdc,  adbc,  acbd, 
acdb,  adcb;  bcad ,  bcda,  bdca,  bcad,  bcda ,  bdca;  cabd,  cadb,  cdab, 
cbad,  cbda  et  cdba,  et  enfin,  on  mettrait  le  4"''-  facteur  devant  chacune  des 
6  permutations  de  3  facteurs,  et  oii  aurait  encore  les  6  permutations  de  4 
lettres  dabc,  dacb ,  dbac,  dbca,  dcab  et  dcba,  qu'on  écrirait  à  la  suite  des 
18  précédentes,  et  on  aurait  toutes  les  permutations  dont  un  produit  de  4 
facteurs  est  susceptible ,  qui  sont  au  nombre  de  24. 

On  remarquera  que  dans  les  24  permutations  dont  un  produit  de  4  facr 
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leurs  est  susceptible,  chaque  facteur  occupe  6  fois  la  première  place,  et  que 
cela  provient  de  ce  qu'après  ce  facteur  il  y  a  un  produit  de  3  facteurs  qui  sont 
susceptibles  de  6  permutations. 

Si  Ton  demandait  les  permutations  dont  un  produit  de  5  facteurs  est  sus- 
ceptible, on  ne  supposerait  d'abord  que  quatre  facteurs  à  ce  produit;  on  for- 
merait les  24  permutations  de  ce  produit  de  4  facteurs;  on  introduirait  le 
5**.  facteur  du  produit  en  question  dans  chacune  de  ces  24  permutations,  en 
lui  faisant  occuper  successivement  la  5"%  la  4°%  la  3°*.  et  la  2°'.  place ,  et  en- 
suite on  mettrait  ce  5"^.  facteur  devant  chacune  des  24  permutations  de  4 
facteurs,  et  on  aurait,  de  cette  manière,  120  permutations  de  5  facteurs.  On 
remarquerait  que,  dans  ces  120  permutations,  chaque  facteur  serait  écrit  24 
fois  le  premier ,  par  la  raison  que  les  quatre  facteurs  qui  le  suivraient  seraient 
susceptibles  de  24  permutations. 

En  se  conduisant  de  la  même  manière,  on  parviendra  à  former, sans  con- 
fusion et  de  la  manière  la  plus  simple,  les  permutations  dont  un  produit  de 
tant  de  facteurs  qu'on  voudra  est  susceptible,  en  supposant  successivement 
que  ce  produit  ne  se  compose  que  de  2,  3,  4»  etc.  facteurs;  et  on  remar- 
quera que ,  quand  le  produit  a  7.  facteurs ,  chacun  de  ces  facteurs  est  écrit  une 
fois  le  premier,  et  il  y  ut.  permutations  ;  quand  il  en  a  3 ,  chacun  est  écrit  2 
fois  le  premier  et  il  y  a  6  permutations  ;  quand  il  en  a  t^,  chacun  est  écrit  6 
/ôw  le  premier,  et  il  y  a  2/^  permutations;  quand  il  a  5  facteurs  dans  le 
produit,  cJiacun  est  écrit  24  fois  le  premier ,  et  il  y  a  120  permutations  ; 
quand  il  y  a  &  facteurs ,  chcLcun  est  écrit  1 10  fois  le  premier ,  et  il  y  a  -^lo  per- 
mutations, et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que,  dans  les  permutations  des  facteurs 
dun  produit  d*un  nombre  quelconque  de  facteurs ,  chaque  facteur  se  trouçe 
écrit  le  premier  autant  de  fois  quily  a  de  permutations  dans  les  facteurs  du 
produit  qui  a  un  facteur  de  moins,  et  le  nombre  de  permutations  est  égal  au 
produit  du  nombre  de  fois  que  chaque  facteur  doit  être  écrit  le  premier  par  le 
nombre  de  facteurs  dormes. 

63.  Cela  posé,  supposons  que,  sans  former  ces  permutations,  on  veuille 
«n  connaître  le  nombre. 

Puisque,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  facteurs  dans  le  produit,  chaque  facteur 
^eut  être  écrit  une  fois  le  premier,  et  qu'il  y  a  deux  facteurs,  d'après  ce  qui 
^"^ient  d*étrc  dit,  le  nombre  de  permutations  sera  1X2. 

Si  le  produit  avait  3  facteurs,  alors  chacun  de  ces  facteurs  serait  écrit  le 

imier  un  nombre  de  fois  marqué  par  1x2,  et  comme  dans  ce  cas  il  y 
lurait  3  fadeurs,  le  nombre  de  permutations  serait  i  x  2  x  3. 

Si  le  produit  avait  4  facteurs,  chacun  d'eux  serait  écrit  le  premier  un 

«4 
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nombre  de  fois  égal  a  i  x  2  x  3 ,  et  comme  dans  ce  cas  il  y  aurait  4  facteurs, 
le  nombre  de  permutations  serait  égal  à  i  X  2X3x  /^^ei  ainsi  de  suite;  de 
sorte,  qu^en  général,  le  nombre  des  permutations  d'un  produit  de  tant  de 
facteurs  quon  voudra  sera  égal  au  produit  d'une  suite  defa4)teurs  qui  seront 
les  nombres  naturels  depuis  un  jusqu'au  nombre  qui  marquera  le  nombre  des 
facteurs  du  produit  en  question. 

Ainsi,  si  m  est  le  nombre  des  facteurs  du  produit  en  question,  le  nombre 
de  permutations  possibles  sera  i  x2x3x4**-'*(^ —  i)X/w. 

Des  arrangemens  qui  peuvent  açoir  lieu  dans  la  manière  d'écrire  lui  nombre 
de  lettres  donné,  en  les  prenant  2^2,  3  a3,  4^4»  ^^* 

64.  Ici,  comme  dans  les  permutations,  il  y  a  deux  questions  à  résoudre  :  fa 
première,  qui  consiste  à  mettre  tous  les  arrangemens  en  évidence,  et  la  seconde 
à  trouver  les  nombres  de  tous  ces  arrangemens ,  sans  se  donner  la  peine  de 
les  écrire.  Nous  résoudrons  ces  deux  questions  simultanément. 

Supposons  donc  que  les  lettres  données  soient  a,  b,  c,  d,  e,f,gtth. 

1°.  Pour  avoir  les  arrangemens  2  à  2  :  On  prendra  la  première  a  des  lettres 
données,  et  on  récrira  devant  chacune  des  autres ,  ce  qui  donnera  les  arran- 
gemens ab,  ac,  ad,  ae,  af  ag,  ah,  dont  le  nombre  sera  égal  au  nombre  des 
lettres  données  moins  une.  Ensuite,  on  prendra  la  seconde  &  des  lettres  données, 
on  récrira  devant  chacune  des  autres,  et  on  aura  les  arrangemens  ba,  bc, 
bd,  be,  bf,  bg,  bit,  qui  seront  en  nombre  égal  au  nombre  de  lettres  données  moins 
une  ;  on  prendra  la  troisième  c  des  lettres  données ,  et  on  récrira  devant  cha- 
cune des  autres,  ce  qui  donnera  les  arrangemens  ca,  cb,  cd,  ce,  cf ,  cg,  ch, 
et  ainsi  de  suite  pour  chacune  des  lettres  données,  de  sorte  qu^on  aura,  pour 
tous  les  arrangemens  de  deux  lettres,  le  tableau  suivant  : 

ab,  ac,  ad,  ae,  af,  ag,  ah. 

ba  ^  bc,   bd ,   be ,  bf ,   bg ,  bh. 

ca,   cb ,  cd ,    ce,  cf ,  cg ,  ch. 

da,  db,   de,  de,  df ,  dg,  dh. 

ea ,  eb  ,  ec ,    ed ,  ef,    eg,    eh. 
fO'.fb,  fcy  fd,fe,  fg,  fh. 

ga,  gb,  gc,   gd,  ge,  gf,    gh. 

ha,  hb,   hc,   lid,  lie,  hf,  Jig. 

qui  se  compose,  comme  on  voit,  d^autant  de  lignes  qu^il  y  a  de  lettres  don- 
nées ,  chaque  ligne  renfermant  autant  d^arrangemens  qu'il  y  a  de  lettres 
données  moins  une  ;  or,  il  est  évident  que  les  mômes  choses  auront  lieu,  quel 
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S  lettres  données;  si  donc  m  représente  ce  nombre  de 
lettres  données,  m  —  i  sera  le  nombre  d'arrangcmens  de  chaque  ligne,  et 
le  nombre  total  des  arrangcmcns  de  deux  lettres  sera,  par  conséquent, 
m  {m  ■ —  1  ). 

2".  Pour  avoir  les  arrangemens  3  à  3,  on  prendra  le  premier  arrange- 
ment de  2  lettres,  on  Tccrira  devant  chacune  des  lettres  données,  exceptd 
devant  les  deux  que  cet  arrangement  de  deux  lettres  renferme,  et  on  aura  les 
arrangemens  de  trois  lettres  que  voici  :  abc,  abd  ,  abc,  abf ,  nbg ,  abh,  qui 
sont  en  nombre  égal  au  nombre  de  lettres  données,  moins  les  deux  que  ren- 
fermait l'arrangement  de  deux  lettres  qu'on  a  écrit  devant  les  autres  lettres 
données,  c'est-à-dire  au  nombre  de  lettres  données  moins  2. 

On  prendra  le  second  arrangement  de  2  lettres ,  on  l'écrira  devant  chacune 
des  lettres  données,  excepte  devant  les  deux  que  ce  second  arrangement  de  2 
-itllres  renferme,  et  on  aura  les  arrangemens  de  2  lettres  que  voici  ; 
,  (tcd,  ace,  acf,  acg,  ach,  qui  seront  encore  en  nombre  égal  au  nombre 
t  lettres  données  moins  2. 

.  On  continuerait  de  prendre  successivement  le  3"%  le  4"%  'e  5"%  etc.  des 
rrangcmcns  de  deux  lettres,  et  on  récrirait  devant  chacune  des  lettres  don- 
lëes,  excepté  devant  celles  que  renfermerait  l'arrangement  de  deux  lettres 
^d'or  aurait  pris,  et  on  parviendrait,  de  cette  manière,  à  autant  de  lignes 
j^'arrangemcns  de  trois  lettres,  qu'il  y  aurait  d'arrangemens  de  deux  lettres,  et 
lacune  de  ces  lignes  renfermerait  un  nombre  d'arrangemens  égal  au  nombre 
%t  lettres  données  moins  2. 

Si  donc  m  est  toujours  le  nombre  des  lettres  données,  le  nombre  d'arran- 
gemens de  chaque  ligne  sera  m  —  2 ,  et  le  nombre  de  lignes  m  (m — i  );  d'où 
il    s'ensuivra    que   le  nombre  total  des  arrangemens  de    3    lettres  sera 

►  m  (m— 1)  {m  —  2  ). 
3°.  Pour  avoir  les  arrangemens  4  à  4  »  ""  prendra  le  premier  arrangement 
de  3  lettres,  on  l'écrira  devant  chacune  des  lettres  données,  excepte  devant 
celles  que  ce  premier  arrangement  de  3  lettres  renferme,  et  on  aura  une 
première  ligne  d'arrangemens  de  4  lettres  qui  sera  abcil,  abce,  abcf,  abcg, 
abch,  et  qui  renfermera  autant  d'arrangemens  qu'il  y  a  de  lellrcs  données 
moins  3.  On  prendra  le  second  arrangement  de  3  lettres,  on  l'écrira  devant 
chacune  des  lettres  données,  excepté  devant  les  3  que  renferme  ce  second 
arrangement  de  3  lettres,  et  on  aura  une  seconde  ligne  d'arrangemens  de  4 
lettres  qui  sera  abdc,  abde ,  abdf,  abdg ,  abdh,  et  qui  renfermera  encore 
autant  d'arrangemens  qu'il  y  a  de  lettres  données  moins  3. 

On  continuera  de  prendre  le  3""',  le  4""%  le  5°",  le  G"",  etc.,  arrangement  de 
3  lettres,  qu'on  écrira  devant  chacune  des  lettres  données,  excepté  devant  les 
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3  que  renfermera  l'arrangement  de  3  lettres  qu'on  aura  pris ,  et  chacun  des 
arrangemens  de  3  lettres  donnera  une  ligne  d^arrangemens  de  4  lettres  corn- 
posëe  d'autant  d'arrangemens  qu'il  y  aura  de  lettres  données  moins  3  :  on  aura 
donc  autant  de  ces  lignes  qu'il  y  aura  d'arrangemens  de  3  lettres;  ainsi  donc, 
si  m  représente  toujours  le  nombre  de  lettres  donnée ,  le  nombre  d'arrange- 
mens de  4  lettres  de  chaque  ligne  sera  m  —  3,  et  le  nombre  de  ces  lignes 
m  {m  —  i)('w  —  2):  le  nombre  total  des  arrangemens  de  4  lettres  sera 
donc  m  {m  —  i)(/w  —  2)  {m  —  3). 

En  continuant  de  cette  manière,  si  l'on  voulait  avoir  les  arrangemens  de  5 
lettres ,  il  faudrait  prendre  successivement  tous  les  arrangemens  de  4  lettres 
depuis  le  premier  jusqu'au  dernier,  et  les  écrire  respectivement  devant  cha- 
cune des  lettres  données,  excepté  devant  les  quatre  que  renfermerait  l'arran- 
gement de  4  lettres  qu'on  aurait  pris  :  chaque  arrangement  de  4  lettres  don- 
nerait une  ligne  d'arrangemens  de  5  lettres,  d'un  nombre  d'arrangemens  égal 
au  nombre  de  lettres  données  moins  4  •  on  aurait  donc  autant  de  ces  lignes 
d'arrangemens  de  5  lettres,  qu'il  y  aurait  d'arrangemens  de  4  lettres;  de  sorte 
que  m  étant  toujours  le  nombre  des  lettres  données,  m — 4  serait  le  nombre 
d'arrangemens  de  5  lettres  contenues  dans  une  ligne,  et  le  nombre  de  lignes 
serait  m  {m —  i)(/w  —  2)  (m —  3)  :  le  nombre  total  des  arrangemens  de  5 
lettres  serait  doncrAi  (m —  i)('/î  —  2)  (m  —  3)  (m — 4)- 

L'analogie  nous  conduit  nécessairement  à  conclure  que,  le  nombre  total 
des  arrangemens  de  6 ,  de  7  ,  de  8,  etc.  lettres,  sera  respectivement  donné 
par  les  formules 

m  {m  —  1)  {m  —  a)  {m  —  3)  (m  —  4 )  \^  —  5  ). 

m  (m  —  i)  (w  —  2  )  {?n  —  3)(/7i  —  4)  ('^  —  5)  (w  —  G), 

m  [m  —  1)  {m  —  2)  (m  —  3)  (/w  —  4)  (^i^  5)  {m  —  G)  (w  —  y  y 
etc. 

Il  suit  donc  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  les  arrangemens  2à2,3à3,4à 
4,  etc. ,  d'un  nombre  quelconque  de  lettres  données,  que poitr  açoîr  le  nombre 
total  de  chaque  classe  d  arrangemens ,  ilfautfaire  itn  produit  composé  d'au- 
tant de  facteurs  quily  a  de  lettres  dans  cliacun  des  arrangemens  en  question: 
le  premier  de  ces  J acteurs  étant  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  lettres 
doFinées ,  et  les  autres  allant  consécutiçement  en  diminuant  de  Vunité,  à  partir 
du  premier  facteur. 

Des  produits  dïfférens  que  Von  peut  former  en  combirumt  2  à  2 ,  3  à  3, 
l\à  l\,  etc. ,  un  nombre  quelconque  de  facteurs  donnés. 

65.  Supposons  qu'on  ait  m  facteurs  donnés  a,  b ,  c,  d,  e,  f,  g,  h 

l^  Si  Ton  veut  avoir  le  nombre  des  produits  différens  que  l'on  peut  former 
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n  combinant  tous  ces  facteurs  donnes  2  à  2,  on  observera  que  te  nombre 

faiTangemcns  (n".  64)  qu'on  pent  faire  en  écrivant  ces  facteurs  2  à  2  est 

I  (ni  —  2);  mais  un  seul  produit  de  deux  facteurs  donne  2  permutations 

1".  62);  ou ,  en  d'autres  termes,  on  pourra  grouper  2  à  2  les  arrangemens 

E  2  facteurs,  de  manière  que  chaque  groupe  se  compose  du  même  produit 

[eux  fois,  autant  de  fois  qu'un  produit  de  2  lettres  peut  donner  de  pcrmula- 

pons  :  le  nombre  des  produits  différcns  sera  donc  égal  au  nombre  des  groupes 

ï2  arrangemens;  c'esl~à-dire  au  nombre  d'atTangemens  de  2  lettres ,  divisé 

r  le  nombre  de  permutations  d'un  produit  de  deux  facteurs.  Ainsi  donc ,  le 

jOombre  des  produits  diffe'rens  que  peuvent  donner  m  facteurs  combinés  2  à  2, 

e'gal  à    "'^^"''J'^  ■  ■ 

Si  l'on  veut  avoir  le  nombre  desproduilsdilîérensqueron  peut  former 
rec  m  facteurs  combinés  3  à  3,  on  se  rappelera  quQ  le  nombre  des  arran- 
iemens  que  l'on  peut  faire  (n".  64)  en   écrivant  ces  facteurs  3  à  3  est 
'%{m —  i)  (m —  2),  et  que  le  nombre  des  permutations  d'un  produit  de  3 
icteurs(n''.()4)  est  1  .  2  .3=6;  et  on  verra,  alors, qu'on  pourra  grouper  tous 
\  arrangemens  de  3  lettres  de  6  en  6,  de  manière  que  chaque  groupe  se 
pntposc  des  6  permutations  du  même  produit  ;  il  y  aura  donc  6  fois  moins 
e  groupes  que  d'arrangemens  de  3  lettres,  et,  par  conséquent  (puisque  chaque 
[TOupe  renferme  6  fois  le  même  produit),  le  nombre  des  produits  dlflérens  de 
^  facteurs  sera  le  6°",  du  nombre  d'arrangemens  de  3  lettres;  ou,  en  d'autres 
termes,  le  nombre  de  prodiùts  qu'on  peut  faire  iteec  m  facteurs  en  les  combi- 
nant 3  à  3  est  égal  au  nombre  d  arrangemens  de  3  lettres  qu'on  peut  former 
>ec  m  lettres,  dit:  isc' par  le  nombre  des  permutations  d'tm.  produitde  'i>f acteurs. 
\  Or,  mt^m  —  OC"*  —  2)  est  le  nombre  des  arrangemens,   et    i  .  2  .  3. 
I  Dombre  des  permutations;  donc  le  nombre  des  produits  différcns  3  à  3 


,  3*.  Pour  avoir  le  nombre  des  produits  différcns  qu'on  peut  former  avec 
I  facteurs  combinés  4  à  4>  on  observera  que,  comme  il  y  a  m  (m — i)(m — a) 
-  3  )  arrangemens  de  4  lettres  (n°.  64)  et  qu'un  produit  de  4  facteurs 
donne  1.2.3.4  =  24  permutations,  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède, 
qu'on  pourra  grouper  les  arrangemens  de  4  lettres,  de  manière  que  chaque 
groupe  renferme  les  24  permutations  du  même  produit;  et  que,  par  consé- 
quent, le  nombre  des  produits  différcns  qu  on  peutformer  a^cc  m  facteurs  corn- 
binés  4^4  '^^^  ^S"^  °^  nombre  d  arrangemens  de  4  lettres  divisé  par  le  nombre 
I  permutations  d'un  produit  de  4  facteurs;  c'est-à-dire  égal  à 
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Il  est  facile  de  voir,  maintenant,  par  analogie,  que  le  nombre  des  produits 
diffërens  5  à  5  est  égal  à     ^  ]     ^     ;     ^ -^ j^-^-g ,  que  celui 

des  produits  6  à  6  est  égal  à  —^ — —^ 3  4     .        5     V     6       '  ^*^' 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  produits  différens  qiion  peut  former  açec  m 
facteurs,  combinés  n  àn{n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  plus 
petit  ou  au  plus  égal  à  m),  est  égal  au  nombre  d' arrangemens  de  n  lettres 
divisé  par  le  nombre  de  permutations  d'un  produit  de  n  facteurs. 

66.  Si  Ton  voulait  mettre  en  évidence  tous  ces  produits  différens  de  m 
facteurs  combinés  2  à  2 ,  3  à  3 ,  etc. ,  on  s^y  prendrait  de  la  manière  suivante  : 

i^.  Supposons  qu'on  ait  les  six  facteurs  a,  b,  c,  d,  e,f,  et  qu'on  demande 
d'abord  les  produits  2  à  2. 

On  prendra  le  facteur  a  et  on  l'écrira  devant  chacun  de  ceux  qui  le  sui- 
vent vers  la  droite,  et  on  aura  ah,  a€,  ad,  ae,  €tf. 

On  prendra  ensuite  le  second  facteur  b ,  qu'on  écrira  devant  chacun  de 
ceux  qui  le  suivent,  et  on  aura  bc ,  bd,  be,  bf 

Puis,  on  prendra  le  troisième  facteur  c  qu'on  écrira  devant  chacun  de  ceux 
qui  le  suivent ,  et  on  aura  cd,  ce,  cf. 

Puis;  on  prendra  le  ^'^^.  facteur  J  qu'on  écrira  devant  chacun  de  ceux  qui 
le  suivent,  et  on  aura  de,  df 

Enfin,  on  prendra  le  5"*'.  facteur  e  et  on  l'écrira  devant  celui/" qui  le  suit, 
et  on  aura  ef;  de  sorte  que  tous  les  produits  différens  des  6  facteurs  d[onncs 
combinés  2  à  2  sont  ab,  ac,  ad^  ae,  af  bc,  bd,  be,  bf,  cd,  ce,  cf,  de,  df  ef 

2"^.  Pour  avoir  les  produits  3  à  3,  on  prendra  le  premier  facteur  donné  a, 
et  on  l'écrira  devant  chacun  des  produits  de  deux  lettres  qui  ne  contient  pas 
ce  facteur  a,  et  on  aura  abc,  abd,  abe,  abf ,  acd,  a4:e ,  cuf ,  ode ^ 
adf,   acf 

Puis,  on  prendra  le  second  facteur  b  et  on  l'écrira  devant  chacun  des  pro- 
duits de  2  lettres,  qui  ne  contient  ni  le  facteur  a,  ni  le  facteur  b,  et  on  aura 
bcd ,  bce ,  bcf^  bde ,  bdf,  bef 

Puis,  on  prendra  le  3''^  facteur  c  qu'on  écrira  devant  chaque  produit  de 
2  lettres  qui  ne  renferme  ni  le  facteur  a,  ni  le  facteur  b,  ni  le  facteur  c,  et 
on  aura  cde ,  cdf,  cef 

Enfin,  on  prendra  le  4"^  facteur  d  qu'on  écrira  devant  le  seul  produit  de 
2  lettres ,  ef,  qui  ne  contienne  pas  les  4  premiers  facteurs,  et  on  aura  dtf 

De  sorte  que  tous  les  produits  des  6  facteurs  donnés,  combinés  3  à  3  sont 
abc,  abd,  abe,  abf,  acd,  ace,  acf,  ade ,  adf,  aef,  bcd,  bce,  bcf,  bde , 
bdf,  bef,  cde,  cdf,  cef,  def 
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3\  Pour  avoir  les  produits  4  ^  4^  on  prendra  le  premier  facteur  a,  on 
récrira  devant  chacun  des  produits  de  3  lettres  qui  ne  renferme  pas  le  facteur 
a,  et  on  aura  abcd,  abce,  abcf,  abde,  abdf,  abef,  acde,  acdf,  acef,  cuJef. 

Puis,  on  prendra  le  second  facteur  b^  on  Tëcrira  devant  chacun  des  pro- 
duits de  3  lettres  qui  ne  renferme  ni  le  facteur  a,  ni  le  facteur  6,  et  on  aura 
bcde,  bcdf,  bcef,  bdef. 

Enfin,  on  prendra  le  3"*'.  facteur  c,  on  récrira  devant  chacun  des  produits 
de  3  facteurs  qui  ne  renferme  pas  les  3  premiers,  et  on  aura  cdef;  de  sorte  que 
tous  les  produits  des  6  facteurs  donnés  combinés  4^4  sont  :  abcd,  abce,  abcf, 
abde,  abdf,  abef,  acde,  acdf,  acef^  odef,  bcde,  bcdf ,  bcef,  bdef,  cdef. 

4*.  Pour  avoir  les  produits  5  à  5,  on  prendra  le  premier  facteur  a,  on 
récrira  devant  chacun  des  produits  de  4  lettres  qui  ne  renferme  pas  le  facteur 
a,  et  on  aura  abcde,  abcdf,  abcef,  abdef,  acdef 

Ensuite,  on  prendra  le  second  facteur  &,  on  récrira  devant  le  seul  produit 
cdef  àt  4  facteurs  qui  ne  contienne  pas  les  facteurs  a  et  6,  et  on  aura  bcdef  ^ 
de  sorte  que  tous  les  produits  de  6  facteurs  donnés  combinés  5  à  5  sont  : 
€ibcde,  abcdf,  abcef,  abdef,  acdef,  bcdef 

5%  Enfin,  si  Ton  veut  avoir  les  produits  différens  6  à  6,  en  suivant  la 
marche  précédente,  on  trouvera  le  seul  produit  abcdef^  comme  cela  doit 
être,  car,  on  ne  peut  avoir  qu^un  produit,  quand  ce  produit  renferme  tous 
les  facteurs  donnés. 

Je  crois  cet  exemple  suffisant  pour  montrer  la  marche  à  suivre  pour  avoir 
tous  les  produits  différens  qu^on  peut  avoir  avec  un  nombre  quelconque  de 
facteurs,  en  les  combinant  2à2, 3^3,4^49  ^^c* 

J'observerai,  en  terminant  cet  article,  que  cette  méthode  de  trouver  tous 
les  produits  2  à  2 ,  3  à  3 ,  etc.,  qu'on  peut  former  avec  un  nombre  de  facteurs 
donnés,  fournit  le  moyen  d'avoir  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  dont  on 
conndt  les  facteurs  simples.  (Voyez  n^.  73,  arith.) 

6  oie 
•    LEÇON^ 

Méhode  abrégée  pour  trower  le  produit  de  tant  de  facteurs  binômes  quon 

voudra ,  ces  binômes  ayant  un  terme  commun. 

67.  Supposons  d'abord  qu'on  nous  demande  le  produit  des  binômes 
^  +  «>  or  +  i,  a7-t-c,  x-^-d  et  x  +  e\  au  lieu  de  chercher  ce  produit  en 
faisant  les  multiplications  successives  de  tous  ces  binômes  comme  à  l'ordi- 
naire, voici  de  quelle  manière  on  s'y  prendra  : 
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(a7^.a)x(a?  +  ô)x(a?  +  c)Xa:  +  d)x(a?  +  ^)  = 


h 

c 


+  ac 
^-  ad 

+  5c 
+  hd 

cd 
ce 
de 


o^-^aBc 

^aBd 

^oBe 

'■{-acd 

'■{^ace 

-{^ade 

^Bcd 

^Bce 

^Bde 

'■^cdè 

ai*^aBcd 
-4*  aBce 
^aBde. 
-^eicde 
--^Bcde 


x^ahcde 


Après  avoir  indiqué  la  multiplication  des  binômes  proposés,  comme  on 
le  voit  ci-dessus,  on  coçiptera  ces  binômes,  et  on  écrira  le  terme  a?,  qui  est 
commun  à  tous,  avec  un  exposant  égal  au  nombre  des  binômes.  Dans  notre 
exemple,  ayant  5  binômes,  nous  écrirons  â?^^  ainsi  qu^on  le  voit  ci-dessus. 
A  la  suite  de  a?*  on  écrira  le  produit  +  ax^  du  second  terme  du  premier 
binôme  par  ce  avec  un  exposant  d^une  unité  moindre  que  dans  le  premier 
terme  ac^.  Au-dessous  de  +ax^^  on  écrira  sous  une  même  colonne  les  pro- 
duits des  seconds  termes  de  tous  les  binômes  par  a;\  lesquels  produits  sont 
+  bx^^  -t-  co?*,  +  dx^y  +  ex^  (i).  Ayant  formé  la  colonne  où  se  trouve  ^\  on 
formera  la  colonne  suivante ,  dans  laquelle  x  ne  sera  qu^à  la  troisième  puis* 
sance ,  en  s^y  prenant  de  cette  manière  :  on  prendra  la  lettre  a,  et  on  la 
combinera  (n®.  66)  avec  chacune  de  celles  qui  sont  devant  o?^,  et  on  formera 
les  termes  abx^^  acx^^  adoo^  et  aeo^^  qu^on  écrira  les  uns  au-dessous  des 
autres  avec  le  signes,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessus.  Puis,  on  prendra  la 
lettre  6,  et  on  la  combinera  avec  chacune  de  celles  qui  sont  au-dessous  d'elle 
dans  la  colonne  de  a?^  et  on  aura  les  termes  hcûc'^  bdx^^  bex^^  qu'on  écrira 
sous  ceux  déjà  écrits  dans. la  colonne  de  a?^  en  leur  donnant  le  signe +. 
Puis,  on  prendra  la  lettre  c,  et  on  la  combinera  avec  chacune  de  celles  qui 
sont  au-dessous  d'elle,  dans  la  colonne  de  a;^  et  on  aura  les  termes  cda?^ 
cex^^  qu'on  écrira  sous  ceux  déjà  écrits  dans  la  colonne  de  a?.  Puis,  on 
prendra  la  lettre  d^  et  on  la  combinera  avec  e  qui  se  trouve  au-dessous  d'elle 
dans  la  colonne  de  â?^  et  on  aura  le  terme  dex^^  qui  terminera  la  colonne 
de  a;^  On  passera  donc  à  la  formation  de  la  colonne  suivante,  dans  laquelle 
.r  ne  doit  être  qu'à  la  2'.  puissance.  Pour  former  cette  colonne,  on  prendra 


(i)  Lorsque ,  dans  un  développement  du  genre  de  celui  dont  il  s'agit  ici ,  les  tenues  dVme 
m/^me  colonne  ont  un  facteur  commun ,  on  est  dans  l'usage ,  pour  abréger ,  de  n'écrire  ce  facteur 
qu'une  fois  en  haut  de  h  colonne  à  laquelle  il  appartient ,  et  de  le  séparer  des  autres  facteurs  par 
tinc  barre  verticale ,  comme  on  le  voit  ci-dessus. 
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'  la  lettre  a,  et  on  la  mettra  devant  les  deux  fadeurs  de  chaque  terme  de  la 
colonne  dea.''',exccplé  devant  ceux  où  la  lettre  a  se  trouve  dcjà,  et  on  formera 
de  cette  manière  les  termes  a//cx^,  aèJcc*,  abc.v',  acdx*,  acex^  et  fulea:'''; 
qu'on  écrira  au-dessous  les  uns  des  autres  avec  le  signe  -\-,  ainsi  qu'on  le  voit 
ci-dessus.  Puis,  on  prendra  la  lettre  b,  et  on  la  mettra  devant  les  deux  facteurs 
de  chaque  terme  de  la  colonne  de .t^,  excepte  devant  ceux  où  les  lettres  o  et  ô 
se  trouvent  déjà,  et  on  formera,  de  cette  manière,  les  termes  hcdx^,  bce:c^ 
et  bdex^,  qu'on  écrira  au-dessous  de  ceux  dcjà  écrits  dans  la  colonne  de  x', 
en  leur  donnant  toujours  le  signe  +,  Puis,  on  prendra  la  lettre  c ,  et  on  la 
mettra  devant  les  deux  facteurs  de  chaque  terme  de  la  colonne  de  x^,  ex- 
cepté devant  ceux  où  les  lettres  a ,  è  et  c  se  trouvent  déjà  ;  et  comme  il  n'y  a 
qu'un  terme  où  ces  lettres  ne  sont  pas,  on  n'aura  que  le  terme  cdex^,  qui 
terminera  la  colonne  de  x^.  On  passera  donc  à  la  formation  de  la  colonne 
suivante,  dans  laquelle  x  ne  sera  qu'à  la  première  puissance,  et  pour  former 
cette  colonne  on  prendra  la  lettre  a,  et  on  la  mettra  devant  les  trois  facteurs 
de  chaque  terme  de  la  colonne  de  .-c^  excepté  devant  ceux  où  cette  lettre 
8£  trouve  déjà,  ce  qui  donnera  les  termes  obcdx,  abccx,  abdcx  et  acdex , 
qu'on  écrira  les  uns  au-dessous  des  autres,  avec  le  signe -f-,  ainsi  qu'on  le 
Toit  ci-dessus.  Puis,  on  prendra  la  lettre  b,  et  on  la  mettra  devant  les  trois 
ifactcurs  de  chaque  terme  de  la  colonne  de  x^,  excepté  devant  ceux  qui  con- 
'  tiennent  déjà  les  lettres  a  et  b,  et  comme  il  n'y  a  qu'un  terme  où  ces  deux 
lettres  ne  sont  pas,  on  n'aura  que  le  terme  bcdex  qui  terminera  la  colonne 
de  X.  Enfin,  on  passera  à  la  colonne  suivante,  dans  laquelle  x  sera  à  la  puis- 
sance o,  c'est-à-dire  dans  laquelle  x  disparaîtra  (  n°.  36  },  et  pour  composer 
cette  colonne,  on  mettra  la  lettre  a  devant  les  quatre  facteurs  de  chaque 
4erme  de  la  colonne  de  x,  excepté  devant  ceux  dans  lesquels  cette  lettre  se 
,  trouve  déjà,  et  comme  il  n'y  a  qu'un  terme  qui  ne  contient  pas  cette  lettre  ; 
on  n'aura  que  le  terme  abcde,  qui  seul  compose  cette  dernière  colonne,  et 
^  produit  sera  achevé. 

L'analogie  indique  assez  qu'il  faudrait  opérer  de  la  même  manière  pour  un 
^ombre  quelconque  de  facteurs  (.T+a)  x  (-^-f-^)  X  {x+c)  x  etc. ,  pourvu 
que  tous  ces  facteurs  binômes  eussent  la  même  lettre  pour  premier  terme. 

On  appelle  multiplication  par  combinaisons,  ce  procédé  de  faire  la  multi- 
plication. J'engage  le  lecteur  à  s'exercer  dans  ce  procédé  ,  et,  pour  avoir  la 
preuve  de  ses  résultats,  de  faire  les  mêmes  produits  par  le  moyen  ordinaire. 
Ka  TOici  encore  un  exemple ,  que  je  n'expliquerai  pas. 
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(^4-a)(:r+6)(a?4-c)(^  +  d)(a?  +  éî)(^-h/)= 


^ac 
^ad 
ae 

t 

bd 

be 

V 
cd 

ce 

^cf 

•^de 

+  df 


abd 
abe 
ahf 
^acd 
ace 
acf 
ode 
adf 
aef 
bcd 
bce 
bcf 
+  bde 
-^bdf 
+  bef 
^cde 
cd/ 
cef 
de/ 


a^'-^abcd 
^abce 
abcf 
abde 
abdf 
abef 
acde 
^acdf 
-^emef 
-^adef 
'\-bcde 
^bcdf 
^bcef 
^bdef 
-^cdef 


:r*-|-  abcde 
'^'obcdf 
'^'àbcef 
"^abdef 
'^acdef 
bcdef 


X 


abcdtf 


68.  Si  nous  examinons  le  produit  d^une  suite  quelconque  de  facteurs  bi- 
nômes de  la  forme  x  +  a,  œ  +  b,  a?  +  c,  etc.,  obtenu  par  le  moyen  ordi- 
naire ou  par  combinaisons,  mais  arrangé  en  colonnes,  comme  on  le  yoitdans 
les  deux  exemples  précédens,  nous  verrons  : 

I**.  Que  r exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  aidant  d'u- 
nités quily  a  de  facteurs  binômes; 

2*.  Que  les  exposons  de  cette  lettre  x  vont  en  diminuant  dune  unité  en 
allant  de  gauche  à  droite ,  jusqu  à  ce  que  x  disparaisse,  ayant  V exposant o. 

3®.  Que  les  coefficiens  des  diçerses  puissances  de  x  sont  tous  différens  les 
uns  des  autres,  et,  en  effet,  la  plus  haute  puissance  de  x,  n^a  que  Tunilë 
pour  coefficient;  la  puissance  d^une  unité  moindre,  la  somme  des  seconds 
termes  des  binômes  ;  celle  de  2  unités  moindre ,  la  somme  des  produits  2^2 
des  mêmes  seconds  termes;  la  puissance  de  3  unités  moindre ,  la  somme  des 
produits  3  à  3  ;  celle  de  4  unités  moindre ,  la  somme  des  produits  4  ^  4t  ^^ 
ainsi  de  suite;  de  sorte  que  si  Ton  a  m  facteurs  binômes  de  la  forme  a:+a, 
X'^'b,  x  +  c,  etc. ,  et  que  A  représente  la  somme  des  seconds  termes  de  ces 
binômes,  B  la  somme  de  leurs  produits  2  à  2 ,  C celle  de  leurs  produits  3  &  3, 
D  celle  de  leurs  produits  4  ^  4*****«9  ^^^  somme  des  produits  qui  multiplient 
la  première  puissance  à^x,  et  X  le  produit  dans  lequel  x  a  disparu,  on  aura: 


(a?  +  a)(a?H-i)  (a?-l-c)  (a?4-£?)(a?  +  e)  (a?4-/) 
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I  Je  (Ils  que  cela  est  général ,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  binômes 
ni  ont  un  terme  commua. 
En  effet,  supposons  que  ,  par  le  fait  de  la  multiplication  ,  on  ait  prouvé 
«le  la  proposition  a  lieu  pour  un  nombre  m  de  ces  facteurs  binômes,  et 
lisons  voir  qu'elle  doit  avoir  lieu  lorsqu'on  a  un  fadeur  de  plus.  Pour 
icla,  supposons  que  a;  +  rsoit  le  nouveau  fadeur  :  il  faudra  multiplier,  par 
t  facteur,  la  quantité 

x'  +  j4ar—  -^  Bic'"-'  -\-Ca;-"~'  -h  Dx"-* +  Kx-^L. 

en  opérant  comme  à  rordinairc,  et  on  aura  pour  produit 

ar+'  +  Ax"  4-  B.T"—  -+■  Cr"-'  -h  Dv"-' -t-  A'r^  H-ia.- 

+  ra/"  +  rAx"-'  +  r£fa;'""'+  rCx"-^ -\-rKx-i-  rL, 

î  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

+  •+  (^-f-r)  x--^{B-\-rA)x'"-'~\-  {C^rB)  x"-'....-\-{L-\-rK)  x+rL. 
Or,  quant  aux  exposans  de  x,  ils  suivent  évidemment  la  loi  déjà  observée 
ns  les  premiers  produits;  voyons  si  celle  que  nous  avons  observée  sur  les 
xicfTiciens  subsiste  de  même.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  ;  car  le  coefficient 
e  la  plus  haute  puissance  de  x  est  encore  l'unité;  celui  du  la  puissance  de  x 
tune  unité  moindre  est  encore  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes, 
puisque  A  est  la  somme  des  seconds  termes  des  premiers,  et  que  r  est  le  sc- 
Ond  terme  du  dcrnicr.Le  coefficient  du  troisième  terme  du  résultat  ci-dessus 
s  compose  de  B  -h  rA  ;  mais  B  est  la  somme  des  produits  2  à  2  des  seconds 
nés  des  premiers  binômes,  et  A ,  étant  la  somme  de  ces  seconds  termes  , 
bnltiplic  par  r,  donnera  la  somme  des  produits  de  2  lettres  que  peut  donner, 
B  sus  de  ce  qu'on  avait  déjà,  le  second  terme  r  du  nouveau  binôme  ;  le  coef- 
Ûent  B  +  rA  sera  donc  la  somme  entière  des  produits  232  des  seconds 
irmes  des  binômes.  Le  coefficient  C-i-  rB  du  4°"-  terme  du  produit  ci-dessus 
s  compose  de  C  qui  est  la  somme  des  produits  3  à  3  des  seconds  termes  des 
■cmiers  binômes ,  et  de  i?  qui ,  étant  la  somme  des  produits  232  des  seconds 
taimes  des  mêmes  binômes,  multiplié  par  r,  donnera  la  somme  des  produits 
S  à  3  que  peut  donner ,  en  sus  de  ceux  qu'on  avait  déjà,  le  second  terme  r  du 
dernier  binôme  :  le  coefficient  C-(-  rB  sera  donc  la  somme  entière  des  pro- 
duits 3  à  3  des  seconds  termes  de  tous  les  binômes,  et  ainsi  des  autres.  Ainsi, 
^^•proposition  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  binômes. 

^B  Formule  du  binôme  de  Newton. 

69.  Supposons,  maintenant,  que  dans  le  second  exemple  de  multiplication 
par  combinaisons  donné  ci-dessus,  tous  les  seconds  termes  des  binômes  soient 
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égaux  à  a;  on  aura  (x+a)  (x+b)  (œ+c)  (a^+d)  (a^+^)  (a?-4/)  =  (a?+^) 
et  par  conséquent 


6, 


(t) (a: -Ho  )*  =  «*+ a 

x'  +  tâ 

-f-« 

+  «' 

+  a 

4- a' 

+  a 

4- a* 

+  a 

+  «* 

-f-a 

-j-a' 

+  o' 

+  «' 

+  a' 

-f-a* 

-h  a' 

-l-a' 

+  «* 

4- a» 

+  «' 

4- a* 


a:  +  fl 


+  «^ 
+  ^ 

+  a^ 
+  «' 

d'où  Ton  voit  que  le  développement  de 

Dans  ce  développement,  la  loi  des  exposans  de  a;  et  de  a  est  facile  à  saisir  : 
on  voit,  en  effet ,  que  ceux  de  x  vont  en  diminuant  d'une  unité,  et,  au  con- 
traire ,  ceux  de  a  vont  en  augmentant  d'une  unité.  Pour  découvrir  la  loi  des 
coefliciens,  on  remarquera  qu'en  vertu  du  développement  (i)  I^  on  doit 
prendre  ax^  autant  de  fois  qu'il  y  avait  de  binômes  dans  le  second  exemple 
de  multiplication  par  combinaisons;  c'est-à-dire  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  l'exposant  6  du  binôme  (a;  4-  a)^;  2"".  on  doit  prendre  a^x^  au- 
tant de  fois  qu'il  y  avait  de  produits  2  à  2  des  seconds  termes  des  binômes  ; 
dans  le  mâme  produit;  3®.  on  doit  prendre  a^x^  autant  de  fois  qu'il  y  avait 
de  produits  3  à  3  des  seconds  termes  des  binômes  dans  le  même  produit  par 
combinaisons;  4'*«  on  doit  prendre  autant  de  fois  a^x^  qu'il  y  avait  de  pro- 
duits 4^4  ^^^  seconds  termes  des  binômes  dans  le  même  produit,  et  ainsi  de 
suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  où  a  sera  à  la  puissance  à  laquelle 
le  binôme  doit  être  élevé ,  pour  lequel  le  coefficient  sera  i . 

On  conçoit  que  cette  loi  est  générale,  et  que,  par  conséquent,  si  m  est 
l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  on  veut  élever  le  binôme  x+a^m 
étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  sachant  que  le  nombre  de  pror 


ALGEBRE  t  1 1 7 

duits  dififërend  qu'on  peot  former  avec  m  lettres,  côtnbinées  2  à  2  est 

J!i(fLZiI,3à3e5t-2^^=^^^\  4  à  4  .„.    m  (,«-.)(;»- a)  (;n-3) 

etc.  On  en  conclura  que  : 

^  ^  I  X.2  1.2.3  ^^ 

m(/n— i)(m— 2)(m— 3)    ^^^,^^       m (m—i){m—st) (m— 3)  (/yi-4)^  j*^^— "^  . 
1.2.3.4  i.2.3.4«5 

.       ,  m(;7i— i)(m— 2) (yyi— (/i— 2))   ^^,  (^,j. 

I  .     2     .       3     {n — i) 

70.  Si  maintenant  nous  examinons  cette  formule  terme  à  terme;  nous 
verrons  : 

i".  Que  le  coefficient  du  premier  terme  of",  est  ^gal  à  t; 

2*.  Que  celui  du  second  terme  est =—  X  i  ;  c'est-à-dire  ;  que  ce 

coefficient  est  égal  à  celui  du  premier  terme  multiplié  par  Texposant  de  x  de 
ce  premier  terme,  et  divisé  par  Texposant  de  a  du  second  terme. 


3*.  Que  le  coefficient  du  troisième  terme  qui  est ^=:— X  — — -  r 

^  ^  1.21^2* 

est  égal  à  celui  du  second  terme  multiplié  par  Pexposant  de  x  de  ce  second 
terme ,  et  divisé  par  celui  de  a  du  même  terme  augmenté  de  i  ; 

4*-  Que  le  coefficient  du  4*.  terme  qui  est^^^~^^^^~^^  =  ^v^~^j  ^  ^iz:2 
^^  ^  ^  t.  2.  3  1.23' 

est  égal  à  celui  du  3*.  terme  multiplié  par  Texposant  de  x  du  même  terme  ^ 
et  divisé  par  l'exposant  de  a,  de  ce  même  3*.  terme,  augmenté  de  Tunité,  et 
ainsi  des  autres. 

Si  donc  on  nous  propose  de  trouver  le  développement  de  (or  +  a)^, 
d'après  les  remarques  précédentes ,  on  construira  ce  développement  de  la 
manière  qui  suit  : 

On  aura  d'abord  pour  premier  terme  or^,  et  pour  second  +  6007^  ;  de 
sorte  qu'on  aura  de  suite  afi  +  &ax  ^. 

Pour  former  le  3^  terme,  on  multipliera  le  coefficient  6  par  l'exposant  5 
de  X  du  second  terme,  ce  qui  donnera  3o,  qu'on  divisera  par  l'exposant  de  a 
du  2^.  terme,  après  l'avoir  augmenté  de  i,  ce  qui  donnera  2  pour  diviseur, 
et  1 5  au  quotient  :  le  3^  terme  sera  en  conséquence  +  iSa^x^. 

Pour  avoir  le  4*.  terme,  on  multipliera  le  coefficient  i5  par  l'exposant  4 
de  X  du  3^  terme,  ce  qui  donnera  60,  qu'on  divisera  par  l'exposant  2  de  a, 
du  même  3'.  terme ,  après  l'avoir  augmenté  de  i ,  ce  qui  donnera  le  diviseur 
3  et  le  quotient  20  :  le  4*«  terme  sera  donc  4-  aocfix^. 

Pour  former  le  5*.  terme,  on  multipliera  le  coefficient  20  par  l'exposant 
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3  de  07  du  4*  terme  ]  ce  qui  donnera  6o ,  qu^on  divisera  par  Fexposant  3  de  ^ 
du  même  4^*  terme,  après  Pavoir  augmenté  de  i ,  ce  qui  donnera  le  diviseur 

4  et  le  quotient  i5  :  le  5*.  terme  sera  donc  -|-  iSa^cc^. 

Pour  avoir  le  6^.  terme,  on  multipliera  le  coefficient  i5  par  Texposant  2 
de  a?  du  5^  terme,  ce  qui  donnera  3o,  qu*on  divisera  par  l'exposant  4  de  a, 
du  même  5^  terme,  après  Tavoir  augmenté  de  i ,  ce  qui  donnera  le  diviseur 

5  et  le  quotient  6,  et  par  conséquent  le  6*.  terme  sera  +  6a'a;. 

Pour  avoir  le  7*.  et  dernier  terme,  on  multipliera  le  coefficient  6  par  Tex- 
posant  I  de  a?  du  terme  qui  précède,  ce  qui  donnera  6,  qu^on  divisera  par 
Tcxposant  5  de  a  du  même  terme  qui  précède ,  après  Tavoir  augmente  de  i , 
ce  qui  donnera  le  diviseur  6  égal  au  dividende  6;  d'où  il  s^cnsuivra  que  le  7*. 
et  dernier  terme  sera+û^  :  si  donc  nous  réunissons  tous  les  termes  successifs 
que  nous   venons  de  trouver ,  nous  aurons  : 

(  a? H-  a )^  =  o:^  +  6ax'^  H-  i5a^cc^ -+-  200^0!^  4-  iSa^x^ H-  6a^x  ^  a^. 

En  se  conduisant  de  la  même  manière,  on  aura,  avec  une  promptitude 
remarquable ,  le  développement  d'une  puissance  quelconque  entière  et  po- 
sitive du  binôme  a;  4-  a. 

Voici  quelques-uns  de  ces  développemens  sur  lesquels  le  lecteur  pourra 
s'exercer. 

go^  (a:+fl)7=  x'J+yax^^'i  1  a':r:*+35a^x*+3 5a*x'+2 1  a^x*+ya^x+a'. 

7^.  (a:-Ha)«=:c*+8aa:7+a 8û':r:*+56a'a:'+70fl V+56a V+28aV+8a^ar-Ha«. 

go.  (aj+a)9=^9^aa:*+36a'^7+84^^''+i  a6aV4-i26a*:c*+8^ 

Une  remarque  très-importante  à  faire  sur  ces  développemens,  est  que, 
une  fois  qu'on  a  trouvé  la  première  moitié  des  coefficiéns,  il  suffit  d'écrire 
ces  mêmes  coefficiens  dans  l'ordre  inverse  pour  avoir  les  autres.  Pour  recoa* 
naître  qu'on  est  arrivé  au  dernier  coefficient  différent  des  autres,  on  n^a  qu'à 
faire  attention  au  moment  où  les  exposans  de  a  et  de  a?  sont  égaux ,  ou  ne 
diffèrent  que  de  i.  Les  exposans  de  a  et  de  a?  deviennent  égaux,  quand  celui 
du  binôme  est  un  nombre  pair,  et  ces  exposans  parviennent  à  ne  différer 
que  de  i ,  lorsque  celui  du  binôme  est  un  nombre  impair ,  ce  qu'on  peut  Toir 
dans  les  développemens  ci-dessus. 

On  remarquera  encore  que  le  nombre  des  termes  du  développement  d'une 
puissance  quelconque  entière  et  positive  d'un  binôme,  est  toujours  égal  à 
l'exposant  du  binôme  augmenté  de  l'unité. 
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71.  Si  le  secoad  terme  a  du  binôme  a?  4- a  avait  le  signe  — ;  pour  passer 
au  développement  de  (a? — a)"*,  on  n'aurait,  dans  le  développement  de 
(a7-f-a)'",  qu'à  rendre  négatifs  les  termes  qui  renferment  les  puissances  de 
degrés  impairs  de  ^(n^Sg),  car  tous  les  termes  qui  renferment  les  puis- 
sances de  degrés  pairs  doivent  nécessairement  conserver  le  signe  +  quoique 
a  ait  le  signe  —  (n*.  Sg)  ;  de  sorte  qu'on  aura  : 

(a?  — a)"'=a?"' ocr-'a+-^- — ^  daT^ ^ ^^        d>x'^'^  +  ^  etc. 

72.  Supposons,  maintenant,  qu'on  nous  demande  le  développement  de 
(y"'-^-c'')*:au  lieu  de  ce  binôme,  on  prendra  celui-ci  (ir  +  a)*,  dans  lequel 
ir=y",  et  fl=i=c%  et  on  développera  (a;+a)*,  ce  qui  donnera 
(a:-|-«)*  =  ^*  +  4^i«^'H^6aV  +  4^'^  +  a\  Et  ensuite,  en  se  rappelant  que 
0:=/'",  et  a  =  c%  on  verra  que  (n*.  58)  0?*=^"",  07'=^"",  a?'=y*",  et  0'=^**, 
a^sc^",  a*  =  c'^.  En  conséquence,  on  mettra,  dans  le  développement  de 
(  ^  4«  a  y,  j^  à  la  place  de  a?*,  ^"^  à  la  place  de  a?^  j'"*  à  la  place  de  x^  et  y"^  à  la 
place  de  x\  de  même,  on  mettra  c"  à  la  place  de  a,  c^  à  la  place  de  a^  c^"  à  la 
place  de  a^  et  c^"  à  la  place  de  a^,  et  on  aura  : 

Si  le  second  terme  du  binôme  avait  le  signe  — ,  c'est-à-dire  s'il  s'agissait  du 
développement  de  {y —  c")*,  on  se  rappelerait  la  règle  du  numéro  précédent, 
et  on  aurait  :  (/'"  —  c'"/ rz:/"*—  4^^"  -4-  ^c^y^  —  l^ày^  +  c^ 

73.  Si  l'on  demandait  le  développement  de  (  ô"'^;'' H- c^d?  )♦,  on  supposerait 
que  IrL""  =  07,  et  cvda  =  a ,  ce  qui  donnerait  {iTz^  +  c^c?^)*  =  (a?  -h  a)\  et  on 
chercherait  d'abord  le  développement  de  (a; 4;.  a)*,  qui  est 

(^  +  a  )*  =  a;*  +  4^*^  4-  6a'^'  4-  4^^^^  4-  ^* ;  et  ensuite ,  puisque  x  =  iTz^ 
on  aura  (n*.  57)  x^  —  h^zf^^  a?'=6^2;^",  et  x^=,lrz^\  de  même,  puisque 
a=  £fÉÎ^,  on  aura  a'=c'''d%  a^  =  c'^'c^'^  et  a*=c^^d4î  ;  Je  sorte  qu'en  mettant, 
dans  le  développem^t  de  (07+^)*,  6^"*^^  à  la  place  de  a?*,  6^"*^^"  à  la  place  de 
s^^  b^z^  à  la  place  de  a?*,  6"'z"  à  la  place  de  a?,  et  en  mettant  c^d?  à  la  place  de  a, 
c''d*«  à  celle  de  a',  c^^rf^  à  celle  de  a',  et  c^d^^  à  la  place  de  a*,  on  aura  : 
(i"z"+  c'^^y  =è^'"z<"+4é:Pcî*è''"z^+  ^e^d'^b^z^  +  l^â^d^lTz''  -f-  c^d^'. 

74*  La  formule  du  binôme  de  Newton  ne  se  borne  pas  à  donner  les  déve--* 
loppemens  des  puissances  entières  et  positives  d'un  binôme  :  elle  sert  aussi 
à  développer  les  puissances  quelconques  entières  et  positives  des  polynômes 
quelconques. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  nous  demande  le  développement  de 
(ar-Ha^-ôy;  on  fera  a^hz=LC\  ce  qui  donnera  (a7+a4-A)*=(a74-cy,  et 
ensuite  on  développera  (ar+c^,  comme  ci-dessus,  et  on  aura 

(a?+cy=i^7*+4ca?'+6cV+4c5a?^-£7^ 
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Puis ,  comme  c=:a-j-Â,  on  aura  : 

et  dans  le  de'veloppcment  de  (a7-{-c)S  au  lieu  de  Cj  de  C,  de  c'  et  de  c*,  on 
substituera  a+6,  a"+2a6+6',  a'+36û'^-36'a^-6^  et 

a*4-46a^4-66'a'H-4*'a4-6\  ce  qui  donnera 

(a7+a+6y=a7*4-4(«+6)^+6(a'-t-2aô  +  6')j7»  + 

4(a5+36a*-+.36'a+ôO^+«'+4*û'^-<î*'«'+4*'«  +  *^ 
pour  le  développement  demandé. 

Si  Ton  avait  (^x+a+b+cy,  on  ferait  o4-6-j-c  =  £?,  ce  qui  donne- 

rait  (a?H-a4-ô+c)"' =  (a7  + J)"".  Ensuite,  on  développerait  (ar-t-d)" 

ce  qui  donnerait  : 

fx+dr=s,''-hmdx-'  I ."^('"-O j^->.-»+^i(g=llKg!-')  d.;r-^4-,  etc. 

^'^''  'i.a  1.2.3  ' 

Dans  ce  développement,  on  substituerait  a+^+^r  à  la  place  ded^  et  on 
aurait  : 

m(m  —  i)  (m  —  a),  -         .,       î'^ 

-i Ll— Ira-^B  +  cfaf^'^,  etc. 

1.2.3 

Puis,  on  développerait  les  diverses  puissances  de  (fl^  +  A-f-c),  en  s'y 
prenant  comme  nous  Favons  expliqué  ci-dessus  pour  les  trinômes. 

En  suivant  cette  marche,  on  aura,  de  proche  en  proche,  le  développe- 
ment d'un  polynôme  quelconque,  pourvu  que  Tcxposant  de  la  puissance  de 
ce  polynôme  soit  un  nombre  entier  positif. 

Nous  avons  insisté  en  disant  que  Texposant  du  polynôme  à  développer 
devait  être  entier  et  positif,  parce  que  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  de  cette  importante  formule ,  n'est  vraie  que  dans  cette  hypothèse; 
mais  on  démontre  d'une  autre  manière  (qu'il  ne  convient  pas  de  donner  ici) 
que  cette  formule  a  lieu  quelque  soit  V exposant,  entier  ou  fractionnaire , 
positif  ou  négatif. 

7"%     LEÇON^ 

De  l'extraction  des  Racines. 

75.  Après  avoir  donné  les  moyens  d'élever  une  quantité  quelconque  à  une 
puissance  entière  et  positive  quelconque,  il  est  naturel  de  faire  voir  comment 
on  peut  revenir  de  la  puissance  à  la  quantité  qui  l'a  produite  :  c^est  ce  retour 
qu'on  appelle  extraction  des  racines. 
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Nous  ifôm  vd  (n^7),  en  effet,  qu^oh  appelait  racine  la  quantité  qui 
entre,  dans  la  puissance,  autant  de  fois  facteurs  qu'il  y  a  d^unités  dans 
Texposant  de  la  puissance: 

On  dislingue  les  racines  par  leur  degré,  de  même  que  les  puissances.  Ainsi, 
par  exemple ,  a  est  la  racine  carrée  ou  2^.  de  a^,  la  racine  cubique  ou  3^  de  a\ 
la  racine  4'*  ^^  ^S  etc.  ;  enfin ,  a  est  la  racine  n"^^  de  a\ 

76.  Pour  indiquer  les  racines,  on  se  sert  du  signe  / ,  qu^on  appelle  radical, 
dans  Vouverture  duquel  on  met  un  nombre  qui  indique  le  degré  de  la  racine 
à  extraire,  et  qui  se  nomme  indice.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  s'agissait  d'ex- 

traire  la  racine  n^^  de  a,  on  l'indiquerait  de  cette  manière  :  y  a.  Quand 
l'indice  est  2 ,  il  s'agit  de  la  racine  carrée,  et  on  n'écrit  pas  cet  indice ,  parce 
qu'il  n'y  a  pas  de  racine  de  degré  inférieur.  Ainsi,  s'il  s'agissait  de  la  racine 
carrée  de  a,  on  l'indiquerait  de  cette  manière  :  /a;  mais  pour  la  racine  cu- 
bique et  les  supérieures ,  on  met  toujours  l'indice. 

77.  Supposons  qu'il  s'agisse  d^cxtraire  la  racine  n"*  de  a"*  :  je  dis  que  la 

m  m 

racine  demandée  sera  a  "  ;  car  si  l'on  élève  cette  quantité  a'^  à  la  puissance 

7i**,  d'après  la  règle  du  n".  58,  on  aura  à^  ==  a"".  Ainsi  donc  /a'"  =  û"^"  : 
c'est-à-dire  que,  pour  extraire  la  racine  d*un  degré  donné ,  d'une  quantité 
exponentielle  quelconque ,  il  faut  diçiser  l'exposant  de  l exponentielle  par 
rindice  du  radical. 

78.  Supposons  qu^on  nous  demande  la  racine  n"*  de  a"/rV..;...;  je  dis  que 

cette  racine  sera  abc ;  car  si  l'on  élève  abc à  la  n"*  puissance,  on  aura 

a-iV (n*.  56). 

Il  suit  de  là  que  la  racine  n**  d'un  produit  de  tant  de  facteurs  quon  vou^^ 
dra  est  égale  au  produit  des  racines  (de  même  indice)  de  tous  les  facteurs 
du  produit  donné. 

Les  coefficiens  numériques  n'étant,  au  fond,  que  des  facteurs  comme  les 
autres,  il  est  évident  que  leur  extraction  de  racine  entre  dans  la  règle  que 
nous  venons  de  démontrer. 

7g.  Supposons  qu'on  nous  demande  la  racine  /i""'  du  produit 
^«•+-jf+-^î+*  j  comme  ce  produit  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


cTa^t^lTffld',  on  aura  ^  a"^b^c'^  =  ^  a"'a"lfb"c^c'':=z  y/  a'^b'^c'' .  a^'b^c''.  Mais 
la  racine  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  racines  de  tous  les  facteurs  ; 
or,  le  produit  a"6V .  a'^b^c^  peut  être  regardé  comme  étant  composé  des  deux 
facteurs  a''6V,  a'"6V  ;  la  racine  de  ce  produit  sera  donc  égale  au  produit 
des  racines  de  ces  deux  facteurs;  mais  la  racine  n^  de  a^b^c"*  est  abc^  et  celle 

16 
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de  même  indice  de  a'^h^d^  est  ^ arb^i?^   on  aura  donc  ahc^arh^€?    pour  la 

racine  demandée;  de  sorte  que  ^ ar^h^^d^-^  —  abc^a'^à^c^.  Il  suit  de  U 
que  pour  extraire  la  racine  d^une  quantité  composée  de  plusieurs  facteurs 
exponentiels ,  si  les  exposons  de  ces  facteurs  peuçent  se  décomposer  en  deux 
parties  dont  lune  soit  égale  à  Vindice  du  radical,  ou  quelle  soit diçisible par 
cet  indice,  on  pourra  décomposer  la  quantité  donnée  en  deux  groupes  de 
facteurs ,  Tun  de  ces  groupes  ne  se  composant  que  de  facteurs  de  puissances 
complètes  marquées  par  Tindice  du  radical ,  et  Tautre  groupe  ne  se  compo- 
sant que  de  facteurs  dont  les  exposans  seront  plus  petits  que  ce  même  in- 
dice ;  ensuite  on  pourra  extraire  la  racine  en  question  du  premier  groupe  « 
mettre  Tautre  groupe  sous  le  radical ,  jusqu^à  ce  qu^on  puisse  en  extraire  la 
racine ,  et  multiplier  les  racines  des  deux  groupes  Tune  par  Tautre. 


mm 


80.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  la  quantité  /a"^;  comme  on  peut  mettre 
cette  expression  sous  la  forme  a  "^ ,  qui  se  réduit  à  a"*;    à  cause  du  facteur 


mm  p  m 


commun  n  aux  deux  termes  de  la  fraction  ^,  on  aura  ^a"^  =:a  «  =  ^a^. 

Il  suit  de  là  que ,  Fon  peut  diviser  l'indice  d'un  radical  et  lexposcmt  de  la 
quantité  affectée  de  ce  radical  par  le  même  nombre ,  sans  changer  la  valeur 
de  la  racine  demandée;  ce  qui,  dans  beaucoup  de  circonstances,  simplifie 
l'extraction  des  racines. 

81.  La  réciproque  de  cette  proposition  a  évidemment  lieu,  c^est-à-din, 
que  Ion  peut  multiplier  Vindice  d'un  radical  et  l  exposant  de  la  quantité  affec- 
tée de  ce  radical,  par  le  même  nombre ,  sans  changer  la  valeur  de  la  racine 
demandée;  car,  après  avoir  fait  cette  multiplication,  on  pourrait  dîyiser 
l'indice  du  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  par  le  même  nombre  qui  avait 
servi  de  multiplicateur,  ce  qui  ramènerait  à  la  première  expression. 


fnnpq  '' 


82.  Puisque,  si  l'on  avait  y/  a\  on  pourrait  prendre  /a"^^  ;  que 
a  "*"^=  /  ar=:  ^a  ««;  que  a'"''=  ^ a^z=.  /o'",  et  queû"»  =  ^ c^ \  en  re- 
montant  par  degréàla  première  expression,  on  aura  i*'.a'^=  /a"  =  /7^  • 
2».  a'^z^!ja'^z=.  '^^,/}a\  et  3^  ^a^=  ^^77^^    et  par  consé- 

'"V^  q     p    n     m 

quent  /  a'^=/// /a' :  c'est-à-dire  que,  s'il  s'agit  d^extraire  une  racine 
dont  l'indice  puisse  se  décomposer  en  plusieurs  facteurs ,  on  pourra  avoir 
la  racine  demandée,  en  extrayant  i"^.  delà  quantité  donnée^  la  racine  mat* 
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quée  par  le  premier  facteur  ;  ^"^ .  de  cette  première  racine ,  la  racine  marquée 
par  le  second  facteur  ;  3*.  de  cette  seconde  racine ,  la  racine  marquée  par 
le  troisième  facteur,  et  ainsi  de  suite ,  jusquà  la  racine  marquée  par  le 
dernier  facteur  de  Vindice  donné. 

Ce  principe  sert^  comme  on  Toit,  à  changer  rextraction  des  racines  d'un 
haut  indice  à  des  extractions  successives  de  racines  d'indices  moindres  ;  ce  qui 
réduit  la  question  de  l'extraction  des  racines  en  général  à  savoir  extraire  les 
racines  dont  les  indices  sont  des  nombres  premiers. 

83.  Voyons  maintenant  quel  doit  être  le  signe  de  la  racine,  eu  égard 
à  celui  de  la  quantité  dont  on  demande  la  racine,  et  eu  égard  à  l'indice  du 
radical. 

i*.  Supposons  que  la  quantité  donnée  soit  positive,  et  que  l'indice  soit 

pair,  ce  qu'on  peut  indiquer  en  faisant  généralement  cet  indice  égal  à  2/2,  /i 

étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  l'on  demande  le  signe  de  /4-a, 
comme  le  signe  de  toutes  les  puissances  de  degré  pair  est  toujours  le  signe 
4-,  dans  le  cas  même  où  la  racine  a  le  signe  — ,  il  s'ensuit  que  si  rien  ne  dé- 
termine d'ailleurs  le  signe  d'une  racine  d'un  degré  pair,  cette  racine  pourra 
avoir  indifféremment  le  signe  4-  ou  le  signe  — ,  ce  qu'on  indique  de  cette 

manière  +  /a. 

2^  Si  la  quantité  dont  il  s'agirait  d'extraire  la  racine  avait  le  signe — , 
l'indice  étant  toujours  pair,  cette  racine  serait  impossible  ;  car  il  n'y  a  aucune 
quantité,  soit  positive,  soit  négative,  soit  zéro,  qui,  élevée  à  une  puissance 
d'un   degré  pair  ,  puisse  donner  un  résultat  négatif  (  n\  59  ).   Ainsi 

^  —  a,  /  —  a^  /  —  a,  etc.,  sont  autant  de  quantités  impossibles.  On  leur 
donne  le  nom  de  quantités  imaginaires.  Quoiqu'on  ne  puisse  assigner  aucune 
valeur  réelle  aux  quantités  imaginaires,  elles  jouent  un  rôle  important  dans 
les  calculs  analytiques,  ainsi  que  nous  ne  tarderons  pas  de  nous  en  convaincre. 
3^.  Si  l'indice  est  impair,  la  racine  est  toujours  réelle,  et  a  toujours  le 
même  signe  que  la  quantité  dont  on  demande  la  racine.  Cette  proposition  est 

une  suite  immédiate  du  n®.  Sg  :  ainsi ,  /-t-  a^  =  4-  a,  ^—à^z^  —  û  ,  etc; 
L'expression  de  tous  les  nombres  impairs  étant  2/2+  i,  puisque  2/2  est  un 
nombre  pair,  et  que  tout  nombre  pair  augmenté  de  l'unité  (n*.  70,  an  th.) 
est  un    nombre    impair,    l'expression  générale  des    racines    des    degrés 

impairs  sera  /Hha,  en  donnant  le  signe  +  à  la  racine  quand  la  quantité 
dont  on  demande  la  racine  a  le  signe  +>  et  vice  versa.  Tels  sont  les  principes 
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généraux  de  TextrâCtion  des  racines.  Passons  maintenant  aux  procédés  qu'on 
doit  suivre  pour  extraire  les  racines  de  tous  les  degrés  des  quantités  numé- 
riques, en  ne  nous  occupant,  d'une  manière  particulière,  que  des  racines 
carrées  et  cubiques. 

De  ïextraclion  de  la  Racine  carrée  des  nombres. 

84.  Pour  pouvoir  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre,  il  faut  savoir,  de 
mémoire,  quels  sont  les  carrés  des  nombres  composés  d'un  seul  chiffre,  parce 
qu'il  n'y  a  pas  de  méthode  pour  extraire  les  racines  de  ces  carrés,  et  que  le 
procédé  de  l'extraction  des  racines  carrées,  des  nombres  composés  de  plur 
sieurs  chiffres ,  exige  qu'on  sache  extraire,  de  mémoire,  ces  premières  racines, 
qu'on  pourrait  appeler  racines  élémentaires  :  il  faut  donc  savoir  que  les 
carrés  des  nombres    i,  2,  3,    4^    ^9     ^9     7»     ^9     9>     ^o, 

sont  respectivement    i,  4f  9^  16,  25,  36,  49 >  64,  81,  100. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  faut  faire  quelques  observations  importantes  sur 
cette  suite  de  carrés  et  sur  leurs  racines. 

85.  On  observera  d'abord  que  les  nombres  compris  entre  i  et  4>  entre  4 
et  9,  entre  9  et  16,  entre  16  et  25,  entre  25  et  36 ,  entre  36  et  499  entre  49 
et  64,  entre  64  et  81,  et  entre  81  et  100  ne  sont  pas  des  carrés,  car  les 
nombres  compris  entre  i  et  4  auront  des  racines  plus  grandes  que  i  et  plus 
petites  que  2,  ceux  compris  entre  4  ^^  9  auront  des  racines  plus  grandes  que  2 
et  plus  petites  que  3,  ceux  compris  entre  9  et  16  auront  des  racines  plus 
grandes  que  3  et  plus  petites  que  4 9  et  ainsi  de  suite;  or,  entre  les  racines 
I  et  2,  2  et  3,  3  et  4»  etc.,  il  n'y  en  a  pas  d'entières;  je  dis  maintenant  que 
ces  racines  ne  sont  pas  non  plus  fractionnaires. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  faut  faire  voir  d'abord  que  le  carré 
d'un  nombre  fractionnaire  est  toujours  un  nombre  fractionnaire. 

En  effet,  soit  a  la  partie  entière  de  ce  nombre,  et  —  la  partie  fraction- 
naire :  on  aura  a  4- —  pour  le  nombre  fractionnaire  donné,  en  observant 
que  —  est  plus  petit  que  l'unité  et  est  à  sa  plus  simple  expression.  Le  carré 
de  a  4-  —  sera  a*  H h  —r--  Je  dis  maintenant  que  ce  carré  est  né- 

c  ce  ^ 

ccssairement  un  nombre  fractionnaire.  D'abord  on  voit  que  le  premier  terme 
a^  est  un  nombre  entier.  Le  terme sera  un  nombre  entier  ou  une  frac- 

c 

tion  renfermant  ou  ne  renfermant  pas  d^entiers. 

1".  Si  renferme  exactement  un  nombre  d'entiers;  c'est  que  a  est 


algèbre;  I 25 

divisible  par  c,  car  le  diviseur  c  n^a  point  de  facteur  commun  avec  b.  Mais 

si  le  terme  est  un  nombre  entier,  comme  le  terme  a*  est  nécessaire- 

c 

ment  un  nombre  entier,  il  est  clair  qu^en  ajoutant  la  somme  de  ces  deux 
nombres  entiers  au  terme  —z-  (  qui  est  nécessairement  une  fraction  plus 

b 

petite    que  Tunité  ,    puisque —  est  plus  petite  que  Tunité  )  le  nombre 

a*  -f- H-  —r-  sera  nécessairement  un  nombre  fractionnaire. 

2*.  Si  la  fraction renferme  des  entiers  plus  une  fraction,  le  numéra-: 

teur  de  cette  fraction  sera  plus  petit  que  le  dénominateur  au  moins  d'une 


unité  :  cette  fraction  sera  au  plus  égale  à ,  et  le  carré  a»  +  — (-,  — 

se  composera  de  deux  parties  entières,  dont  la  somme  sera  nécessairement 

c  —  I  b^ 

un  nombre  entier,  plus  de  la  somme  des  deux  fractions -4 ;-.    Je 

*  c  (T 

dis  maintenant  que  la  somme  de  ces  deux  fractions  est  un  nombre  fraction- 
naire ;  car ,  supposons  le  cas  le  plus  défavorable ,  le  cas  où  6 = c  —  i  ;  nous 

aurons  — =-^ — ;^— ^= ,    et  par  conséquent 

H T-  = b -Il •  Mettons  ces  deux  fractions 

c  c  c  c 

g%    ^^^     I  ^  ^^^   Q/J  *^*     I 

, ^—ï- —  au  même  dénominateur,  et  faisons  la  somme  des  nu-; 

mérateurs,  nous  aurons ; = ^-I- — ;    Si  actuelle-: 

ment  nous  cherchons  les  entiers  contenus  dans  la  fraction  -^ — -—f       ' 
Tn*.  44  )f  nous  aurons — ■ —  =  2 1 

0.C*  ^^~  3^  ^4^  I  ^         T  I  "l 

La  fraction ; contient  donc  2  entiers  et +-— ou . 

I  ^  .  .  c      c^        c"  c 

Or,  -3-  est  nécessairement  une  fraction,  puisque  c  est  plus  grand  que  Tu- 

.     •    3 
nité;  il  ne  s'agit  plus  que  de  savoir  si  —  est  une  fraction.  Or,  il  n'y  a  qu'un 

3  ^  .    \  .  3 

cas  où  —  peut  être  un  nombre  entier,  c'est  celui  où  c=3,  ce  qui  donne  —  =  i , 

mais  dans  tout  autre  cas  cette  fraction  sera  plus  petite  que  l'unité,  ou  elle 
renfermera  un  entier  et  une  partie  plus  petite  que  l'unité/  Si  la  fraction 

3  X   *  /-  ^ab  b^ 

—  =1,  on  ajoutera  cette  unité  aux  parties  entières  du  carré  a»  H 1 — , 

en  ayant  égard  aux  signes  ;  mais  il  restera  encore  —  qui  est   une  fraction 

0/7  A  A' 

plus  petite  que  l'unité  ;  donc ,  dans  ce  cas ,  le  carré  a*  + +  -—  est   un 

nombre  fractionnaire,  et  dans  les  cas  où  la  fraction  —  est  plus  petite  que  l'u- 

c 

oité,  ou  qu^elle  renferme  un  entier  et  une  partie  plus  petite  que  Tunité,^ 
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comme  il  faut  retrancher  la  partie  plus  petite  que  Tunitë  de  --^,  il  est  clair 

que  le  reste  sera  plus  petit  que  Tunitc,  et  par  conséquent  le  carré  a*-+-  -—  -+-  — ;- 

est  nécessairement  un  nombre  fractionnaire ,  cVst-à-dire  que  fouies  les  Jais 
fjuime  racine  sera  fractionnaire ,  son  carré  sera  fractionnaire. 

Or,  si,  par  exemple,  on  nous  demandait  la  racine  carrée  de  3  ;  comme  3 
est  un  nombre  entier,  sa  racine  carrée  ne  peut  être  un  nombre  fractionnaire 
puis  qu^une  racine  fractionnaire  donne  toujours  un  carré  fractionnaire  :  la 
racine  carrée  de  3  ne  sera  donc  ni  un  nombre  entier  (puisqu'elle  est  com- 
prise entre  i  et  2),  ni  un  nombre  fractionnaire,  ni  zéro.  Cependant  Texis- 
tencc  de  cette  racine  n^est  point  douteuse,  car  elle  est  comprise  entre  i  et  2, 
et  elle  est  plus  grande  que  i  et  plus  petite  que  2  :  cette  racine  est  donc  un 
nombre  dont  Tespcce  ne  s'est  point  encore  présentée.  Ces  nombres  s'ap- 
pellent nombres  irrationnels  ou  incommensurables.  On  ne  peut  jamads  les 
obtenir  exactement,  mais  on  peut  en  approcher  d'aussi  près  qu'on  peut  le 
désirer,  ainsi  que  nous  le  Terrons  bientôt. 

86.  En  examinant  de  nouveau  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels 
depuis  I  jusqu'à  10  (n^.  84)9  on  verra  que  tant  que  la  racine  n'a  qu'un  seul 
chiffre,  le  carré  en  a  au  plus  2,  et  que  la  plus  petite  racine,  composée  de  deux 
chiffres,  qui  est  10,  en  donne  3  au  carré. 

Ainsi,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre 
qui  ne  se  composera  que  de  2  chiffres,  nous  pourrons  affumer  que  la  racine 
n'en  aura  qu'un  seul,  et  il  faudra  extraire  cette  racine  de  mémoire.  Mais  si  le 
nombre  proposé  renferme  plus  de  deux  chiffres,  sa  racine  en  aura  au  moins 
2,  et  renfermera,  par  conséquent,  au  moins  des  dixaines  et  des  unités.  Dans 
ce  dernier  cas,  il  n'est  pas  aisé,  et  même  il  est  presque  impossible  d'extraire 
la  racine  de  mémoire ,  mais  alors  on  peut  établir  une  méthode  d'extraction. 

87.  Cette  méthode  est  fondée  sur  la  manière  que  se  combinent  ensemble 
les  divers  ordres  d'unités  de  la  racine  pour  former  le  carré.  Ainsi,  la  pre- 
mière chose  que  nous  ayons  à  faire,  c'est  de  découvrir  quelles  sont  ces  com- 
binaisons. 

Pour  cela,  supposons  qu'il  s'agisse  du  carré  de  Sy;  en  multipliant  ce 
nombre  par  lui-même  on  aura  3249  pour  le  carré  demandé.  Mais  Sy  =  5o-f7, 
c'est-à-dire  que  Sy  égale  5  dixaines  plus  7  unités  :  représentons  les  dixaines 
par  a  et  les  unités  par  ô,  nous  aurons  5o  +  7  =  a  +  ô;  si  maintenant  nous 
élevons  a  4-  6  au  carré  (  n**.  60),  nous  aurons  (  a4-  ô)*  =  a*  4-  206  +  ^'i 
c'est-à-dire  que,  le  carré  d'un  nombre  composé  de  dixaines  et  d*uniiés  ren* 
ferme  le  carré  des  dixaines,  plus  2  fois  les  dixaines  multipliées  par  les  unités, 
et  plus  le  carré  des  unités. 


ALGEBRE.  IQ7 

88.  Cela  posé,  supposons  qu^on  nous  demande  la  racine  carrée  de  324g, 
que,  d'avance,  nous  savons  être  Sy.  On  disposera  le  calcul  comme  il  suit  : 


Carré. 

3^,49 

74,9 
000 


Racine, 

57 


107 

7 


et  ensuite  on  observera  que  le  carré  donné,  se  composant  de  plus  de  2 
chiffres,  la  racine  doit  en  avoir  au  moins  2  ;  ce  carré  donné  contiendra  donc 
le  carre  des  dizaines  plus  2  fois  le  produit  des  dixaincs  par  les  unités  et  plus 
le  carré  des  unités  de  la  racine  :  cherchons  donc  où,  dans  le  carré  donné,  le 
carré  des  dixaincs  de  la  racine  se  trouve.  Si  Ton  considère  que  le  carré  d'un 
nombre  quelconque  de  dixaines,  est  nécessairement  de  centaines,  on  verra 
que  le  carré  des  dixaines  de  la  racine  demandée  ne  peut  se  trouver  ni  dans 
les  unités  simples,  ni  dans  les  dixaines  du  carré  donné  ;  de  sorte  qu'il  faudra 
mettre  de  côté,  au  moyen  d'une  virgule,  les  deux  derniers  chiffres  du  carré 
donné,  pour  ne  considérer  que  les  deux  qui  sont  vers  la  gauche,  et  qui  for- 
ment le  nombre  82.  Oncherchera  (n^.  84)  le  plus  grand  carré  contenu  dans 
32,  qui  est  25  et  dont  la  racine  est  5 ,  et  on  écrira  5  à  la  place  destinée  pour 
la  racine.  On  retranchera  ensuite  le  carré  25  de  82,  et  il  restera  7,  qu'on 
écrira  sous  82  du  carré  donné,  et  on  abaissera  les  deux  chiffres  suivant  49  & 
côté  du  reste  7,  ce  qui  donnera  le  nombre  749  pour  le  reste  qu'on  aura,  après 
avoir  retranché,  du  carré  donné,  le  carré  des  dixaines  de  la  racine.  Ce 
nombre  749  renfermera  encore  2  fois  les  dixaines  multipliées  par  les  unités 
de  la  racine,  et  plus  le  carré  des  unités.  Comme  on  connaît  les  dixaines,  on 
les  doublera  et  on  aura  10  qu'on  écrira  sous  la  racine,  comme  on  le  voit  ci- 
dessus.  Ce  double  10  des  dixaines,  multiplié  par  les  unités  qu'on  ne  connaît 
pas,  doit  égaler  un  certain  produit  qui  ne  peut  être  que  de  dixaines,  et  ce 
produit  se  trouve  dans  le  reste  749  :  le  produit  dont  il  s'agit  sera  donc  dans 
les  74  dixaines  du  nombre  749;  on  mettra  donc  de  côté,  au  moyen  d'une 
virgule,  le  chiffre  9  des  unités,  et  on  divisera  74  par  le  double  10  des 
dixaines  de  la  racine,  et  on  aura  7  au  quotient,  qu'on  écrira  à  côté  de  10  et 
au-dessous  de  lui-même,  comme  on  le  voit  ci*dessus.  Ensuite,  on  prendra  le 
reste  749  tout  entier;  on  multipliera  par  7  le  nombre  107 ,  et  on  retranchera 
le  produit  du  nombre  749  ;  comme  la  soustraction  aura  lieu  sans  reste,  on  en 
concluera  que  le  chiffre  7  exprime  les  unités  de  la  racine  ;  on  écrira  ce  chiffre 
à  la  suite  du  chiffre  5  déjà  écrit  à  la  place  de  la  racine  demandée,  qui  sera 
par  conséquent  57 ,  ce  que  nous  savions  d'avance. 
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En  multipliant  le  nombre  107  par  7,  il  est  (évident  qu*on  a  faitd^abord  le 
carré  des  unités  de  la  racine,  et  ensuite  le  double  produit  des  dizaines  par  les 
unités,  ce  que  renfermait  en  effet  le  reste  749. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  découvrir  pourquoi  on  ne  peut  pas  com- 
mencer par  les  unités  simples ,  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre. 

8g.  Supposons  maintenant  qu'on  nous  demande  la  racine  carrée  du  nombre 
219024  :  on  disposera  le  calcul  comme  ci-dessous. 


Carré. 
21,90,24 

(0 59,0 

00 


Racine. 
468 


i«^  détail. 
86 
6 


3^.  détail. 
•^  8 

et  ensuite,  comme  le  carré  donné  renferme  plus  de  2  chiffres,  la  racine  en 
aura  au  moins  2  ;  c'est-à-dire  que  la  racine  aura  des  dixaines  et  des  unités  :  le 
carré  donné  se  composera  donc  du  carré  des  dixaines ,  plus  2  fois  les  dixaines 
multipliées  par  les  unités ,  et  plus  le  carré  des  unités.  On  commencera  donc 
par  extraire  la  racine  carrée  des  dixaines;  et  comme  le  carré  des  dixaines 
donne  des  centaines,  on  retranchera  les  deux  derniers  chiffres  du  carré  donné 
pour  n'avoir  que  la  partie  2190  de  ce  carré  qui  contient  le  carré  des  dixaines. 
Mais  ce  nombre  2190,  renfermant  plus  de  2  chiffres,  sa  racine  en  aura  au 
moins  2 ,  c'est-à-dire  que  les  dixaines  de  la  racine  demandée  sont  en  assez 
grand  nombre  pour  former  des  centaines.  Supposons,  pour  un  moment,  que 
les  dixaines  ne  soient  que  de  simples  unités,  les  centaines  que  de  dixaines, 
et  que  le  carré  donné  ne  se  compose  que  du  nombre  2190.  Ensuite,  en  rai- 
sonnant sur  ce  nombre  2190,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans  l'exemple 
précédent ,  nous  verrons  qu'il  faudrait  d'abord  séparer,  par  une  virgule,  les 
deux  chiffres  qui  sont  à  la  droite  de  ce  nombre  ;  chercher  le  plus  grand  carré 
contenu  dans  le  nombre  21,  qui  reste  vers  la  gauche,  lequel  carré  est  16; 
écrire  la  racine  carrée  de  16  à  la  place  de  la  racine  demandée;  retrancher  le 
carré  16  de  21,  et  écrire  le  reste  5  au-dessous  du  carré  donné,  comme  on 
le  voit  ci-dessus.  Puis,  à  côté  du  reste  5,  il  faudrait  abaisser  les  autres 
chiffres  du  nombre  2190  et  en  séparer  le  dernier,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-des- 
sus; doubler  la  racine  4  déjà  trouvée,  ce  qui  donnerait  8,  qu'on  écrirait 
comme  on  le  voit  dans  le  premier  détail  ci-dessus;  diviser  le  nombre  59  qui 
reste  vers  la  gauche  de  la  virgule  dans  le  nombre  (  i  )  par  le  double  8  dç  1^ 


•  i 
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ine  Sé\i  ïrouvcc,  ce  qui  donnerait  6  au  quotient,  et  écrire  ce  quotient  6  à 
eftlé  de  8  et  au-dessous  de  lui-même ,  dans  le  premier  dc'tail.  Puis ,  multiplier 
le  nombre  86  par 6;  retrancher  le  produit  du  nombre  (i),  ticrire  le  reste  74 
au-dessous  du  nombre  (i),  et  enfin  écrire  G  à  la  racine  à  côte  de  4!  *le  sorte 
qu'on  aurait  4^  pour  le  nombre  des  dixaincs  de  la  racine  demandée.  Ayant 
trouve'  les  dixaines  de  la  racine ,  on  aura  égard  aux  deux  derniers  chiffres  du 

Krc  donne,  qu'on  abaissera  à  côte  du  reste  74  «  *^^  on  aura  le  nombre  74^4 . 
,  contiendra  2  fois  lesdixaines  multipliées  parles  unîtes,  et  plus  le  carré  des 
itcs.  En  conséquence ,  on  doublera  les  dixaines  4^  de  la  racine ,  et  on  aura 
92  qu'on  écrira  au  second  détail  ci-dessus;  on  séparera  le  dernier  chiffre  4 
du  nombre  (2)  par  une  virgule;  on  divisera  le  nombre  74^  <!"•  reste  vers  la 
gauche  de  cette  virgule  par  le  double  92  des  dixaines  de  la  racine,  et  on 
édita  le  quotient  8  à  la  droite  de  92,  et  au-dessous  de  lui-mcmc  dans  le 
2'.  détail  ci-dessus.  On  multipliera  le  nombre  928  par  8;  on  retranchera  le 
produit  du  nombre  (  2  )  tout  entier,  et  il  ne  restera  rien;  ce  qui  annoncera 
que  le  chiffre  8  représente  les  unités  qu'il  faut  e'crire  à  la  racine ,  et  on  aura 
468  pour  la  racine  demandée. 

go.  D'après  ce  qui  précède ,  on  peut  établir  la  règle  générale  suivante  pour 
l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  composé  de  tant  de  chiffres 
qu'on  voudra. 

On  commencera  par  partager  îe  carre' donné  en  tranches  de  2  en  2  chiffres, 
en  allant  de  droite  à  gauche  ;  on  cherchera  le  plus  grand  carre'  contenu  dans 
/a  première  tranche  à  gauche ,  (jui  peut  n  avoir  qu  un  seul  chiffre;  on  en  ex- 
traira  la  racine  catrée;  on  mettra  cette  racine  à  la  place  de  la  racine  de- 
mandée,  et  on  retranchera  le  carré  de  la  racine  troune'e  de  la  première  tranche 
à  gauche.  A  côté  du  reste ,  on  abaissera  la  tranche  suivante  ;  on  séparera ,  par 
une  virgule,  le  dernier  chiffre  à  droite  de  cette  tranclic  suivante,  après  l'avoir 
abaissée  ;  on  doublera  la  racine  trouvée  ;  on  divisera  le  nombre  à  gauche  de  la 
z'irguU  dont  il  vient  d'être  question,  par  le  double  de  la  racine  trouvée  ;  on 
écrira  le  quotient  à  côté  du  double  de  cette  racine  trouvée  et  au-dessous  de  lui- 
même;  on  multipliera,  parce  quotient,  ce  quotient  lui-même  et  le  double  de 
la  racine  trouvée,  et  on  retranchera  le  produit  du  nombre  dont  la  seconde 
tranciie  du  carré  donné  fait  partie.  Puis ,  on  abaissera  la  troisième  tranche  à 
côté  du  reste,  on  doublera  la  racine  trouvée  après  y  avoir  écrit  le  dernier  chiffre 
obtenu ,  et  on  continuera  d'opérer  comme  il  est  dit  ci-dessus ,  en  écrivant  un 
chiure  à  la  racine  à  chaque  fois  qu'on  abaissera  une  nouvelle  tranche  du 
carrédonné,  etc. 

qi.  Il  nous  reste  à  faire  observer  qu'à  la  vérité  le  premier  chiffre  de  la  racine 
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s'obtient  toujours  sans  tâtonnement,  mais  qu'il  n'en  est  pas  de  mt-mc  poui 
les  autres  :  quelquefois  ou  prend  un  chifiVe  qu'on  avait  cru  bon  et  qui  SQ 
trouve  trop  grand  ou  trop  petit.  Quand  il  est  trop  grand  ,  on  s'en  aperçoit 
sans  peine;  mais  on  pourrait  ne  pas  s'apercevoir  de  suite  lorsqu'il  est  tro| 
petit.  On  reconnaît  qu'il  est  trop  petit,  quand  le  reste  qu'il  donne  (en  y 
comprenant  ce  chiffre  lui-mcnie  augmenté  de  runitc)  est  plus  grand  que  Iq 
double  de  la  racine  trouvc'c, 

En  effet,  supposons  que  la  racine  trouvée  soit  a  (en  y  comprenant  le 
cbiffre  qu'il  s'agit  de  vérifier)  ;  si  le  chiffre  à  vérifier  est  trop  petit,  il  le  sera 
au  moins  d'une  unité,  et  rendra  la  racine  trouvée  trop  petite  de  cette  unité 
il  faudra  donc  l'augmenter  de  celte  unité  ;  elle  sera  donc  a-hi  ;  mais  si  l'oa 
élève  cette  racine  au  carré,  elle  donnera  a^-\-2.  a-h  i ,  or  le  carré  de  a  esta'; 
donc,  quand  la  racine  augmente  d'une  unité,  le  carre  augmente  de  20-l-iî 
c'est-à-dire  de  2  fois  cette  racine  plus  i.  Il  faut  donc  que  le  reste  qu'a  donné 
le  chiffre  à  vérifier  contienne  celte  augmentation;  il  faut  donc  qu'il  soit  au 
moins  égal  au  double  de  la  racine  trouvée  plus  l'unilc. 

Comme  pour  trouver  un  chiffre  il  faut  doubler  la  racine  trouvée,  et  que 
l'on  écrit  ensuite  ce  chiffre  à  côté  de  cette  double  racine  trouvée,  il  s'ensuit 
qu'un  coup-d'œil  suffit  pour  s'assurer  si  le  chiffre  trouvé  est  trop  petit 
ou  non.  I 

92.  Dans  le  cas  où  la  racine  demandée  serait  irralionnelle,  après  avoir  ob- 
tenu la  plus  grande  racine  cnlière,  on  mettrait  2.  zéros  à  la  droite  du  dernier 
reste,  et  ces  deux  zéros  tiendraient  Heu  d'une  nouvelle  tranche  abaissée  du 
nombre  donné  à  côté  du  dernier  reste.  On  opérerait  ensuite  comme  il  a  clé 
dit  ci-dessus,  pour  avoir  un  nouveau  chiffre  à  b  racine.  A  côté  du  nouveau 
reste,  on  mettrait  encore  une  tranche  de  2  zéros,  et  en  opérant  toujours 
comme  ci-dessus,  on  aurait  un  nouveau  chiffre  à  la  racine.  En  continuant  tic 
mettre  une  tranche  de  2  zéros  à  côlé  des  restes  successifs,  et  en  opérant 
toujours  de  la  même  manière,  on  obtiendrait  une  suite  indéfinie  de  chiffre* 
à  la  racine  qu'on  pourrait  pousser  aussi  loin  qu'on  le  voudrait.  S'étant  ar- 
rêté au  chiffre  qu'on  jugera  convenable,  on  comptera  le  nombre  de  tranche* 
de  2  zéros,  qu'on  aura  mis  à  la  suite  des  restes  successifs,  et  on  mettra,  da*** 
la  racine ,  autant  de  chiffres  au  rang  des  décimales  qu'on  aura  de  ces  tranch 
de  2  zéros.  De  cette  manière  on  trouvera  que  la  racine  carrée  du  nomb 
340 1  approchée  jusqu'à  la  3'.  décimale,  c'est-à-dire ,  approchée  à  moins  à\ 
millième  près,  est  58,3t8. 

Ce  procédé  d'approximation  est  fondé  sur  ce  qui  suit  : 

La  racine  carrée  de  a'  est  a;  mais  celle  de  loon'  est  loa;  de  sorte  ga 
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duand  le  carré  est  loo  fois  plus  grand  la  racine  est  lo  fois  plus  grande.  Il  est 
évident  que  si  le  carré  était  loooo  fois  plus  grand,  la  racine  serait  loo  fois 
plus  grande,  car  le  carré  de  loo  est  loooo.  Enfin,  on  voit  qu*à  mesure  que 
le  carré  devient  lOo  fois  plus  grand,  la  racine  devient  lo  fois  plus  grande. 
Or  I  ayant  successivement  mis  2  zéros  à  la  suite  de  chaque  reste,  c^e^t  évidem- 
ment comme  si  Ton  avait  successivement  rendu  le  carré  de  100  en  100  fois  plus 
grand;  la  racine  devenait  donc  successivement  de  10  en  10  fois  plus  grande; 
il  est  donc  évident  qu^il  fallait  rendre  ensuite  cette  racine  le  même  nombre 
de  fois  plus  petite  qu'elle  avait  été  rendue  de  fois  plus  grande  :  c'est-à-dire, 
qu'il  fallait  mettre,  dans  cette  racine,  autant  de  chiffres  au  rang  des  déci- 
males, qu'on  avait  mis  de  tranches  de  2  zéros  à  la  suite  du  carré  donné. 

93.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  nombre  dont  on  deman- 
dait la  racine,  était  entier.  Supposons  maintenant  que  ce  nombre  soit  décimal. 
Dans  ce  cas,  on  observera  qu'il  faut  nécessairement  qu'il  y  ai  t  un  nombre  com- 
plet de  tranches  de  2  chiffres  dans  la  partie  décimale  du  nombre  donné,  et  que, 
par  conséquent,  si  le  nombre  des  décimales  est  impair,  il  faudra  mettre  un  zéro 
à  la  suite  des  décimales,  ce  qui  ne  changera  pas  la  grandeur  du  nombre  donné. 
La  racine  aura  autant  de  décimales  qu'il  y  aura  dé  tranches  de  2  chiffres  dans 
la  partie  décimale  du  nombre  dont  on  demandera  la  racine  carrée. 

Quant  à  la  ratine  carrée  des  fractions ,  le  plus  simple ,  c'est  d'abord  de  dé- 
velopper la  fraction  donnée  en  décimales  ( n"*.  yS,  arith.),  et  d'extraire  ensuite 
la  racine  carrée  du  développement  décimal ,  en  ayant  soin  de  pousser  ce  de- 
veloppement  jusqu'à  un  nombre  pair  de  décimales,  pour  se  conformer  à  l'ob- 
servation ci-dessus. 

8"\    LEÇON. 

De  l  Extraction  de  la  Racine  cubique  des  Nombres. 

94-  A  proprement  parler,  il  n'y  a  pas  de  règle  pour  extraire  les  racines 
cubiques  des  nombres  dont  les  racines  n'ont  qu'un  seul  chiffre  :  il  faut  savoir 
extraire  toutes  ces  racines  de  mémoire;  et  par  conséquent  savoir  d'avance 
que  les  cubes  respectifs  de  la  suite  des  nombres 

1,2,    3,    4i      5,      6,      7,      8,      9,      10, 
sont     1,8,27,64,  125,216,343,312,729,  1000. 
95.  En  examinant  cette  suite  de  cubes  et  celle  de  leurs  racines,  on  verra  que 
içs  nombres  compris  entre  i  et  8,  entre  8  et  27 ,  entre  27  et  64,  etc.  auront 
<:)es  racines  cubiques  respectivement  comprises  entre  i  et  2)  entre  2  et  3,  entre 
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3  et  4»  etc.  Mais  entre  i  et  2,  entre  2  et  3,  entre  3  et  4,  etc.,  il  n'existe  point 
de  nombre  entier;  d'où  il  suit  que  les  racines  cubiques  des  nombres  compris 
entre  i  et  8,  entre  8  et  27 ,  entre  27  et  64  9  etc.  ne  sont  pas  des  nombres  en- 
tiers. Je  dis  que  ces  racines  ne  sont  pas  non  plus  des  nombres  fractionnaires. 
Pour  démontrer  cette  proposition ,  il  faut  faire  voir  que  le  cube  d'un  nom- 
bre fractionnaire  est  nécessairement  un  nombre  fractionnaire. 

En  effet,  supposons  que  a  soit  la  partie  entière,  et  —  la  partie  fractionnaire 

du  nombre  donné, —  étant  une  fraction  plus  petite  que  Tunité,  et  réduite  à 

sa  plus  simple  expression.   Ce  nombre   donné  sera  a+  — ,  et  son  cube 

a^-i 1 -^ — "^"^»  taisons  voir,  mamtenant,  que  ce  cube  est  un 

nombre  fractionnaire. 

D'abord  le  terme  a  ^  est  nécessairement  un  nombre  entier.  :  il  reste  donc  à 

faire  voir  que 1 — -t"^ — r  ^st  un  nombre  fractionnaire.  Pour  cela, 

C  C'  c 

supposons  le  cas  le  plus  défavorable  ;  supposons  que  le  numérateur  b  de  la 
fraction  —  ne  soit  plus  petit  que  le  dénominateur  c  que  d'une  unité,  c^cst- 
à-dire  que  b:=Lc  —  i  ;  ce  qui  donnera  —  = ,  et   par  conséquent 

"1-+"^-+?=      \      ^^-      \        +        c^         '  ""^  développant 

,  .  j  Ze^ic — 0  .    3a(c'  —  ac-f-i)   ,   <? — 3c*-4-3c — i 

les  puissances  de  c —  i  on  aura  — ^ ^  H ^^ — -  H ~ ; 

r  .       ^1  !.•  T     *.        •    j-       ^      3a*C'^3à'  .  Zac* — Sac+Sa  ,  c' — 3c*+3c— 1 

en  faisant  les  mul  tiplications  indiquées, -H ; — - —  + -g 

en  mettant  au  même  dénominateur, = , 

et  enfin  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  c^ 

(3a'4-3fl{  +  i)c^— (3a'>+6a-t-3)c'  +  (3a+3)c— 1 
-j  ....  \fly 

Si  maintenant  on  tire  les  entiers  contenus  dans  celte  fraction,  on  aura: 

(3fl'+3a4-i)g^-.(3a'-f6fl{+3y-f(3flH-3)g--i 3^2-1.3  +    .  — (3fl'+6fl+3)c'+(3g+3)g:::l. 

ainsi  la  fraction  (a)  se  compose  de  la  partie  entière  Za^  -t-  3a  4- 1 ,  et  de  la. 
fraction   -(3^'4-6^+3y+(3^+3)g-i   ^  j^^^^^j,^  ^^^^  ^^  ^^^^^^  ^^^^  I 

forme  -    (3a'  +  6.  +  3)  ^  J3^+£)^  _  ^ ^^^^ 

c  <r  c 

Or ,  cette  dernière  se  compose  de  trois  fractions ,  dont  les  deux  premières- 
peuvent  contenir  i*'.  un  nombre  complet  d'entiers,  2*.  des  entiers  et  une  frac^^ 
tion  plus  petite  que  l'unité,  3*.  enfin  elles  ne  contiendront  point  d'enlicrs^^ 
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1°.  Bans  le  premier  cas  on  réunira  les  entiers  de  ces  deux  fractions  avec 
les  enlicrs  déjà  obtenus  dans  le  cube  en  question ,  et  il  restera  encore  la  frac- 
lion  -j-,  qui  est  évidemment  plus  petite  que  runîlé.  Mais  cette  fraction  a  le 

[jgne  — ,  il  faudra  donc  la  retrancher  de  la  partie  entière;  or,  si  d'un 
lombre  entier  on  retranche  une  quantité  plus  petite  que  l'unité,  le  reste  sera 
nécessairement  on  nombre  fractionnaire. 

2°.  Dans  le  second  cas  des  deux  premières  fractions  de  la  quantité  (6), 
après  avoir  tiré  les  entiers  contenus  dans  chacune  de  ces  fractions,  il  restera 
deux  autres  fractions  dont  le  numérateur  sera  au  plus  égal  à  leur  dénomina- 
teur moins  l'unité  ;  ainsi,  en  mettant  de  côté  la  somme  des  entiers  contenus 
dans  ces  fractions,  il  restera  au  plus 1 ^  (en  y  com- 
prenant la  troisième  fraction  de  la  quantité  (6))  :  mettons  donc  ces  fractions 
au  même  dénominateur,  et  faisons  ensuite  la  somme  des  numérateurs;  nous 
)ns î ,  qui  est  évidemment  une  fraction  plus  petite  que  l'unité  : 


mais  il  faudra  ajouter  cette  fraction  à  un  nombre  entier  pour  avoir  le  cube 
«n  question;  donc  ce  cube  est  un  nombre  fractionnaire. 

3".  Enfin ,  le  3°.  cas  rentre  évidemment  dans  le  second  :  donc,  dans  tous  les 
cas,  te  cube  d'un  nombre  fractionnaire  est  un  nombre  fractionnaire. 

Or,  si,  par  exemple,  on  demande  la  racine  cubique  du  nombre  3,  comme 
ce  nombre  est  entier,  sa  racine  cubique  ne  peut  pas  être  fractionnaire,  puis- 
que toute  racine  fractionnaire  donne  un  cube  fractionnaire;  mais  la  racine 
.cubique  de  3  est  comprise  entre  i  et  a,  elle  n'est  donc  pas  non  plus  un  nom- 
bre entier;  elle  n'est  pourtant  pas  zéro  non  plus;  elle  est  donc  un  nombre 
nrationnel  ou  mcomtnenstirahle.  (n".  85  ). 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  qu'il  y  a  des  racines  îrralion-. 
«elles  de  tous  les  degrés. 

g6.  En  examinant,  de  nouveau,  la  suite  des  cubes  des  nombres  naturels 
depuis  I  jusqu'à  lo,  on  verra  que  tant  que  la  racine  n'a  qu'un  seul  chiffre; 
le  cube  en  a  au  plus  3  ;  mais  dès  que  la  racine  a  2  chiffres,  le  cube  en  a  au 
moins  4  '•  si  donc  on  nous  demande  la  racine  cubique  d'un  nombre  composé 
de  plus  de  3  chiffres,  nous  en  conclurons  que  la  racine  demandée  en  doit 
Contenir  au  moins  2. 

^•}.  Quand  la  racine  contient  2  chiffres,  elle  contient  des  dixaines  et  des 
oaités  ;  voyons  de  quelle  manière  les  dixaines  et  les  unités  de  cette  racine  se 
combinent  pour  former  le  cube. 

Pour  cela,  soit  a  les  dixaines,  et  b  les  unités  :  la  racine  sera  a-^b,  et  son 
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cube  o3_^3flaô+3fli*4-ô3y  j'où  il  suit  que  le  cube  d'un  nombre  composé 
de  dixaines  et  d'unités  renferme  :  h  cube  des  dixaines,  plus  3 /ois  le  carré 
des  dixaines  multiplié  par  les  unités,  plus  Zfois  les  dixaines  par  le  carré  des 
unités  et  plus  le  cube  des  unités. 

g8.  Cela  posé,  supposons  qu'on  nous  demande  d'extraire  la  racine  cubique 
du  nombre  3 144^2  :  on  disposera  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous*: 


Cube. 


3i4)433 
216 


{a).  .  .     984,32 
0000 


Racine. 
68 


(3)  108  X  8       ,8  ,  . 

(4)  144  X  8       6  ^^ 

(5)  64x8 

(6)  'i'a3o4 

8 


108  (a) 


et  ensuite,  comme  le  cube  proposé  contient  plus  de  3  chiffres,  on  en  con- 
clura que  la  racine  doit  en  avoir  au  moins  2  ;  c'est-à-dire  que  cette  racine 
contiendra  des  dixaines  et  des  unités  :  le  cube  donné  contient  donc  le  cube  des 
dixaines  de  la  racine,  plus  3  fois  le  carré  des  dixaines  multiplié  par  les  uni- 
tés, plus  3  fois  les  dixaines  multipliées  par  le  carré  des  unités,  et  plus  le  cube 
des  unités. 

Gela  posé ,  on  cherchera  les  dixaines  de  la  racine ,  et  pour  cela  on  obser- 
vera que  le  cube  des  dixaines  ne  peut  se  composer  que  de  mille,  et  que, 
par  conséquent,  les  3  derniers  chiffres  du  cube  donné  ne  feront  point  partie 
du  cube  des  dixaines  de  la  racine.  On  séparera  donc  ces  3  chiffres  vers  la 
droite  par  une  virgule,  comme  on  le  voit  ci-dessus,  et  on  cherchera  le  plus 
grand  cube  contenu  dans  le  nombre  314»  qui  est  216  (n^g4);  on  en 
extraira  la  racine  cubique  (  de  mémoire  )  qui  est  6 ,  et  on  écrira  cette  racine  à 
la  place  destinée  pour  la  racine  demandée.  Ensuite,  du  nombre  3i4^  on  re* 
tranchera  le  cube  des  6  dixaines  trouvées,  qui  est  216,  et  il  restera  98  ;  à  côté 
de  ce  reste  on  abaissera  les  3  chiffres  mis  à  part  au  moyen  de  la  virgule,  ce 
qui  donnera  le  nombre  98432  pour  ce  qui  restera  du  cube  donné ,  après  en 
avoir  retranché  le  cube  des  dixaines  de  la  racine.  Ce  reste  98432  contiendra 
donc  encore  3  fois  le  carré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités  de  la  racine, 
plus  3  fois  les  dixaines  multipliées  par  le  carré  des  unités,  et  plus  le  cube  des 
unités.  Cherchons  maintenant  la  partie  de  ce  nombre  qui  renferme  le  triple 
carré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités  de  la  racine.  Or  le  triple  carré 
des  dixaines  multiplié  par  des  unités  ne  peut  se  trouver  que  dans  les  centaines , 
puisque  le  carré  de  10  est  100  ;  il  faudra  donc  mettre  à  part ,  par  une  virgulei 
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I  deux  derniers  cliiffrcs  du  nombre  («),  ce  qui  donnera  le  nombre  984 
pour  le  triple  produit  du  carré  des  dixaincs  par  les  unités.  Mais  nous  savons 
df'jJi  que  la  ratine  demandée  contient  6  dixaines  ;  triplons  ces  6  dixaincs,  ce 
(|iit  nous  donnera  18  (qu'on  écrira  à  part,  comme  on  le  voit  ci-dessus  indi- 
qué par  le  signe  (i)  );  multiplions  ce  triple  (i)  des  dixaines  par  lcs6  dixaines 
elles-mêmes,  ce  qui  nous  donnera  108  (marqué  (2)  )  qu'on  écrira  sous  la 
place  de  la  racine  demandée  à  côté  du  signe  (3)  :  ce  nombre  108 sera  évidem: 
|icnl  le  triple  carré  des  dixaines,  et  par  conséquent  l'un  des  facteurs  du  pro- 
Suit  contenu  dans  la  partie  984  du  nombre  (a);  si  donc  on  divise  ce  pro- 
r^uit  984  par  le  triple  carré  108  des  dixaincs,  on  aura  8  au  quotient,  et  ce 
Quotient  8  sera  le  nombre  d'unité  de  la  racine  demandée.  Maintenant  on 
fourrait  écrire  8  à  la  suite  de  G  dans  la  racine,  ce  qui  donnerait  68  pour  la 
racine  présumée;  et  ensuite,  élever  68  au  cube,  pour  s'assurer  si  ce  cube  se- 
rait exaclcmcnt  le  cube  donné  3i4432  ;  ce  qui  doit  effectivement  avoir  lieu,' 
si  le  nombre  donné  est  vraiment  un  cube  et  si  68  est  Ri  racine  demandée. 
Mais  voici  un  moyen  plus  facile  dans  la  pratique,  surtout  quand  la  racine  doit 
contenir  un  grand  nombre  de  chiffres. 

Après  avoir  trouvé  les  unités  8 ,  on  les  écrira  à  la  suite  du  triple  carre  108 
des  dixaincs,  en  indiquant  qu'il  faudrait  multiplier  108  par  8,  ainsi  qu'on  le 

ÏToit  dans  le  détail  du  calcul,  ce  qui  serait  le  triple  produit  du  carré  des  dixai- 
âes  par  les  unités.  Mais  dans  le  nombre  (a)  tout  entier,  non-seulement  îi 
doit  y  avoir  ce  produit,  mais  encore  le  triple  produit  des  dixaines  par  le  carre 
des  unités,  et  plus  le  cube  des  unités  :  composons  donc  ces  deux  dernières 
^parties  du  nombre  (a),  et,  d'abord,  formons  le  triple  produit  des  dixaines 
Inr  le  carré  des  unités.  Pour  cela,  comme  le  nombre  marqué  (i)  est  le  tri- 
|ne  ùcs  dixaines,  en  le  multipliant  par  les  8  unités,  on  aura  i44  dixaines  au 
produit  ;  mais  ce  produit  ne  sera  que  le  triple  des  dixaines  par  /fs  unités,  tan- 
dis qu'il  nous  fallait  le  triple  produit  des  dixaincs  par  le  carré  des  unités;  il 
faudra  donc  multiplier  encore  ce  produit  par  les  8  unités  pour  le  rendre  ce 

Ka'tl  doit  être  ;  mais  au  lieu  de  faire  cette  multiplication .  ne  faisons  que  l'in- 
tquer  de  la  manière  qu'on  le  voit  dans  la  ligne  (4)  ci-dessus,  en  ayant  soin 
flc  mettre  le  nombre  i44  sous  le  nombre  108,  d'une  place  plus  avancée  vers 
)a droite,  par  la  raison  que  le  nombre  108  est  de  centaines,  comme  étant  le 
triple  carré  des  dixaincs,  et  que  le  nombre  i44  n'est  que  des  dixaines ,  étant  le 
triple  produit  des  dixaincs  par  les  unités.  Formons  à  présent  la  dernière  par- 
tie du  nombre  (a) ,  qui  est  le  cube  des  unités.  Pour  cela ,  il  suffira  de  carrer 
'c  nombre  8,  et  (  comme  le  carré  d'un  nombre  d'unités  est  d'unités)  d'écrire 
ce  carre,  qui  est  64,  sous  le  nombre  t44t  ^>^  ayant  soin  de  l'avancer  d'une 


il 
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place  de  plus  vers  la  droite;  enfin,  on  indiquera,  en  oatre,  que  ce  carré  64 
doit  être  multiplié  par  8,  comme  on  le  voit  dans  la  ligne  (5).  Gela  fait,  on 
observera  que  le  nombre  (a)  doit  égaler  la  somme  des  trois  produit  (3),  (4) 
et  (5)  :  or,  ces  trois  produits  ont  un  facteur  commun  8;  donc  leur  somme 
sera  égale  à  celle  de  leurs  facteurs  inégaux  multipliée  par  le  facteur  commun  8. 
On  fera  donc  la  somme  des  facteurs  inégaux,  qui  sera  le  nombre  (6);  on 
multipliera  cette  somme  (6)  par  le  facteur  commun  8,  et,  à  mesure  qu'on 
robtiendra,  on  le  retranchera  du  nombre  (a)  :  sMl  ne  reste  rien,  8  sera  les 
unités  de  la  racine,  de  sorte  que  la  racine  demandée  sera  68. 

99.  Supposons,  maintenant,  qu'on  nous  demande  la  racine  cubique  du 
nombre  194104539  :  on  disposera  les  choses  comme  on  le  voit  ci^dessous  : 


Cube. 

194,104,539 
]'j5 


69 1  ,o4 
89  II  5,39 
00000 


Racine* 


i*'.  détail. 

:3) 75  X  7 

) io5  X  7 

[S) 49  X  7 


••^ 


i5. 
5 


(6). 


8599 

7 


75. 


(0 

(a) 


[, 


a^.  détailp 


3). 

4). 
(5). 


9747    X9 

1539  X  9 

81  X  9 


lyi. 
57 


(t) 


(6). 


990171 
9 


^197 
855 


9747 (a) 

et  ensuite  on  observera  que  le  cube  donné,  contenant  plus  de  3  chiffres,  la 
racine  demandée  en  contiendra  au  moins  2  ;  le  cube  donné  renfermera  donc 
le  cube  des  dixaines ,  plus  le  triple  carré  des  dixaines,  multiplié  par  les  unit6, 
plus  le  triple  des  dixaines,  multiplié  par  le  carré  des  unités,  et  plus  le  cube 
des  unités  de  cette  racine.  Cela  posé ,  on  commencera  par  chercher  les 
dixaines  de  la  racine;  or,  le  cube  des  dixaines  de  la  racine  ne  peut  se  trouter 
que  dans  les  mille  du  cube  donné,  on  séparera  donc,  par  une  virgule,  les 
troLS  derniers  chiffres  du  cube  donné,  pour  ne  considérer  que  les  mille  de  ce 
nombre,  qui  seront  au  nombre  de  194104-  Mais  ce  nombre  contient  plasde3 
chiffres;  sa  racine  en  aura  donc  au  moins  2  ;  de  sorte  que  les  dixaines  de  b 
racine  demandée  seront  exprimées  par  2  chiffres;  c^est-à-dire ,  que  cette n- 
cinc  aura  au  moins  jusqu^à  des  centaines.  Regardons ,  pour  .un  moment,  le 
cube  donné  comme  n'étant  que  le  nombre  194104»  et  raisonnons  sur  c^ 
pombre  comme  il  a  été  démontré  au  n"".  98 ,  ainsi  qu^on  le  voit  indiqué  50us 
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It  cube  donn^  et  dans  le  i*'.  détail  du  calcul  ci-dessus ,  par  les  signes  (i) ,  (2), 
(3)>  (4)t  C^)  ^^  (6)  -  ^^  ^^^^  57  à  la  racine  demandée ,  et  le  reste  891 1  sous  le 
nombre  marqué  (a),  à  côté  duquel  on  abaissera  les  3  derniers  chiffres  du 
cube  donné  qu^on  avait  d'abord  mis  de  côté,  et  on  aura  le  nombre  marqué 
(6)  pour  ce  qui  restera  du  cube  donné,  après  en  avoir  ôté  le  cube  des  5 7 
dixaines  de  la  racine  demandée. 

Ayant  trouvé  les  dixaines  de  la  racine ,  on  les  triplera ,  ce  qui  donnera  le 
nombre  (i)  du  second  détail  du  calcul  ci-dessus,  sous  lequel  on  écrira  ces 
mêmes  dixaines,  par  lesquelles  on  multipliera  le  nombre  (i),  et  on  aura  le 
nombre  (2)  au  produit,  qui  sera  le  triple  carré  des  dixaines.  On  écrira  ce 
produit  à  la  place  marquée  (3)  sous  la  racine  ;  on  séparera  les  deux  derniers 
chiffres  du  reste  (6),  et  on  divisera  la  partie  891 15,  qui  restera  du  nombre 
(6),  par  le  triple  carré  des  dixaines  de  la  racine  (qui  est  le  nombre  (3)  du  2*. 
détail),  et  on  aura  9  au  quotient.  On  écrira  ce  quotient  9  à  la  suite  du 
nombre  (3)  avec  le  signe  de  multiplication;  on  multipliera  le  triple  (i)  des 
dixaines  de  la  racine  par  ce  quotient  9;  on  écrira  le  produit,  qui  est  le 
nombre  (4),  sous  le  nombre  (3),  en  l'avançant  d'une  place  vers  la  droite;  on 
carrera  ce  même  quotient  9  et  on  écrira  le  carré  (5)  sous  le  nombre  (4) ,  en 
l'avançant  d'une  place  vers  la  droite;  on  fera  la  somme  des  trois  nombres 
(3),  (4)  et  (5)  ;  on  multipliera  celle  somme  (6)  par  le  quotient  9  ;  enfin,  on 
retranchera  le  produit  du  nombre  (6),  et  comme  il  ne  restera  rien ,  on  en 
conclura  que  le  quotient  9  est  le  nombre  d'unités  de  la  racine  demandée  ;  de 
sorte  qu'on  écrira  ces  9  unités  à  cette  racine ,  qui  sera  579. 

100.  Ce  qui  précède  étant  bien  entendu ,  on  verra  que  pour  extraire  la  ra- 
dne  cubique  d'un  nombre  composé  de  tant  de  chiffres  qu'on  voudra,  ilfnu^ 
dra  commencer  par  partager  le  cube  donne  en  tranches  de  3  en  3  chiffres  / 
en  commençant  par  la  droite,  et  en  allant  à  gauclie  {la  dernière  tranctie 
vers  la  gauche  ponçant  n  açoir  que  2  et  même  quun  seul  chiffre);  ensuite, 
regarder,  pour  un  moment,  ce  cube  comme  ne  se  composant  que  des  deux 
dernières  tranches  vers  la  gauche ,  et  opérer  sur  ces  deux  tranches  comme  il 
a  été  démontré  cm  /i".  98  ;  puis ,  abaisser  la  trancïie  suivante  à  côté  du  reste 
obtenu,  et  opérer  sur  la  racine  trouvée  comme  il  a  été  dit  dans  le  second  dér 
tail  du  numéro  précédent;  puis,  on  contimtera  d'abaisser  les  traruhes  sui- 
vantes, etd* opérer  comme  ci-dessus  jusqu  à  la  dernière  tranche  du  cube  donné. 

En  suiçant  cette  marche ,  on  aura  soin,  après  avoir  tromé  le  premier  chiffre 
de  la  racine,  d'écrire  un  chiffre  à  cette  racine,  soit  o  soit  significatif ,  à  chaque 
fcis  qu'on  aura  abaissé  ime  tranclie  à  côté  du  reste  ;  et,  réciproquement,  d'a- 
baisser une  tranclie  à  côté  du  reste,  à  chaque  fois  qu'on  aura  écrit  un  chiffre 
^  laracine.  18 
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ICI.  On  ne  rcusslt  pas  toujours  à  trouver  du  premier  coup  le  chiffre  qu^il 
convient  décrire  à  la  racine  :  assez  souvent  le  chiffre  qu'on  avait  cru  bon  est 
trop  grand  ou  trop  petit.  Quand  il  est  trop  grand,  on  s'en  aperçoit  sans  peine; 
mais  on  ne  s'aperçoit  pas  de  même  quand  il  est  trop  petit.   Un  indice  assez 
généralement  sûr  pour  reconnaître  qu'un  chiffre  est  trop  petit,  c'est  quand 
le  reste  qu'il  donne  est  plus  grand  que  le  nombre  (comme  celui  marqué  (6) 
dans  les  détails  de  l'exemple  du  n^99)  qu'on  vient  de  multiplier  par  le 
chiffre  à  vérifier.  Cet  indice  est  suffisant  pour  la  pratique;  mais  si  l'on  veut 
savoir  au  juste  ce  que  doit  être  le  reste  pour  qu'on  puisse  augmenter  le  chiffre 
à  vérifier  d'une  unité;  supposons  que  a  soit  la  racine  déjà  trouvée,  en  y  com- 
prenant le  chiffre  en  question;  ijon  cube  sera  à?\  mais  cette  racine,  aug- 
mentée de  l'unité,  étant  a  +  i ,  le  cube  de  celle-ci  sera  à?  +  3a*  -f-  3a  +  i , 
et  surpassera  la  première  de  3a*  +  3a  +  i  ;  d'où  il  s'ensuivra  que  le  reste 
donné  par  le  chiffre  à  vérifier  devra  au  moins  égaler  le  triple  carré  de  la  va-- 
cirie  trouvée  (y  compris  le  chiffre  en  question)  plus  le  triple  de  cette  même 
racine  plus  i ,  pour  qu'on  puisse  augmenter  cette  racine  de  i. 

102.  Si  la  racine  demandée  était  irrationnelle,  on  l'obtiendrait ,  par  ap- 
proximation, de  la  manière  suivante  : 

Après  avoir  obtenu  la  plus  grande  racine  entière  contenue  dans  le  nombre 
proposé,  on  mettra  trois  zéros  à  la  suite  du  dernier  reste,  et  on  opérera 
comme  si  ces  trois  zéros  faisaient  partie  du  nombre  donné;  de  cette  manière 
on  aura  un  chiffre  de  plus  à  la  racine,  et  un  nouveau  reste,  à  la  suite  duquel 
on  mettra  encore  3  zéros.  Ce  nouveau  reste,  suivi  des  3  zéros,  donnera  un 
nouveau  chiffre  à  la  racine,  qui  conduira  à  un  nouveau  reste,  et  ainsi  de 
suite,  aussi  loin  qu'on  le  désirera.  Arrivé  au  reste  auquel  on  voudra  s'arrêter, 
on  mettra  dans  la  racine  autant  de  chiffres  au  rang  des  décimales,  qu'on  aura 
mis  de  fois  3  zéros  à  la  suite  des  restes  successifs,  et  la  racine  sera  obtenue 
d'autant  plus  exactement  qu'on  aura  poussé  l'opération  plus  loin. 

Ce  procédé  est  fondé  sur  ce  que  la  racine  cubique  d'un  nombre  devient  lo 
fois  plus  grande,  quand  ce  nombre  est  looo  fois  plus  grand;  loo  fois  plus 
grande,  quand  ce  nombre  est  rendu  2  fois  de  suite  1000  fois  plus  grand,  et  ainsi 
de  suite;  car  la  racine  cubique  de  d^  est  a;  celle  de  loocaî^  est  loa;  celle  de 
looooooa^  est  looa,  et  ainsi  de  suite.  Or ,  en  mettant  successivement  3  zéros 
à  la  suite  des  restes  obtenus  dans  le  cours  de  l'extraction  de  la  racine  cubiqt^^^ 
d'un  nombre  quelconque ,  c'est  comme  si  l'on  rendait  ce  nombre  de  mil  ^^ 
en  mille  fois  plus  grand,  et  par  conséquent  comme  si  l'on  rendait  sa  racir"^^ 
cubique  de  10  en  10  fois  plus  grande;  pour  ramener  cette  racine  à  sa  vra  '^^ 
valeur,  il  faut  donc  la  rendre  autant  de  fois  plus  petite  qu'on  l'avait  rendu^^ 
de  fois  trop  grande ,  ce  qui  s'accorde  avec  le  procédé  ci-dessus. 
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io3.  De  là  résulte  que,  si  Ton  demandait  la  racine  cubique  d^un  nombre 
,  on  opérerait  comme  sile  nombre  donné  était  entier,  mais  on  aurait 
raltention,  au  moyen  de  zéros,  de  rendre  le  nombre  des  décimales  tel,  qu^il 
se  trouvât  un  nombre  complet  de  tranches  de  trois  chiffres  au  rang  des  déci- 
males: ayant  obtenu  la  racine,  on  mettrait,  dans  cette  racine,  autant  de 
chiffres  au  rang  des  décimales,  qu^il  y  aurait  de  tranches  de  trois  décimales 
dans  le  nombre  donné. 

Quant  à  la  racine  cubique  des  fractions,  le  plus  simple  est  de  les  développer 
d^abord  en  décimales,  et  d'extraire  ensuite  la  racine  cubique  du  développe- 
ment, comme  il  vient  d'être  dit. 

104.  Observation.  On  pourrait  pousser  plus  loin  l'extraction  des  racines 
des  nombres,  en  suivant  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  découvrir  les  procédés 
de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique  ;  mais  comme  ces  procédés  devien- 
nent de  plus  en  plus  compliqués,  que  l'extraction  des  racines  des  degrés 
supérieurs  se  présente  rarement,  et  que,  d'ailleurs,  on  peut  l'opérer  d'une 
manière  infiniment  plus  commode  par  le  moyen  des  logarithmes,  nous  ne 
continuerons  pas  cette  théorie  plus  loin.  Au  surplus,  pourvu  que  l'indice  de 
la  racine  ne  renferme  que  le  facteur  2  et  le  facteur  3,  combinés  ensemble  ou 
séparément,  comme  on  voudra,  quelque  soit  d'ailleurs  cet  Indice, on  pourra 
toujours  extraire  la  racine  demandée,  au  moyen  de  l'extraction  des  racines 
carrées  et  des  racines  cubiques,  en  mettant  en  usage  la  proposition  du  n'*.82. 

Ainsi,  par  exemple,  sil'on  demandait  la  racine  6^  d'un  nombre,  on  extrai- 
rait d'abord  la  racine  carrée  de  ce  nombre ,  et  ensuite  la  racine  cubique  de  la 
racine  carrée ,  qui  serait  la  racine  6*.  demandée.  S'il  s'agissait  de  la  racine  4v  ; 
on  extrairait  deux  fois  de  suite  la  racine  carrée;  pour  la  racine  12*.,  on  extrai- 
rait d'abord  deuxfois  de  suite  la  racine  carrée,  ce  qui  donnerait  la  racine  4^; 
et  ensuite  on  extrairait  la  racine  cubique  de  la  racine  4^9  et  on  aurait  la  ra- 
cine 12*.  On  se  conduirait  d'une  manière  analogue  pour  toute  autre  racine 
dont  l'indice  satisferait  aux  conditions  ci-dessus. 
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Extraction  des  Racines  des  Quantités  algébriques. 

io5.  L^extractiondes  racines  des  monômes  ne  saurait  présenter  aucune  es- 
pèce de  difficultés  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*.  77  etauxsuivans.  On  trouvera 

donc  sans  peine  que,  i".  ^ l^a^b^c^^^±iiabc\  2".  / ^ô^ôT^  =  ± 8a^6»c • 
y.  i/8a36V  =  iiabc\    4**-  v'i^a^b^oc^^  =  2ab^c^,  etc. 

w 
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Si  la  quantité  dont  on  demande  la  racine  n^ctait  pas  une  puissance  com- 
plète marquée  par  Tindice  du  radical,  en  vcrlu  de  la  proposition  Il^  7g,  on 


trouvera  que  ,  i*.    J^a^b  =  J  I^a^  .  2.ab  =  ±  ^a^  lah  \ 

3  3 3. 

2*.  /54a^ôV  =  ^ i^d^h^  .  ia¥d^  =  Zab^7,ab^c^  ; 

4._- —  A — . ^ ^ — «.  4 


3^  yfl^i^aib^c^  =  /  i6a464£:4 .  Sa^ô  =  ±  labc^Za^b ,  etc. 
Passons  donc  à  Tcxtraclion  des  racines  des  polynômes. 

Extraction  de  la  Racine  carrée  des  quantités  polynômes. 

106.  Supposons  qu'on  nous  demande  la  racine  carrée  de  la  quantité 
a^  -f*  2ab  +  ^^  ;  on  disposera  les  choses  comme  sHl  s'agissait  d'extraire  la 
racine  carrée  d'un  nombre,  ainsi  qu^on  le  voit  ci-dessous  : 


Carré. 


(a). 


Racine. 


5fl  +  i.  .  .  .  (i) 


et  ensuite  on  extraira  la  racine  carrée  du  premier  terme  a^ ,  qui  est  a,  et  on 
récrira  à  la  racine.  On  retranchera  le  carré  a^,  de  cette  racine  »  du  carré 
donné,  et  on  aura  le  reste  (a).  On  doublera  la  racine  trouvée  a,  ce  qui  don- 
nera 2a,  qu'on  écrira  sous  la  racine  dans  la  ligne  (i) ,  comme  cm  le  voit  ci- 
dessus;  on  divisera  le  premier  terme  2a6  du  reste  (a)  par  ce  double  2a,  ce 
qui  donnera  b  au  quotient;  on  écrira  ce  quotient  à  }a  suite  du  double  2a  de 
la  racine  avec  le  signe  +(  comme  on  le  voit  ci-dessus  dans  la  ligne  (i))  et 
au-dessous  de  lui-même  ;  on  multipliera  la  ligne  (i)  par  +  b^  et  on  retran- 
chera le  produit  du  reste  (a)  comme  s^il  s'agissait  d'une  division,  et  on  trou- 
vera qu'il  ne  reste  rien  :  b  sera  par  conséquent  le  second  terme  de  la  radne 
demandée  qui  sera  a  -f<  6. 

Supposons,  pour  second  exemple,  qu'on  nous  demande  la  racine  carrÀ 
du  polynôme  ga^ — 24a6-f-i6ô^4-i2ac —  i6ôc-f.4^*;  on  disposera  le  calcul 

comme  dans  le  premier  exemple,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 

Carré. 

(a)....— a4ûi-H  i6A*-+-  i2ac —  i6ic-t-4^ 
-1-24^ —  i6b* 

(i) ,  ,  -t-i2ac — i6ic-4-4c' 

—  i2ac^i6ic  —  4^ 


Racine. 
3a  —  ^'\-  2c 


\ 


\",  détail. 
60  —  4* (0 

a^  détail- 

6a  —  8*  4-  ic. .  .  (2) 

atf 


J 
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el  ensuite ,  on  extraira  là  racine  carrée  du  premier  terme  ga^  du  carré  donné, 
ce  qui  donnera  3a,  qu'on  écrira  à  la  racine.  On  retranchera  du  carré  donné 
le  carre  ga^  de  ce  premier  terme  de  la  racine,  et  on  aura  le  reste  (a).  On 
doublera  ce  premier  terme  3a  de  la  racine,  ce  qui  donnera  6a  qu^on  écrira 
dans  le  premier  détail,  comme  on  le  Toit  ci-dessus  ;  on  divisera  le  premier  terme 
—  24^6  du  reste  (a)  par  6a;  on  écrira  le  quotient  —  4^  ^  ^^  suite  du  double 
Ga  du  premier  terme  de  la  racine ,  et  au-dessous  de  lui-même  dans  le  premier 
détail;  on  multipliera  la  ligne  (i)  par  — 4^;  on  retranchera  le  produit  du 
veste  (a),  et  on  aura  le  reste  (fi).  On  écrira  —  /^b  à  la  racine;  on  doublera  les 
a  premiers  termes  de  cette  racine,  ce  qui  donnera  6a  —  86,  qu^on  écrira 
dans  le  second  détail  sur  la  ligne  (2);  on  divisera  le  premier  terme  +  i2ac 
du  reste  (fi)  par  le  premier  terme  6a  de  la  ligne  (2)  du  2*.  détail  ;  on  écrira 
le  quotient +2C  à  la  suite  des  deux  premiers  termes  de  la  ligne  (2)  et  au- 
dessous  de  lui-même;  on  multipliera  la  ligne  (2)  toute  entière  par-|-2cr,  et 
on  retranchera  le  produit  du  reste  (fi)  ;  il  ne  restera  plus  rien  ;  on  écrira 
+  2c  à  la  racine,  et  on  aura  3a  —  ^b-j^2c  pour  la  racine  demandée. 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  sentir  la  généralité  de  ce  procédé, 
qui  est,  comme  on  voit,  le  même  que  celui  que  nous  avons  démontré  au 
n*.  88  pour  Textraction  de  la  racine  carrée  des  nombres. 

Extraction  de  la  Racine  cubique  des  Quantités  polynômes. 

107.  Supposons  quMl  s^agissc  de  la  racine  cubique  de 

a^^6a^b+iSa^b^-{'iioa^b^+iSa^b^-\-6cA^+b^\onàisçostv^\tC2\c\x\ 
comme  il  suit  ; 


Cube. 


-fifl^i-iafl^*'—  %(^l? 


Racine. 


•••H... 


+  3a'A*H-iaa'i'+i5a*3*-|-6ai'+5' 
-  Sa**"— la^^A»— i5a*5*— 6ai*— 3« 


I".  détail. 

3a*....  X  3a£ 
...  +  6a'5 
-i-4a'*' 


(3).. 

(4). 

(5)      

(6)  ....3a*-+-6a'5+4a'*' 

-+-aa5 


3a*.  .•.•.(!) 
g* 

SâT (a) 


a*,  détail. 

(3)....3a*-f.iaa'5+iaa'i' X^' 

(4) -h  3a'A'-H6a^ 

(5) -\'b' 

(6)...3a*+i  aa'M-i  5a*^'H-6a^'+3* 
l  ^ 


Za^+Sab (1) 

a*-hafl5 

3?T6^ 


Za^j^  i  ic^b—  I  ao'i'^.Ca) 


l42  COURS  DE  CONSTRUCTION. 

et  ensuite  on  extraira  la  racine  cubique  du  premier  terme  a^  du  eube  donné; 
on  écrira  la  racine  a^  à  la  place  destinée  à  la  racine  demandée,  et  on  retran- 
chera du  cube  donné  le  cube  a^  de  cette  première  racine,  ce  qui  donnera  le 
reste  (a).  Puis,  on  triplera  la  racine  trouvée  a^  ce  qui  donnera  3a ^  qu^on 
écrira  à  part  à  Tendroit  marqué  (i)  dans  le  i*'.  détail;  on  multipliera  la  quan- 
tité 3a^  par  la  racine  trouvée  a^,  ce  qui  donnera  3a4  pour  le  triple  carré  de 
la  racine  trouvée,  que  Ton  écrira  sous  la  racine  à  Tendroit  marqué  (3).  On 
divisera  le  premier  tcrme+6/z^é  parla  quantité  (3),  ce  qui  donnera  le  quo- 
tient nab  qu^on  écrira  sur  la  ligne  (3).  Puis,  on  multipliera  le  triple  (i)  de  la 
racine  trouvée  par  ce  quotient  2a6,  ce  qui  donnera  le  produit  (4);  on  multi- 
pliera ce  quotient  par  lui-même ,  ce  qui  donnera  le  produit  (5)  ;  on  fera  la 
somme  des  trois  quantités  (3),  (4)  et  (5),  qui  sera  la  quantité  (6),  que  Ton 
multipliera  par  le  quotient  2a6,  et  on  retranchera  le  produit  du  reste  (a),  ce 
qui  donnera  le  reste  (b).  Ensuite,  on  écrira  2ab  à  la  racine  qui  se  composera 
dès-lors  de  a^-f-2a6;  on  triplera  les  deux  termes  de  cette  racine,  et  on  aura 
la  quantité  marquée  (i)  dans  le  second  détail.  On  multipliera  la  quantité  (i) 
par  la  racine  a^  +  sad,  ce  qui  donnera  le  produit  (2)  qui  sera  le  triple  carré  de 
la  racine  trouvée.  On  écrira  cette  quantité  (2)  h  Tendroit  marqué  (3);  on  di- 
visera le  reste  (b)  par  la  quantité  (3),  et  on  écrira  le  quotient  6^  à  la  suite  du 
diviseur  (3)  avec  le  signe  X.  On  multipliera  ensuite  le  triple  (i)  de  la  racine 
trouvée  par  ce  quotient  é^  ce  qui  donnera  le  produit  (4).  Puis  on  multipliera 
le  quotient  b^  par  lui-même,  ce  qui  donnera  le  produit  (5).  Enfin,  on  ajou- 
tera les  trois  quantités  (3),  (4)  et  (5),  ce  qui  donnera  la  somme  (6),  qu'on 
multipliera  par  le  quotient  6^  ;  on  retranchera  le  produit  du  reste  (6)  et  il  ne 
restera  plus  rien  ;  on  écrira  le  quotient  b^  à  la  racine,  et  on  aura  aH^a6-|-&* 
pour  la  racine  demandée. 

Ce  procédé ,  comme  on  voit ,  est  tout-à-fait  analogue  h  celui  que  noos 
avons  donné  pour  extraire  la  racine  cubique  des  nombres.  Je  ne  crois  pa< 
avoir  besoin  d'ep  donner  d'dutres  exemples  pour  le  faire  comprendre  aa 
lecteur, 
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Du  Calcul  des  Radicaux. 

Le  calcul  des  radicaux  consiste  à  ajouter^  soustraire,  multiplier,  diviser, 
élever  à  des  puissances  et  extraire  des  racines  des  quantités  affectées  de  ra- 
dicaux. 


De  V Addition  et  de  la  Soustraction  des  radicaux. 

108.  Pour  pouvoir  ajouter  ou  soustraire  des  radicaux,  il  faut  que  ces  radi- 
caux soient  au  même  indice ,  et  que  les  quantités  qui  en  sont  affectées  soient 
parfaitement  semblables.  

Ainsi,  par  exemple,  la  somme  Za  y/ %ah  ^  ^ab  ^  lah  —  8o*/2âô  = 
(3a  +  ^ah  —  8a')  ^ nahy  parce  que  tous  les  termes  contiennent  la  quantité 

radicale  ^%ab.  Mais  sHl  s^agissait  d^ajouter  les  quantités  l^a^/  lab^  —  Zc^ ojib^ 

-j-  4  /SûZc,  —  ^^Zabc^  tout  ce  qu^on  pourrait  faire  se  réduirait  à  réunir 
ces  quantités  à  la  suite  les  unes  des  autres  avec  leur  signe  respectif  de  cette 

manière  :  l^a  ^7.ab  —  Zc^  2,ah  +  4  ^Zabc  —  7  /SoÂc;  tant  parce  que  les 
radicaux  n^ont  pas  le  même  indice ,  que  parce  que  les  quantités  qui  sont  af- 
fectées de  ces  radicaux  ne  sont  pas  semblables. 

On  peut  toujours  mettre  tant  de  radicaux  qu^on  voudra  au  même  indice , 
mais  on  ne  peut  pas  toujours  rendre  semblables  les  quantités  qui  sont  affec- 
tées de  radicaux.  Pour  s'assurer  que  les  quantités  affectées  de  radicaux  ne  peu- 
vent pas  devenir  semblables,  en  vertu  du  principe  du  n"*.  79,  il  faut  réduire 
les  radicaux  à  leur  plus  simple  expression,  parce  que  souvent  ces  réductions 
rendent  semblables  des  quantités  radicales  qui  ne  Tétaient  pas  explicitement, 
log.  Pour  réduire  tant  de  radicaux  qu'on  voudra  au  même  indice,  en 
rcrtu  de  ce  que  (n*.  81  )  Ton  peut  multiplier  Tindice  d'un  radical  et  Texpo- 
ant  de  la  quantité  qui  en  est  affectée,  par  le  même  nombre,  sans  rien 
hanger  à  la  valeur  de  la  racine  demandée,  on  se  comportera  de  la  même 
lanière  que  pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur  (n^*.  78, 
ith.).  Ainsi,  par  exemple,  supposons  qu'on  nous  demande  de  mettre  au 

!me  indice,  les  radicaux  /a,  /a^  /oA,  ^a^bctX.  /a'ô. 

Comme  l'indice  12  est  divisible  par  chacun  des  autres,  l'indice  commun 
arra  être  12.  En  conséquence,  on  divisera  12  par  Tindicc  2  du  premier 
ical,  et  on  multipliera,  par  le  quotient  6,  l'indice  de  ce  premier  radical  et 

posant  de  la  quantité  qui  en  est  affectée,  et  on  aura  /a^.  Pour  le  second 
cal,  on  divisera  12  par  3,  et  on  multipliera,  par  le  quotient  4)  Tindice  3 

la 

adical  et  l'exposant  2  de  la  quantité,  ce  qui  donnera  /a^.  Pour  le  troi« 
?,  on  divisera  12  par  4  j  et  on  multipliera,  par  le  quotient  3 ,  l'indice  de 

iical  et  l'exposant  de  la  quantité,  ce  qui  donnera  ^ a^b^.  Enfin,  pour  le 
ième,  on  divisera  12  par  6,  et  on  multipliera,  par  le  quotient  2,  Fin- 

e  ce  radical  et  l'exposant  de  la  quantité,  ce  qui  donnera  ^ a^b^c^^ 
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et  tous  les  radicaux  donnés  seront  au  même  indice  sans  que  les  valeurs  des 

racines  soient  altérées.  Ainsi,  au  lieu  de  /a,  /a%  /oâ,  ^ a'^bc  et  /  a^b  , 

on  aura  /a^S  /a^,  /a-^ô-*,  ^ a^h^c^  et  /a^ô. 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  sentir  la  manière  de  s^y  prendre  dans  toute 
autre  circonstance. 

I)e  la  Mvltiplicaûon  des  'Radicaux. 

I  lo.  Supposons  qu^il  s^agisse  du  produit  de  /a  par  /6  ;  je  dis  qu'on  aura 
y^aX  ^b=z  ^  ab\  car  (  n".  78)  le  produit  des  racines  est  égal  à  la  racine  du 
produit.  Si  Ton  demandait  le  produit  des  radicaux  /a,  /é,  /r,  /^f,  par  la 
même  raison  on  aurait  /a  x  /6  X  ^ c  X  /J=  y/ abcd^  et  ainsi  de  suite 
pour  un  nombre  quelconque  de  facteurs  radicaux. 

II  suit  de  là  que,  pour  faire  le  produit  de  tant  de  facteurs  radicaux  qu^on 
voudra,  il  faut  multiplier  entre  elles  les  quantités  (monômes  ou  polynômes) 
qui  sont  sous  les  radicaux  donnés ,  et  affecter  leur  produit  du  radical  comr 
mun  à  tous  les  facteurs. 

On  conçoit,  en  effet,  que  cette  règle  est  indépendante  de  Tindice  des  ra- 
dicaux, puisque  le  principe  du  n^  78a  lieu,  quelque  soit  cet  indice;  ainsi, 
quoique  nous  ayons  expliqué  cette  règle  sur  des  radicaux  carrés,  elle  a  égale- 
pient  lieu  pour  des  radicaux  de  tout  autre  indice.  Mais  il  faut  bien  faire  atten- 
tion qu^elIe  ne  peut  avoir  son  application  que  dans  le  seul  cas  où  lesradicauûf 
de  tous  les  facteurs  ont  le  même  indice;  car,  par  exemple,  le  produit  d^un 
radical  carré  par  un  radical  cubique  ne  peut  être  ni  un  radical  carré,  ni  un 
radical  cubique.  Ainsi,  si  les  facteurs  proposés n^ont  pas  de  radicaux  de  même 
indice,  on  appliquera  la  règle  du  n^.  109  avant  de  faire  la  multiplication. 

m.  Supposons,  maintenant,  qu^on  nous  demande  le  produit  de  / — a 
par  /  —  6;  je  dis  qu'on  aura  / — aX  /  —  6  =  —  ^  ab  :  c'est-à-dire  que,  It 
produit  de  deux  radicaux  imaginaires  est  un  radical  réel,  mais  négatif.  Etw 
effet,  I^  / — a  =  /a  X  / — i ,  et  / — b  =  /ô  X  /—  i  ;  car  si  Ton  fait  le-^ 
produits  indiqués  dans  les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités,  ils  égaleron'^ 
en  effet  respectivement  les  premiers  membres  ;  2''.  on  aura  donc 
^ — a  X  / — 6=  ^ a  X  / —  1  X  |/ô  X  / —  i;  mais  comme  on  peutper-^ 
muter   les  facteurs  d'un   produit  sans  le   changer,   on  aura 
^  —  a  X  /— ô  =:  /a  X  /ô  X  /—  i  X  /—  i  ou  y/ ab  X  (  /—  i  )*  :  or 
le  carré  de  la  racine  carrée  de  —  1  est  évidemment  —  i  ;  on  aura  donc  enfin  ^ 
/  —  a  X  / —  b  =  y/ ab  X  (  —  i  )  =  —  /aô,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cette  proposition  aura  lieu  dons  tous  les  cas  où  Tindiçe  du  radical  sera  utf 
nombre  pair. 
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lia.  Si  Ton  avait  ^—a^^h^  on  aurait  (n*.iio)/—ax/6=;î:  y/ —ob\ 
d^où  Ton  Toit  que  le  produit  d'une  quantité  imaginaire  par  une  quantité  réelle 
est  une  quantité  imaginaire. 

1 13.  Si  les  facteurs  radicaux  avaient  des  coefficicns;  si,  par  exemple,  il  sV 
gissait  du  produit  de  3ad/2a6  par  /^bc^Sacj  on  ferait  d'abord  le  produit 
de  ces  coefficiens,  et  on  l'écrirait  devant  le  radical  produit;  de  sorle  qu'on 

aurait  'hah^ nah  x  ^bc^Sacz=z  mab^c  /  loa^bc.  On  pourrait  ensuite  sortir 

duradical  le  facteur  a*,  et  on  aurait  enfin  3aô/2aôx4^^/5ûrc=i2a2ô2c/io6c. 

n  n 

114.  Supposons  qu^on  demande  le  produit  de  /a'"  par  /a^;  on  aura 
'^arx^ljcf—  ^a'^.Mais/a'"z=:a^,  et  /a''=a  «';  donc  /a""  x  7«' 
=a  ■   xa»;  or,/a-  X  /a^=  /a"'^  =  a  »  -jdonca»  X  a"  =  o  -  ;  mais 

*  = — H — ^  ,    d*où  il  suit  que  fa  r^fe  des  exposons  du  n"".  25  est 

applicable  cm  cas  même  oîa  ces  exposons  sont  fractionnaires. 

1x5.  S'il  s'agissait  de  multiplier  des  quantités  polynômes,  dans  lesquelles 
il  y  aurait  des  radicaux  dans  un  ou  plusieurs  termes,  on  ferait  la  mulliplica- 
tien  comme  s'il  s'agissait  de  polynômes  ordinaires,  en  ayant  égard  à  ce  qui 
a  été  dit  sur  les  radicaux.  Je  me  dispenserai  de  donner  des  exemples  de  ces 
sortes  de  multiplications,  persuade  qu'elles  ne  présenteront  pas  de  difficulté 
au  lecteur  intelligent. 

De  la  Division  des  Radicaux: 

m  n 

ii6.    Supposons  qu'il  soit  question  de  diviser /a  par/6;   on  aura 

•y- —  ^   V^"7'  »  c'est-à-dire  que  le  quotient  de  deux  racines  de  même  indice 
1/b 
est  ^al  à  la  racine  du  quotient  des  quantités  dont  on  demande  les  racines. 

En  effet ,  la  racine  /i"*.  d'une  fraction  est  évidemment  égale  à  la  racine  /i"*. 

du  numérateur,  divisée  par  la  racine  /l'"^  du  dénominateur,  et  vice  versa. 

3  

Ainsi, -^^ = /ô — =  V  Ô-;  -I =/'-r-=  v — ,  etc. 

117.  Supposons  qu'il  s^agissc  de  diviser  /  —  a  par  / — b;  on  aura 
%/— g  _  / — I  X  /g         /a  _     .a 

\/—b  "■  /— I  X  /&  "Vï"~  ^3"* 

D'où  l'on  voit  que  le  quotient  de  deux  quantités  imaginaires  est  réel. 
1 18^  Si  Ton  avait  / — a  à  diviser  par  /ft^  on  aurait     / 1    =  /"!"=/ —  7» 
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c^est-à-dire  qu^une  quantité  imaginaire,  diçisée  par  une  quantité  réelle,  est 
nécessairement  imaginaire. 

On  conçoit  que  la  division  des  radicaux  exige,  comme  la  multiplication, 
que  les  indices  des  radicaux  soient  les  mêmes  dans  tous  les  facteurs. 

n  n  ^  m 

iiq.  Soit.!- ;  on  aura  ^^^ — =/ —  = /«'"■"''  =  a  "  .Mais/a'"=a    , 


A  H 


et  /  a'^  =  a  "  ;  donc  ~ = ,  et  par  conséquent =  a  "  =a 

d^où  il  suit  que  la  règle  des  exposans  du  n^.  35,  est  applicable  au  cas  même 
OH  les  exposans  sont  fractionnaires. 

De  rjEléçation  aux  puissances  des  Radicaux. 

120.  Soit  /a  à  élever  à  la  m"^  puissance;  il  est  clair  que  c^cst  comme  si 

Ton  demandait  un  produit  dans  lequel  /a  serait  m  fois  facteur  :  mais  (n**.  1 10) 
puisque  pour  faire  le  produit  de  plusieurs  radicaux  il  faut  multiplier  entre 

Jt         m  m 

elles  les  quantités  qui  sont  sous  les  radicaux,  il  est  clair  que  (/a)  =z:  /o^. 

Ainsi,  pour  élever  un  radical  à  la  puissance  qu^on  voudra,  il  faut  éleçerà 
cette  puissance  la  quantité  soumise  au  radical,  et  ajfecter  le  résultat  de  et 
même  radical. 

Comme  on  peut  (n®.  80)  diviser  Tindice  d^un  radical  et  Texposant  de  la 

quantité  qui  en  est  affectée  par  le  même  nombre,  il  s^ensuit  que  /a""  =  /a; 

R 

»  ">  in 

donc  (  /a)  =  y/a  ;  c'est-à-dire  que,  pour  élever  un  radical  quelconque  à  une 
puissance  quelconque ,  il  faut  diviser  ï indice  du  radical  par  V exposant  de  h 
puissance  à  laquelle  on  veut  ïéleçer. 

121.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'élever  /a  à  la  puissance  7l"*^,  il  est  clair 

qu'on  aura  (  /a)  =a;  car,  élever  la  racine  /l™^  de  a  à  la  n^^.  puissance, 
c'est  évidemment  retourner  à  la  quantité  a. 

Ainsi,  toutes  les  fois  quon  aura  un  radical  dont  V indice  sera  égal  à  ïex* 
posant  de  la  puissance  à  laquelle  on  voudra  léleçer^  il  suffira  de  prendre  h 
quantité  qui  sera  sous  le  radical,  et  de  supprimer  ce  radical. 

De  V Extraction  des  racines  des  Radicaux. 

m 

122.  Supposons  qu'on  demande  la  racine  7l"'^  de  /a,  il  est  clair  qu'on 
aura  /  /a.  Mais,  en  vertu  du  n*.  8a ,  on  voit  que  /  /a  =  /a; c'est-à-dire 
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que,  /HMir  extraire  la  racine  ti"*.  d'vn  radical^  il  suffit  de  midûpUer  ï indice  du 
radêcalpar  celui  ndela  racine  qu'on  veut  en  extraire. 

11~.    LEÇON. 


Des  Proportions. 

123.  On  appelle  proportion  la  comparaison  de  deux  rapports  égaux.  Or 
il  y  a  deux  espèces  de  rapports  :  les  rapports  par  différence  ou  arithmétiques , 
et  les  rapports  par  quotient  ou  géométriques;  il  y  a  donc  aussi  deux  espèces 
de  proportions  :  les  proportions  par  différence  ou  arithmétiques,  et  les  pro- 
portions par  quotient  ou  géométriques. 

Des  Proportions  arithmétiques. 

f  24-  Supposons  que  les  quatre  quantités  a,  b,  c  eid  soient  telles  que  la 
différence  entre  a  etftsoitlaméme  que  celle  entre  c  et  d;  d'après  la  définition 
des  proportions  arithmétiques,  ces  quatre  quantités  formeront  une  proportion 
par  différence.  Pour  indiquer  que  ces  quatre  quantités  sont  en  proportion  par 
différence,  on  les  écrit  de  cette  manière  :  a  .  b  :  c  .  d^  en  séparant  les  deux 
termes  de  chaque  rapport  par  un  point,  et  les  deux  rapports  par  deux  points. 

Le  point  qui  sépare  les  deux  termes  de  chaque  rapport  signifie  esta,  etles 
deux  points  qui  séparent  les  deux  rapports  signifient  comme;  de  sorte  que , 
pour  lire  la  proportion  a .  b  :  c .  d^  on  dit  :  a  est  à  b  comme  c  est  à  J;  j'aime- 
rais mieux  dire  :  a  est  par  rapport  àbce  que  c  est  par  rapport  à  d. 

ia5.  Dans  toute  proportion,  les  deux  termes  placés  aux  extrémités  se 
nomment  les  extrêmes,  et  les  deux  autres  les  moyens  de  la  proportion.  Le 
premier  terme  de  chaque  rapport  se  nomme  antécédent^  et  le  second  consé- 
quent.  Ainsi  dans  la  proportion  a.b:  c  .dj  a  el  €:  sont  les  antécédens ,  et  6  et 
d  les  conséquens. 

Il  arrive  quelquefois  que  les  deux  moyens  d^une  proportion  arithmétique 
sont  formés  par  le  même  nombre,  comme  dans  celle-ci  :  a  .  b  :  b  .  c\  dans  ce 
cas  la  proportion  est  dite  continue,  et  le  nombre  qui  forme  les  deux  moyens 
s'appelle  moyenne  proportionnelle  arithmétique  entre  les  deux  autres  termes. 

126.  Je  dis,  maintenant,  que,  dcms  toute  proportion  arithmétique,  lasomme 
des  termes  extrêmes  égale  la  somme  des  moyens. 

En  effet ,  si  de  la  proportion  a.bic.d  nous  faisons  la  somme  des  moyens 
et  celle  des  extrêmes,  nous  aurons  b+c  d'une  part,  et  a-^^d  de  l'autre  :  il 
faut  faire  voir  que  ces  deux  sommes  sont  égales,  c'est-à-dire  qu'on  a  b~hc  = 
a-hd.  Or,  puisque  les  quatre  nombre  a,  b^  c  et  d  sont  en  proportion ,  on 
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a  b — a^^d — c,  c^est-à-dire  que  b  surpasse  a  de  la  même  quantitë  que  d  sur- 
passe c;  les  deux  sommes  &+r,  a-H2sont  donc  telles  que  le  premier  terme 
6  de  la  première  surpasse  le  premier  terme  a  de  la  seconde,  de  la  même  quan- 
tité que  le  second  terme  de  la  première  est  surpassé  par  le  second  terme  de 
la  deuxième  ;  il  y  a  donc  compensation  entre  les  termes  de  ces  deux  sommes, 
donc  elles  sont  égales. 

127.  Réciproquement,  si  quatre  nombres  a,  6,  c  et  d  sont  tels,  q^ic  la 
somme  des  moyens  soit  égale  à  celle  des  extrêmes ,  ces  quatre  nombres  for- 
meront une  proportion  arithmétique. 

En  effet,  siô  +  ^  =  a  +  É?,  il  faut  nécessairement  que  & — a^=^d — r,ou 
que  a  —  b=c  —  d,  ce  qui  au  fond  est  la  même  chose  au  signe  près  des  dif- 
férences, car  sans  cela  iln^y  aurait  pas  compensation  entre  les  termes  de  ces 
deux  sommes,  et  par  conséquent  cllesnc  pourraient  pas  être  égales;  or,  elles 
sont  égales  ;  donc, 6  - —  az=:d  —  c  oua  —  6  =  c  —  d;  d*où  il  suit  que  te  rap- 
port de  a  à  6  est  le  même  que  celui  de  chd;  donc  les  quatre  quantités  a,  ï , 
cQt  d  forment  la  proportion  a  .  b:  c  .d^ce,  quMl  fallait  démontrer. 

128.  Puisque  la  somme  des  moyens  est  égaleàcelle  des  extrêmes^  il  estdair 
que  Tun  des  extrêmes  est  égal  à  la  somme  des  deux  moyens  moins  Tautre  ex- 
trême; et  Tun  des  moyens  est  égal  à  la  somme  des  deux  extrêmes  moins  Tautre 
moyen  ;  car  on  peut  prendre  la  somme  des  deux  moyens  pour  celle  des  deux 
extrêmes,  ou  la  somme  des  deux  extrêmes  pour  celle  des  deux  moyens;  or, 
quand  on  connaît  un  nombre  et  Tune  de  sits  parties,  la  soustraction  fait  con« 
naître  Tautre;  donc,  etc.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  représente  par  x  le 
quatrième  terme  d^une  proportion  arithmétique,  dont  les  trois  premiers  se- 
raient 3,  7  et  9,  on  aura  3.  7.  :  9,0?, et  07=7  +-9  —  3  =  i3. 

Si  Ton  donnait  les  deux  extrêmes  et  Tun  des  moyens,  l'autre  moyen  étant 
représenté  par  a;,  on  aurait  3.7  i  x  .  i3 ,  et  ^  =  3  +  i3  —  7  =  9* 

129.  Soit  la  proportion  arithmétique  çL.b  :c  .d  :  je  disque  cette  proparlîan 
ne  sera  pa^  troublée  9  en  augmentant  l'un  des  extrêmes  et  Vun  des  moyens  de 
la  même  quantité  quelconque  m  ;  de  sorte  que  la  suite  des  quantités  a^m.b: 
c  +m  .  d,  o\xa+m.  b^+^mic  .d,  ou  a.  b^m  :c.d+  m,  ou  enfin,  al 
b'.c  '\'m  .  d-^m  sera  une  proportion.  Et  en  effet,  ayant  augmenté  Tun  dés 
extrêmes  de  la  quantité  m,  on  a  augmenté  la  somme  des  extrêmes  de  cette  quan- 
titém;  maisayantaugmentéTun  desmoyens  delà  même  quantité  m,  on  a  aug- 
menté la  somme  des  moyens  de  cette  même  quantité  m:  ces  deux  sommes 
seront  donc  augmentées  de  la  même  quantité  ;  mais  elles  étaient  égales;  donc 
elles  le  seront  encore  ;  donc  la  proportion  (  n®.  127  )  ne  sera  pas  troublée. 

i3o.  Si  deux  proportions  ont  un  rapport  commuti ,  les  deux  autres  rapports 
formeront  une  proportion. 
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En  effet,  une  proportion  n'est  autre  chose  que  la  comparaison  de  deux 
rapports  égaux;  or,  si  deux  proportions  ont  un  rapport  de  communales 
deux  autres  rapports  seront  égaux,  et  leur  comparaison  formera  une  pro- 
portion. Ainsi,  par  exemple ,  si  Ton  a  les  proportions  a.b  \  c  .d,  e  .f  :  c  .d^ 
on  aura  a  .  b  :e ./,  à  cause  du  rapport  commun  c  .  d. 

L'usage  des  proportions  arithmétiques  étant  très-borné ,  je  ne  m'étendrai 
pas  davantage  sur  ce  qui  les  concerne. 

Des  Proportions  géométriques. 

Les  proportions  géométriques  ou  par  quotient,  sont  d'un  usage  presque 
continuel  ;  elles  sont  le  fondement  de  la  plus  grande  partie  des  démonstra- 
tions des  propositions  de  géométrie,  et  servent  à  résoudre  une  infmité  de 
problèmes  sur  les  nombres  :  elles  méritent  donc  d'être  étudiées  avec  le  plus 
grand  soin.  Dorénavant  il  ne  sera  presque  jamais  question  des  proportions 
arithmétiques;  en  conséquence,  quand  il  s'agira  d'une  proportion,  nous 
nous  dispenserons  de  dire  qu'elle  est  géométrique ,  mais  on  le  sous-entendra 
toujours,  à  moins  qu'il  ne  soit  fait  mention  qu'elle  est  arithmétique.  Cette 
convention  abrégera  le  discours. 

i3  1.  Si  les  quatre  quantités  a,  by  c  ei  d  sont  telles,  que  le  rapport  de  la 
première  à  la  seconde  soit  égal  à  celui  de  la  troisième  à  la  quatrième,  c'est- 
à-dire,  si  la  première  a  divisée  par  la  seconde  b  donne  une  quotient  égal  à 
la  troisième  c  divisée  par  la  quatrième  d,  ces  quatre  quantités  formeront 
une  proportion,  puisque  (n®.  128)  une  proportion  n'est  autre  chose  que  la 
comparaison  de  deux  rapports  égaux. 

On  écrira  cette  proportion  de  cette  manière  :  a  ;  6  ;  ;  c  ;  J,  en  mettant 
deux  points  pour  séparer  les  deux  termes  de  chaque  rapport,  et  quatre  points 
pour  séparer  les  deux  rapports ,  afin  de  distinguer  les  proportions  géomé- 
triques de  celles  arithmétiques.  On  énonce  les  proportions  géométriques  de  la 
même  manière  que  celles  arithmétiques  ;  ainsi  dans  la  proportion  al  bll  cld^ 
on  dira  a  est  à  b  comrue  c  est  àd,  ou  a  est  par  rapport  à  6  ce  que  c  est 
par  rapport  à  d. 

On  appliquera  aux  proportions  géométriques  les  définitions  que  nous 
avons  données  au  n®.  i25  sur  les  termes  des  proportions  arithmétiques. 

182.  Dans  toutes  proportions  le  produit  des  deux  termes  extrêmes  est  égal 
à  celui  des  deux  termes  moyens. 

En  effet,  soit  alb\\c\d,  je  dis  que  ad=^bc;  car  le  rapport  de  a  h  b 
dtant  le  même  que  celui  de  c  à  J,  le  facteur  a  du  premier  produit  est  autant 
de  fois  plus  grand  que  le  facteur  b  du  second,  que  le  facteur  d  du  premier 
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produit  est  de  fois  plus  petit  que  le  facteur  c  du  second  :  il  y  a  donc  corn* 
pensation  entre  les  facteurs  de  ces  deux  produits;  donc  ils  sont  égaux; 
donc ,  etc. 

i33.  Si  les  quatre  quantités  a,  b,  c  etd sont  telles  que  le  produit  des  deux 
extrêmes  soit  égal  à  celui  des  deux  moyennes,  ces  quatre  quantités  formeront 
une  proportion 

En  effet ,  ad  ne  peut  égaler  bc,  à  moins  quMl  n'y  ait  compensation  entre 
les  facteurs  de  ces  deux  produits,  c'est-à-dire  à  moins  que  le  facteur  a  du 
premier  produit  étant  un  certain  nombre  de  fois  plus  grand  que  le  facteur  h 
du  second,  le  facteur  d  du  premier  produit  ne  soit  le  même  nombre  de  fois 
plus  petit  que  le  facteur  c  du  second,  ou  vice  çersa.  Or,  ces  deux  produits 
sont  égaux;  donc  le  rapport  de  a  à  6  est  le  même  que  celui  de  c  à  d;  donc 
enfin  les  quatre  quantités  a^  b,  c  tid formeront  la  proportion  albl\c\d. 

Il  suit  de  ces  deux  propositions  que,  pour  s'assurer  que  quatre  quantités 
forment  une  proportion,  il  suffira,  ou  de  s'assurer  que  les  deux  rapports  sont 
égaux,  ou  que  le  produit  des  deux  termes  moyens  est  égal  à  celui  des  deux 
termes  extrêmes;  car  l'une  de  ces  conditions  entraîne  nécessairement  Tautre. 

134.  Puisque  dans  une  proportion  le  produit  des  deux  moyens  est  égal  à 
celui  des  deux  extrêmes,  il  est  clair  que  l'un  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  deux  moyens  divisé  par  l'autre  extrême;  et  l'un  des  moyens  est  égal  au 
produit  des  deux  extrêmes  divisé  par  l'autre  moyen.  Car  on  peut  prendre  le 
produit  des  moyens  pour  celui  des  extrêmes ,  ou  celui  des  extrêmes  pour 
celui  des  moyens  ;  or,  quand  on  connaît  un  nombre  et  l'un  de  ces  facteurs, 
la  division  fait  découvrir  l'autre  ;  donc,  etc. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  représente  par  x  le  quatrième  terme  d'une 
proportion,  dont  les  trois  premiers  seraient  3,  i5  et  9,  on  aura 

3  ;  i5:;9  :  a?,  t'ta7=    ^^^^  =  i5  x  3  =  45. 

Si  l'on  donnait  les  deux  extrêmes,  et  l'un  des  moyens,  l'autre  moyen 
étant  représenté  par  x,  on  aurait  3  i  i5  n  x  l  ^5  j  et  x  =z  — = — z=:3x3=9. 

i35.  On  peut  écrire  une  même  proportion  des  huit  manières  suivantes: 
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c'csl-à-dire  que ,  dans  une  proportion  on  peut  changer  les  termes  moyens 
de  place,  en  les  laissant  toujours  aux  moyens,  mettre  les  moyens  à  la  place 
des  extrêmes,  et  les  extrêmes  à  la  place  des  moyen*:,  et  changer  les  ex- 
trêmes de  place,  en  les  laissant  toujours  aux  extrêmes.  Mais  dans  tous  ces 
changemens  les  deux  moyens  doivent  rester  aux  moyens,  et  les  deux  ex- 
trêmes aux  extrêmes,  ou  bien ,  si  Ton  met  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes, 
et  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens,  il  faut  que  les  moyens  passent  tous  les 
deux  aux  extrêmes,  et  les  extrêmes  tous  les  deux  aux  moyens. 

En  effet,  ces  huit  changemens  ne  troubleront  pas  la  proportion,  puisque 
le  produit  des  moyens  égalera  toujours  celui  des  extrêmes,  car  ces  produits 
seront  toujours  formés  par  les  mêmes  facteurs  ;  or,  primitivement  ces  pro- 
duits étaient  égaux,  puisque  les  quatre  quantités  a,  bj  c  et  d  formaient  une 
proportion;  donc,  etc. 

i36.  Dans  toute  proportion  on  peut  multiplier  ïiin  des  termes  moyens  et 
luii  des  termes  extrêmes  par  le  même  nombre  sans  troubler  cette  proportion. 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  la  proportion  a\b\\c\d  \  je  dis  qu'on 
pourra  multiplier  par  la  quantité  771  Tun  quelconque  des  extrêmes,  et  Fun 
quelconque  des  moyens  de  cette  proportion  sans  Faltérer;  c'est-à-dire  qu'on 
aura  am  J  bm  ;  :  c  ;  J,  ou  am  lb\\cm\d,  on  al  bm  ;  ;  c  ;  dm ,  ou  enfin 
a\b\\ cm  :  dm. 

En  effet,  multiplier  l'un  des  extrêmes  par  m,  c'est  rendre  le  produit  des 
extrêmes  m  de  fois  plus  grand ,  et  multiplier  l'un  des  moyens  par  la  même 
quantité  m,  c'est  rendre  le  produit  des  moyens  le  même  nombre  de  fois 
plus  grand;  mais  ces  deux  produits  étaient  égaux  primitivement,  puisqu'il  y 
avait  proportion  entre  les  quatre  quantités  a,  b ,  cctd;  donc  ils  le  sont 
encore;  donc  enfin,  etc. 

L'inverse  de  cette  proposition  a  évidemment  lieu,  c'est-à-dire  quon  peut 
diviser  un  extrême  et  un  moyen  d'une  proportion  par  le  même  nombi^  sans 
altérer  cette  proportion. 

i3'j.  Si  deux  proportions  ont,  un  rapport  commun,  les  deux  autres  rap^ 
ports  formeront  une  proportion. 

En  effet,  les  deux  autres  rapports  étant  égaux  à  un  troisième  ,  sont  égaux 
entre  eux,  donc  ils  formeront  une  proportion. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  a^b  \\  c\d^  ^\b  l\  e\f,  on  aura 
<\d\\e\f. 

i38.  Si  ïon  a  deux  proportions,  en  les  multipliant  terme  à  terme,  on  aura 
^juatre  produits  qui  seront  en  proportion. 

Soient  alblldd,  eie  l/l  Iglh;  si  on  les  multiplie  terme  à  terme ,  on 
^ura  ae  ;  bfl  ;  cg  l  dh....(^i) 
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En  effet,  les  deux  proportions  proposées  donnent  ad=^bc  ùieh=Jg; 
mais  si  Ton  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  aura  adeh=s 
hcfg;  or  ces  deux  produits  égaux  ne  sont  autre  chose,  le  premier  que  le 
produit  des  deux  extrêmes  des  quatre  nombres  (i),  et  le  second  le  produit 
des  deux  moyens  des  mômes  quatre  nombres  :  c^est  quatre  nombres  (i)  sont 
donc  en  proportion  ;  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

Si  les  deux  proportions  données  ont  deux  termes  communs ,  Tun  aux  ex- 
trêmes dans  la  première  ou  la  seconde  proportion,  et  Tautre  aux  moyens 
dans  Tautre  proportion,  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  proportions  terme 
a  terme ,  on  pourra  faire  abstraction  de  ces  termes  communs. 

Soient,  en  effet,  les  deux  proportions  a\h\\c\d,  h\  e\\f\g;  en  les 
multipliant  terme  à  terme  on  aura  a6  :  6^;;  ^«  J^.  Mais  les  deux  termes 
du  premier  rapport  peuvent  être  divisés  par  h  (n°.  i36)  :  on  aura  donc 
a\e\\cf\  dg^  où  Ton  voit  qu^on  a  fait  abstraction  du  terme  b  qui  est  aux 
moyens  dans  la  première  proportion ,  et  aux  extrêmes  dans  la  seconde. 

De  là  résulte  que  si  Ton  avait  alb\\c\d,  bl  elldl/,  en  multipliant 
ces  deux  proportions  par  ordre,  on  aurait  alellclf,  à  cause  des  termes 
communs  b  et  d  aux  moyens  et  aux  extrêmes  de  ces  deux  proportions. 

11  est  évident  que  Tinverse  de  cette  proposition  a  lieu,  c^est-à-dire  ^'en 
diçisant  deux  proportions  terme  à  terme ,  on  aura  quatre  quotiens  quifar^ 
meront  une  proportion. 

i3g.  Puisque  le  produit  de  deux  proportions  multipliées  par  ordre  est  une 
proportion;  en  multipliant,  de  cette  manière,  une  proportion  par  elle-même, 
celle-ci  al  bllcld,  par  exemple ,  le  produit  a^  Ib'llc'  Id',  sera  une  pro- 
portion ;  d*où  il  suit  quon  peut  éleçer  tous  les  termes  d'une  proportion  au  carré 
sans  troubler  cette  proportion. 

En  multipliant  par  ordre  successivement  une  proportion  par  elle-même, 
on  obtiendrait  a^  :  b'ilc^  :(P,a' l  b*: : c'  ;  d\ ....  et  en  général  a"  :  b": le"  l â\ 
c^est-à-dire  qu^on  peut  élever  à  la  même  puissance  tous  les  termes  d^une 
proportion  sans  la  troubler. 

La  réciproque  de  cette  proposition  a  évidemment  lieu  ;  c^estrà-dire  qu*oo 
peut  extraire  la  racine  du  même  degré  de  tous  les  termes  d^une  proportion 
sans  la  troubler.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  avait  a\bllcld,   on  aurait 

aussi  /a  \  ^b\\  ^  c  î  /d. 

i4o.  Soit  la  proportion  a\b\\c\d\  Je  dis  que  la  somme  des  deux  pre- 
miers termes  est  à  celle  des  deux  derniers ,  comme  le  premier  antécédent  est 
au  second,  ou  comme  le  premier  conséquent  est  au  second.  C*est-à-dirc  qu'o» 
auraa+-ô  ;  c-f-rf;Ca  î  c  oua+ô  ;  c  +  dllb  Id....  (i) 
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En  effet,  si  Ton  fait  le  produit  des  moyens  et  celui  des  extrêmes  dans  la 
seconde  de  ces  deux  expressions,  on  aura  pour  celui  des  extrêmes  ad+  bd, 
et  pour  celui  des  moyens  bc  +  bd.  Or  ces  deux  produits  sont  égaux,  car  ils 
ont  un  terme  commun  bdj  et  les  termes  ad,  bc  sont  égaux  comme  étant, 
Tun  le  produit  des  extrêmes,  et  Tautre  celui  des  moyens  de  la  proportion 
donnée;  donc  la'  seconde  des  expressions  ci-dessus  est  une  proportion. 
On  démontrerait  de  même  que  la  première  en  est  une  aussi. 

i4i-  Si  Ton  change  les  moyens  de  place  dans  la  proportion  donnée 
a  :  &:  ic  l  dy  on  aura  a\c\ibl  d (2),  et  si  Ton  compare  cette  pro- 
portion (2)  à  celles  (i)  (n^  i4o)>  on  verra  que  la  somme  des  aniécédens  est 
à  celle  des  conséquens,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent 

142-  Dans  toute  proportion ,  la  différence  des  deux  premiers  termes  est  à 
celle  des  deux  derniers,  comme  le premierantécédent  est  au  second,  ou  comme 
le  premier  conséquent  est  au  second. 

Ainsi,  si  Ton  sl  al  b  lie  id^  on  aura  aussi 

a  —  b  l  c  —  dllalc  oua  —  bl  c  —  dubl  d (i). 

En  effet,  si  Ton  fait  le  produit  des  moyens  et  celui  des  extrêmes  dans 
chacune  de  ces  expressions,  on  aura,  dans  la  première,  les  produits a^?  —  bc 
et  ac — adi  or,  ces  produits  ont  le  terme  ac  commun ,  et  les  termes  bc  et  ad^ 
qui  ont  le  même  signe,  sont  égaux  comme  étant  les  produits,  le  premier  des 
moyens,  et  le  second  des  extrêmes  de  la  proportion  donnée  ;  ces  deux  produits 
sont  donc  égaux,  et  par  conséquent  la  première  des  expressions  (1)  est  une 
proportion.  On  démontrerait  de  même  que  la  seconde  en  est  une  aussi. 

143.  Puisqu'ayant  al  budd,  on  2l  a  —  blc  —  dy^b  id,  et  (n^  140) 
a-f.  b  l  c^dll  bldjh  cause  du  rapport  commune  l  d,  il  s^ensuit  (n^  187) 
que  a  —  blc  '^dua  +  b  l  c^^d;  c'est-à-dire  que  la  différence  des  deux 
premiers  termes  est  à  celle  des  deux  derniers ,  comme  la  somme  des  deux 
premiers  est  à  celle  des  deux  derniers. 

i44*  Si  nous  changeons  les  moyens  de  place  dans  laproportiona  ;  bi  le  l  d^ 
ce  qui  donnera  al  cil  b\d;  comme  nous  ayons  trouvé  (n^  142)  que 
a-'^blc  —  dllbld\  en  comparant  ces  deux  dernières  proportions,  on 
▼erra  que ,  la  différence  des  antécédens  est  à  celle  des  conséquens ,  comme 
un  antécédent  est  à  son  conséquent. 

145.  Enfin,  si  Ton  compare  la  proportion  a  :  c  ;  ;  6  :  d  à  celle 
a  —  blc  —  diia+blc^d  trouvée  n^  i43 ,  on  verra  que ,  la  différence 
des  antécédens  est  à  celle  des  conséquens,  comme  la  somme  des  antécédens 
est  à  celle  des  conséquens.. 
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Des  Progressions. 

i/fi.  On  appelle  progression  une  suite  ou  série  de  nombres  tels,  qu^étant 
arranges  sur  la  même  ligne,  le  rapport  de  deux  nombres  consécutifs  de  cette 
série  est  toujours  le  même,  quelque  part  d^aillcurs  qu*on  prenne  ces  deux 
nombres  dans  la  progression.  Chacun  des  nombres  qui  forment  une  pro- 
gression s^appelle  terme.  Le  premier  terme  est  celui  qui  est  à  gauche. 

Comme  il  y  a  deux  espèces  de  rapports ,  il  est  clair  quMl  doit  aussi  y  avoir 
deux  espèces  de  progressions  :  quand  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs 
quelconques  est  arithmétique  ou  par  différence ,  la  progression  est  arithmé- 
tique ou  par  différence;  et,  quand  ce  rapport  est  géométrique  ou  par  quotient, 
la  progression  est  géométrique  ou  par  quotient. 

147.  Pour  indiquer  qu^une  série  de  nombres  est  une  progression  arithmé- 
tique, on  fait  précéder  le  premier  terme  du  signe  -|-,  et  on  sépare  les  termes 
par  un  point.  Ainsi,  par  exemple,  pour  indiquer  que  les  nombres  a,  16,^, 
J,  ^,y,  g^  h  sont  en  progression  arithmétique ,  on  écrira 

"4—  a,h,c.d.e,f.g.h. 
S'il  s^agissait  d^indiqucr  qu^une  série  de  nombre  est  une  progression  géo- 
métrique, on  ferait  précéder  le  premier  du  signe  -77- ,  et  on  séparerait  les 
termes  par  deux  points.  Ainsi ,  par  exemple ,  pour  indiquer  que  les  nombres 
a,  6,  cr,  d,  e^f^gy  h  sont  en  progression  géométrique ,  on  écrira 

-^alblcldlelflglh. 

148.  L^exprcssion  du  rapport  des  termes  consécutifs  d'une  progressioa 
quelconque  se  nomme  la  raison.   Dans  la  progression   arithmétique 
-^2  .5.8.  II  .  14  •  17  .  20  •  23  .  26  .  29,  la  raison  est  3,  carsi 
Ton  considère  deux  termes  consécutifs  quelconques,  on  trouvera  leur  diffé* 
rence  égale  à  trois;  et  dans  la  progression  géométrique 

^2  : 4 : 8  ;  16  :  32  :  64  ;  128  :  256  ;  5i2 , 

la  raison  est  2 ,  car  le  quotient  de  deux  termes  consécutifs  quelconques  est  s. 
i4g.  Une  progression  arithmétique  est  croissante  quand  ses  termes  Tont 
en  augmentant  en  allant  de  gauche  à  droite;  et,  elle  est  décroissante^  au  con- 
traire, quand  ses  termes,  pris  dans  le  même  ordre,  vont  en  diminuant. 
'  Quand  la  progression  est  croissante,  la  raison  est  positive;  et  quand  elk 
est  décroissante,  la  raison  est  négative ,  parce  que,  quand  la  progression  est 
croissante,  le  second  terme  égale  le  premier  plus  la  raison,  le  troisième  égale 


A^ 
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le  second  plus  la  raison,  le  quatrième  égale  le  troisième  plus  la  raison,  et 
ainsi  de  suite;  et  quand  la  progression  est  dccroissanle,  le  second  terme 
égale  le  premier  moins  la  raison,  le  troisième  égale  le  second  moins  la  raison, 
et  ainsi  des  autres. 

La  progression  arithmétique  ci-dessus  (n^.  148)  est  croissante,  et  celle-ci 

-^  26  •  24  •  22  •  20  •  18  •  16  «  i4  •  12  .  10  .  8  est  décroissante.  Dans 

la  première  la  raison  est  -4-  3 ,  et  dans  cette  dernière  la  raison  est  —  2; 

i5o.  Une  progression  géométrique  est  croissante  quand  ses  termes  vont  en 
augmentant  en  allant  de  gauche  à  droite;  et,  elle  est  décroissante,  au  con- 
traire, quand  ses  termes,  pris  dans  le  même  ordre,  vont  en  diminuant. 

Quand  la  progression  est  croissante,  la  raison  est  plus  grande  que  Tunité 
et  est  entière  ou  fractionnairCi  et  quand  elle  est  décroissante  la  raison  est  plus 
petite  que  T  uni  té. 

La  progression  géométrique  ci-dessus  (n®.  148)  est  croissante,  et  celle-ci 
-fr  256  :  64  ;  16  ;  4  I  ^  ^^t  décroissante.  Dans  la  première  la  raison  est  2 ,  et 

dans  la  seconde  la  raison  est  ---* 

4     .  . 

i5i.  Dans  une  progression,  soit  arithmétique;  soit  géométrique,  il  y  a 

cinq  choses  à  considérer  :  le  premier  terme,  la  raison,  le  nombre  des  termes, 

le  dernier  terme,  et  la  somme  de  tous  les  termes.  Trois  de  ces  cinq  choses 

étant  données  comme  on  voudra,  on  pourra  toujours  découvrir  les  deux  autres 

(ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite),  et  cela,  sans  avoir  besoin  d'écrire 

la  progression  d'un  bout  à  Tautre. 

Il  suit  de  là  qu'une  progression,  arithmétique  ou  géométrique,  donne  lieu 
à  autant  de  question  qu'il  y  a  de  manières  de  demander  cinq  choses  2  à  2 ,  en 
observant  que  l'ordre  dans  lequel  deux  mêmes  choses  sont  demandées  ne 
change  point  la  question.  En  effet,  si  Ton  demande  le  premier  et  le  dernier 
terme,  par  exemple,  peu  importe  qu'on  demande  d'abord  le  premier  et  en- 
suite le  dernier,  ou  d'abord  le  dernier  et  ensuite  le  premier  :  la  question 
restera  toujours  la  même. 

Il  y  aura  donc  autant  de  questions  possibles  dans  une  progression,  que  l'on 

peut  faire  de  produits  2  à  2  avec  cinq  facteurs  ;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de 

5x4 
questions  possibles  sera  (n*.  65)    • =  10,  et  en  représentant  par  )9  le 

premier  terme  d'une  progression,  par  r  la  raison,  par  n  le  nombre  des 
termes,  par  d  le  dernier  terme  et  par  s  la  somme  de  tous  les  termes ,  les 
inconnues  dans  ces  dix  questions  seront  respectivement 

(n*.  66) p^,    pn,  pd,  ps,    m,    rd,    rs,     nd,  ns  et  ds 

et  les  données...  nds,  rds,  ms,  md,  pds,  pns,  pnd,  prs,  prd  et  pm. 


\. 
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La  solution  de  ces  dix  questions  dépend  de  deux  formules  pour  chaque 
espèce  de  progressions,  que  nous  allons  donner. 

Formules  relaiiçes  aux  Progressions  arithmétiques. 

i52.  Appelons  r  la  raison,  quelle  qu^elIe  soit, positive  ou nëgatire; diaprés 
la  nature  des  progressions  arithmétiques  (n®.  146)  il  est  clair  que  dans  la  pro- 
gression -^  a  .  h  .  c  .  d  .  e  \  f  .  g  .  h,    on  aura  a  z=,a^  bz=a+r, 

c  =  ô  +  r,  d=:c  +  r,  e=id+r,  /=  e-{^r,  g=z/-\rrei  h=g'+^r.  Or, 
de  là  résulte  que  I^  a=za;  2^  b=ia^r;  3".  6==a  +  2r,  car  pour  avoir  c 
il  faut  ajouter  r  à  ô,  qui  est  égal  à  ii  +  r;  ^'*.  d  =  a^  3r,  car  pour  avoir  d  il 
faut  ajouter  r  à  Cj  qui  est  cgal^-i-ar/  5''.e=za  +  /^r,  car  pour  avoir  e  il  faut 
ajouter  rhd,  qui  est  égal  à  a+3r;  6^y=aH-5r,  car  pour  avoir/"  il  faut 
ajouter  rh  e,  qui  est  égal  à  a+^r;  7\  g=a  +  6r,  car  pour  avoir  g  il  faut 
ajouter  r  h/,  qui  est  égal  à  a4-  5r  et  8^  h  =  a+']ry  car  pour  avoir  h  il  faut 
ajouter  rag,  qui  est  égal  à  a+6r.  Donc,  les  termes  successifs  d'une  progres- 
sion arithmétique  quelconque  se  composent  du  premier  terme  et  de  la  raison, 
de  manière  quelle  i^"^.  terme  se  compose  de  lui-même,  et  ne  renferme  point 
la  raison;  le  2"*.  terme  se  compose  du  i".  plus  une  fois  la  raison;  k 
3'"^  terme  se  compose  du  i".  plus  2,  fois  la  raison;  le  4"*.  terme  se  compost 
du  i".  plus  'ifois  la  raison ,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  ;  de  sorte  que  k 
fi"*.  terme  se  compose  du  i".  plus  la  raison  un  nombre  de  fois  marqué  par 
n  —  I.  Si  donc  le  /2'"^  terme  est  le  dernier  de  la  progression ,  en  appelant  Jcc 
dernier  terme,  pie  premier,  et  r  la  raison,  on  aura 

d=zp^rQn—i) (a) 

c'est-à-dire  que,  le  dernier  terme  d* une  progression  ari/Jiméfique  queictmque 
est  égal  au  premier  terme  plus  la  raison  nuiltipliée  par  le  nombre  des  temus 

moins  i. 

Quand  la  raison  est  négative,  c'est-à-dire  quand  la  progression  est  décrois^ 
sanlc  (n^  149)9  la  formule  {a)  devient 

d=/>  — r(/i— ï); 
de  sorte  que,  dans  ce  cas,  le  dernier  terme  de  la  progression  est  égalauprt' 
mier  terme  moins  la  raison  multipliée  par  le  nombre  des  termes  moins  i. 

Supposons  la  progression 

(i) 4.  3  .  8  .  i3  .  18  .  23  .  28  .  33  :  38  .  43  .  48, 

dans  laquelle  le  premier  terme  est  3,  la  raison  5  et  le  nombre  des  termes  la 
Si,  sans  écrire  tous  les  termes  de  cette  progression,  on  voulait  avoir  direc- 
tement le  dernier  terme  qui  est  48 >  dans  la  formule  (a),  on  ferait p= 3 1 
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r=:5  et/*=io,  ce  qui  donnerait  ri=34-?îx(îo — i)=3+5x9=34-45=48. 
Ce  qui  confirme  la  vérité  de  la  formule  (cl). 

Cette  formule  ne  donne  pas  seulement  la  valeur  du  dernier  terme ,  mais 
encore  celle  du  premier,  de  la  raison  et  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
gression ,  quand  on  connaît  les  trois  autres  choses. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  nous  demande  le  premier  terme  de  la 
progression  (6),  sachant  que  la  raison  r=5,  le  nombre  des  termes  /ï=:  lo, 
et  le  dernier  terme  rf=48  ;  on  mettra  5  à  la  place  de  r,  lo  à  la  place  de  /z  et  48 
à  la  place  de  £f  dans  la  formule  (a),  et  on  aura  48=^H-5x(io — i)=;H-5X9, 
d'où  Ton  voit  que  48=^+45'  Or,  si  à  /?  il  faut  ajouter  45  pour  avoir  48, 
il  est  clair  que  p  est  la  différence  entre  48  et  45,  c'est-à-dire  que  /?=48 — 45=3  ; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  progression  (&). 

Si  l'on  demande  la  raison,  et  que  l'on  donne  le  dernier  terme  rf  =  48,  le 
premier  terme /?==3^,  et  le  nombre  des  termes  n=  10,  on  mettra  respecti- 
Tement  48»  3  ,  10  à  la  place  de  d,  de  ^  et  de  /i  dans  la  formule  (a),  et  on 
aura  48  =  34-r(ic> —  i)  =  3  +  9r.  Or,  si  à  gr  il  faut  ajouter  3  pour  avoir 
4ft,  gr  égaleront  48  —  3^  de  sorte  que  gr=  48  —  3  =  45.  Mais  si  gr  égalent 

45 ,  un  r  égalera  le  g"^  de  45 ,  c'est-à-dire  que  r  =  — -  =  5 ,  ce  qui  s'accorde 
encore  avec  la  progression  (fr). 

Enfin,  supposons  que  l'on  demande  le  nombre  des  termes  de  la  progres- 
sion (6),  sachant  que  le  premier  termey9  =  3,  la  raison  r  =  iî  et  le  dernier 
terme  dz=i  48 ,  on  mettra  respectivement  3,  5  et  48  à  la  place  de/?,  de  r  et  de 
d  dans  la  formule  (o),  et  on  aura  48  =  3  +  5  (/i—  i  )  :  d'où  l'on  voit  qu'à  5 
fois  le  nombre  des  termes  moins  i ,  il  faudrait  ajouter  3  pour  égaler  48  ;  si 
donc  on  retranchait  3  de  48 ,  le  reste  45  serait  5  fois  le  nombre  des  termes 
moins  i ,  de  sorte  qu'on  aurait  5  (fi —  i  )  =  45.  Mais  si  5  fois  le  nombre  des 
termes  moins  i  égalent  45  »  il  est  clair  que  une  fois  le  nonïbre  des  termes 

moins  i  sera  égale  au  5""*.  de  45  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura  n  —  1  z=  -~—  =  g  ; 

donc  11=  10;  ce  qui  s'accorde  encore  avec  la  progression  {b). 

i53.  Supposons,  à  présent,  qu'il  s'agisse  d'avoir  la  somme  de  tous  les 

termes  de  la  progression  arithmétique  -^  a  .  b  \  c  .  d  .  e  .  f  .  g  .  h. 

Pour  cela,  soit  S  cette  somme  \  nous  aurons 

S=^a  +  b  +  ç  +  d+e+f+g+h 
ou  iS  =  A-t-^+y+e  +  ÉÎ-f-cH-é4-« 
en  renversant  l'ordre  des  termes,  ce  qui  ne  change  point  la  somme. 
Réunissons  ces  deux  sommes  terme  à  terme  dans  l'ordre  suivant  lequel 
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elles  sont  écrites,  en  enfermant  les  termes  a  à  2  entre  parenthèses,  ce  qui  ne 
changera  rien  à  la  somme,  et  nous  aurons 

Je  dis  maintenant  que  toutes  ces  parenthèses  sont  égales  entre  elles. 

En  effet,  la  première  se  compose  du  premier  et  du  dernier  terme;  c^est- 
à-dire  du  terme  qui  ne  contient  pas  du  tout  la  raison,  et  de  celui  qui  la  con- 
tient le  plus  de  fois.  Mais  la  seconde  se  compose  du  second  et  de  TaTant 
dernier  terme  ;  or  le  second  terme  est  plus  grand  que  le  premier  d'une  fois 
la  raison,  et  Tavant  dernier  terme  est  plus  petit  que  le  dernier  de  la  même 
quantité  :  il  y  a  donc  compensation  entre  les  termes  des  deux  premières  pa- 
renthèses; donc  elles  sont  égales.  En  continuant  le  même  raisonnement,  on 
démontrerait  que  toutes  les  parenthèses  sont  égales  entre  elles:  leur  somme 
sera  donc  égale  à  Tune  d'elles,  à  la  première,  par  exemple ,  multipliée  par 
le  nombre  qu'il  y  en  a.  Or  il  est  évident  qu'il  y  en  a  autant  que  de  termes 
dans  la  progression;  soit ti ce  nombre  des  termes,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit  on  aura  2  «S  =  n  (a  +  A).  Mais  a  est  le  premier  et  A  le  dernier  terme  de 
la  progression  ;  mettons  les  initiales  p  et  d  des  noms  de  ces  termes  à  la 
place  de  a  Qt  h ,   et  nous  aurons  2  S=zn  (p'-hd)^   et  par  conséquent 

Il  suit  de  cette  formule ,  qtie  la  somme  de  tous  les  termes  d'une  progression 
arithmétique  est  égale  au  nombre  des  termes  de  la  progression  multiplié  par 
la  somme  du  premier  et  du  dernier  terme,  le  tout  divisé  par  2, 

Supposons,  en  effet,  qu'il  s'agisse  toujours  de  la  progression  arithméti- 
que  {b)  (n^  i52),  dans  laquelle  le  premier  terme  ^  =  3,  le  dernier  £^  =  48, 
et  le  nombre  des  termes  ri=  10;  si,  dans  la  formule  (c)  on  met  respective- 
ment 3,  48  et  10  à  la  place  de /?,  de  £f  et  de  n,  on  aura 

^_  jro(3-H8)^  _  loxSi    _  5  ><  5,  _  255^  Ainsi  la  somme  des  termes 

2  2 

de  la  progression  (6)  dont  il  s'agit  est  255.  C'est  effectivement  ce  qu'on peat 

vérifier  en  faisant  la  somme  des  termes  de  cette  progression  {b)  par  la  règk 

ordinaire. 

Pour  résoudre  les  dix  questions  (  n*.  1 5 1  )  auxquelles  peut  donner  lieu  mtf 

progression  arithmétique  quelconque,  il  suffirait  de  combiner  ensemble  lei 

deux  formules  d=p+r{n — i),  *S=  ^ ^^  ^  ;  mais  ces  combinaisons  evffr 

raient  que  nous  connussions  la  théorie  de  l'élimination  pour  les  équations  da 
premier  degré ,  théorie  que  nous  développerons  incessamment  après  avoir 
donné  les  formules  relatives  aux  progressions  géométriques  et  la  théorie  des 
logarithmes. 
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Formules  relatiçes  aux  Progressions  géométriques: 

i54.  Supposons  la  progression  géométrique  -^  a  \  b  l  cl  d  \  e  \f  \  g\  h. 
D*après  la  nature  de  cette  espèce  de  progressions  (n®.  t46),  nous  aurons 
az=ia,  bz=zar,  cz=:br,  d^cr,  ezndr,  fz=ier,  g=z/r  ci  h  =gr.  De  là  il 
résulte  que,  i*.  a  =  a;  2*.  b  =  or;  3*.  c  =  ar^^  car  pour  avoir  c  il  faut  mul- 
tiplier b  par  r,  et  6  =  or;  4*-  d=zar^j  car  pour  avoir  éÎ  il  faut  multiplier  c  par 
r,  ctcrsar";  5<>,  e=iar*^  car  pour  avoir  e  il  faut  multiplier  d  par  r,  et 
d  =:  o/^,  et  ainjsi  de  suite  pour  les  autres  termes. 

Il  suit  de  là  que  les  termes  d'une  progression  géométrique  se  composent 
du  premier  terme  et  de  la  raison  ;  de  manière  que  le  premier  terme  ne 
renferme  point  la  raison;  le  second  terme  se  compose  du  premier,  mul- 
tiplié par  la  première  puissance  de  la  raison  ;  le  troisième  terme  se  com-* 
pose  du  premier,  multiplié  par  la  deuxième  puissance  de  la  raison  ;  le 
quatrième  se  compose  du  premier  multiplié  par  la  troisième  puissance  de  la 
raison,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le  /2"^  terme  se  compose  du  premier, 
multiplié  par  la  raison  à  la  puissance  marquée  par  n — i.  Si  donc  le  /2"^  terme 
était  le  dernier ,  en  appelant  d  ce  dernier  terme ,  p  le  premier  et  r  la  raison , 
on  aurait  d  =  pf"'\.\....  (J). 

D'où  il  suit  que  le  dernier  terme  d'une  progression  géométrique  est  égal  au 
premier  terme  multiplié  par  la  raison  éleçée  à  une  puissance  marquée  par  le 
nombre  des  termes  d^.  In-  progression  moins  un. 

Supposons  qu'il  s^agisse  de  la  progression  géométrique 

^:-2 : 6::  18  :  54  ;  162  :  486  ;  1458  :  4374 co 

dans  laquelle  le  premier  terme  /i=:2,  la  raison  rz=3,  et  le  nombre  des  termes 
11=  8  ;  voyons  si  en  effet  la  formule  {d)  nous  donnera  directement  le  dernier 
terme  qui  est  4^749  ^^  7  mettant  2,  3  et  8  respectivement  à  la  place  de  /?, 
de  r  et  de  n.  Si  Ton  effectue  ces  substitutions,  on  aura  rf =2  x  3^""'  z=  2  X  3^ 
Elevons  donc  3  à  la  7**.  puissance,  ce  qui  nous  donnera  2187,  qui,  multiplié 
par  2,  donnera  4^74  pour  le  second  membre  de  l'égalité  J=  2  x3^;  donc, 
d=:43749  ce  qui  s'accorde  en  effet  avec  la  progression  {e\ 

On  vérifierait  de  même  que  la  formule  {d)  donne  directement,  non-seule- 
ment le  dernier  terme,  mais  aussi  le  premier,  la  raison  et  le  nombre  des 
termes ,  pourvu  que  l'on  connaisse  les  trois  antres  quantités  que  cette  for- 
mule renferme.  Mais  comme  les  logarithmes  simplifient  beaucoup  les  calcub 
et  que  même  il  est  impossible  d'avoir  directement  le  nombre  des  termes  sans 
employer  les  logarithmes,  nous  attendrons  que  nous  ayons  exposé  la  théorie 
de  ces  nombres  pour  fadre  cette  vérification. 


iGo  COURS  DE  CONSTRUCTION. 

i55.  Supposons^"  à  présent,  qu'il  s'agisse  d'avoir  la  somme  de  tous  les 
termes  de  la  progression  géométrique  -^a  i  b  l  c  l  d  l  e  l/ljg  l  h.  En  appe- 
lantes cette  somme,  nous  aurons  S^^a-hb^c  +  d^e -f-/-hS'+* (O- 

Si  maintenant  on  multiplie  par  r  les  deux  membres  de  cette  égalité ,  on 

aura  (2) rSz=ar^br-hcr-hdr+er+/r-\^gr-\'hr.  Retranchons  membre 

à  membre  Tégalité  (i)  de  Tégalité  (2),  et  nous  aurons  : 

/  N  c       S       ar-^  br-h  cr+  dr  +  er  +fr  +  gr-h  hr  )  .     ..  ,-%.        * 

(r-i)5=|_^_^_^_^_^_j._|_^    ]  .  .  .  (3). 

Mais  (  n^  i54),  b==aryC  =  bryd=zcrj  e  =  dr^/=er,  g=fr  eth=gr] 
donc  —  b  détruira  flrr,  — jc  détruira  6r,  — d  détruira  cr,  — e  détruira  dr, 
— y* détruira  ^r, — ^  détruira^r et  —  h  détruira^;  il  ne  restera  donc  que 
hr  —  a  dans  le  second  membre  de  Tégalité  (3) ;  donc  (r  —  i)S  =  hr  —  a; 
mais  h  est  le  dernier  et  a  le  premier  terme  de  la  progression  ;  mettons  les 
initiales  Jet  p  des  noms  de  ces  termes,  et  nous  aurons  (r  —  i)S^^rd — p^ 

et  par  conséquent  o  =  — _  ^  . 

Il  suit  de  là  que  la  somme  de  tous  les  termes  lïiAne  progression  géométrique 
est  égale  an  dernier  termr.  multiplié  par  la  raison ,  moins  le  premier  terme ,  et 
le  tout  diirisc  par  la  raison  moins  un. 

Supposons  toujours  la  progression  (e)  (n*.  1S4)  dans  laquelle  le  premier 
terme  ^  =  2,  le  dernier  J=  4374>  et  la  raison  r=  3  ;  en  mettant  respective- 
ment 2,  4374»  et  3  à  la  place  de/7,  de  Jet  de  r,  on  aura*S=  ^  74  X3— a 
4374x3  —  2          ^_    i3i2a  — 2  T  \^  i 

z=z  -^-^-^ ou  A  = ,  en  faisant  la  multiphcation  de  4374 


par  3 ,  et  .enfin ,  en  retranchant  2  au  numérateur  et  divisant  par  le  dénomi- 
nateur,  on  aura  «S  =  — =  656o.  C'est  effectivement  ce  qu'on  trouve- 
rait, si  Ton  faisait  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  (e)  par  h 
règle  ordinaire. 

Pour  résoudre  les  dix  questions  (n^.  i5i  )  auxquelles  peut  donner  lieu  une 
progression  géométrique  quelconque,  il  suffirait  de  combiner  entre  elles  les 

deux  formules  J=y97^"',  *S  =     !^_^  ;  mais  ces  combinaisons  exigeraent 

non-seulement  que  nous  connussions  la  théorie  de  l'élimination  pour  les 
équations  du  premier  degré ,  mais  encore  la  résolution  des  équations  nup^ 
riques  de  tous  les  degrés,  car  quelques-unes  de  ces  questions  conduisent  i 
des  équations  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des  termes  de  la  pro^ssion* 
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15"*'.     LEÇON. 
Des  LogariÛimes. 

i56.  On  appelle  logarithmes,  Texposanï  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut 
élever  un  nombre  inçariable  pour  avoir  un  nombre  donné.  Ainsi,  par 
exemple  9  si  a?  est  Texposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faudrait  élever  le 
nombre  invariable  a,  pour  avoir  un  nombre  donné  y^  on  aurait  Tégalilé 
a* z=zy ,  et  a?  serait  le  logarithme  dey. 

Pour  indiquer  que  œ  est  le  logarithme  dey,  on  met  devant  le  nombre  y 
les  trois  premières  lettres  log.  du  mot  logarithme,  ou  seulement  Tinitiale 
1,  suivie  d'un  point.  De  sorte  que  x  =  log.  y  ou  a:  =  \.y^  signifie  que  x  est 
le  logarithme  de  y.  Le  nombre  invariable  a ,  est  ce  qu'on  appelle  la  base  des 
logarithmes.  Cette  base  peut  être  prise  à  volonté;  si  elle  est  lo,  le  système  de 
logarithmes  auquel  elle  donne  lieu  est  dit  décimal  :  c'est  le  système  le  plus 
commode  et  h  peu  près  le  seul  en  usage.  Il  y  en  a  un  autre  pourtant  qui 
entre  fréquemment  dans  les  calculs  analytiques  et  qui  est  connu  sous  le  nom 
de  système  népérien,  dont  la  base,  ordinairement  représentée  par  e,  est  un 
nombre  irrationnel  égal  à  2,7182818,  à  moins  d'un  dix-millionième  près. 
Quoique  la  base  e  soit  un  nombre  irrationnel,  il  est  plus  facile  de  calculer  les 
logarithmes  d'après  cette  base  que  d'après  toute  autre. 

Aussi,  pour  calculer  les  logarithmes  d'après  une  base  quelconque,  d'après 
la  base  lo,  par  exemple,  on  les  calcule  d'abord  d'après  le  système  népérien, 
et  ensuite,  au  moyen  d'un  nombre  qu'on  appelle  le  module,  et  qu'il  faut 
calculer  pour  le  système  auquel  on  veut  passer,  on  obtient,  par  une  seule 
multiplication ,  les  logarithmes  demandés.  Comme  notre  objet  n*cst  pas  de 
(aire  un  cours  complet  d'algèbre,  mais  seulement  d'apprendre  ce  qui  nous 
est  nécessaire  de  savoir  de  cette  science ,  et  comme  d'ailleurs  on  a  des  tables 
de  logarithmes  imprimées,  assez  étendues  pour  nos  besoins,  nous  ne  nous 
occuperons  point  de  les  calculer. 

Les  logarithmes  sont  des  nombres  qui  jouissent  de  propriétés  de  la  plus 
haute  importance  :  ils  donnent  i^.  les  moyens  de  changer  les  multiplications 
en  additions  ;  2^  les  divisions  en  soustractions;  3^  les  élévations  aux  puis- 
sances en  une  seule  multiplication;  4^.  les  extractions  des  racines  en  une 
simple  divbion ,  et  5^  il  est  des  questions  qu'on  ne  saurait  résoudre  sans  les 
logarithmes,  du  moins  d'une  manière  directe. 

157.  !•.  Pour  démontrer  que  les  logarithmes  donnent  le  moyen  de  changer 

les  multiplications  en  addition,  supposons  que  x=  1.  y  et  a/=\,y':  on  aura 

^.  =^  cl  a^  =y-  Multiplions  ces  deux  égalités  membre  h  membre  et  nous 
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aurons  (n**.  25 )«''*"'' —jy.  Maïs  d'après  la  définilion  des  logarithmes,  Tex- 
posant  a?  +  ^'  du  nombre  invariable  a  est  le  logarithme  du  nombre  yy^\  on 
aura  donc  a'  +  a/=  l.yy.  Or,  a:=l.y,  et  a/=l.y;donc  l.j^  +  l.y  =  1.J7''. 
//  suit  de  là  que  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs  d'un  produU  est 
égale  au  logarithme  du  produit. 

Celte  proposition  a  lieu  quelque  soit  le  nombre  des  facteurs  du  produit 
En  effet,  soient  a7=Lj,  cc'=^\.y\  cé^  =,  l.y,  etc.;  on  aura  a*=j,  a''=y 
el  a''  ^=y"^ ....  Si  donc  on  multiplie  membre  à  membre  toutes  ces  égalités, 
on  aura  a'^''^'*""  =^yyy'*"i  et  par  conséquent  a?4-a?'-ha/'..,  =  l.jyy'-..,  ou 

i.74-i./+i./'....=i.j/y'.... 

Si  donc  on  savait  trouver  dans  les  tables  le  logarithme  d^un  nombre 
quelconque,  et  le' nombre  d'un  logarithme  quelconque,  on  pourrait  faire 
la  multiplication  de  tant  de  facteurs  qu'on  voudrait  par  une  simple  ad- 
dition. 

i58.  2^.  Les  logarithmes  donnent  le  moyen  de  changer  les  divisions  en 
soustractions.  Supposons,  en  effet,  que  a?  =  l.y,  et  a/  =  \y\  nous  aurons 

a'^=^yy  a"  =/',  et  par  conséquent  (n**.  35  )  a"^''  z=  -^,  en  divisant  ces  deux 

égalités  membre  à  membre;   donc  (n".  i56)  x — a:'  =  l.-Aoul.y — ^l.jr'sd.-y. 

Il  suit  de  là  quen  retranchant  le  logarithme  du  diçiseurde  celuidu  diçidende, 
le  reste  sera  le  logarithme  du  quotient.  Si  donc  on  savait  trouver  dans  les 
tables  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque,  et  le  nombre  d'un  logarithme 
quelconque  ;  au  moyen  de  ces  tables  on  pourrait  faire  la  division  par  sous- 
traction. 

159.  3*.  Supposons  que  a?  =1.  j,  nous  aurons  c^z=zy.  Si  nous  élevons  les 
deux  membres  de  cette  égalité  à  la  /^"^  puissance,  nous  aurons  a'"z=y^fti 
par  conséquent  720?  =  1.^";  mais  a'  =  l.y,  donc   /il.y  =  l.y\ 

Il  suit  de  là  que  le  logaritlime  de  la  7^'"^  puissance  d'un  nombre,  est  égal  an 
logarithme  de  ce  nombre ,  multiplié  par  F  exposant  n  de  la  puissance.  An 
moyen  des  tables  qui  donnent  les  logarithmes  des  nombres  et  les  nombres 
des  logarithmes,  on  pourra  donc  élever  un  nombre  quelconque  à  la  puissance 
qu'on  voudra,  par  une  seule  multiplication. 

160.  4^.  Supposons  toujours  que  0;= 1.  j,  et  que,  par  conséquent,  if^t 
si  nous  extrayons  la  racine  tz"**.  de  chaque  membre  de  cette  égalité,  nous 

aurons /a*  = /j,  ou(n^77)  a''  =  /j;donc — =1. /j, ou -^  =  1. //• 

Il  suit  de  là  que  le  logarithme  du  nombre  donnée  diçisé  par  Vindice  du  m- 
dical,  est  égal  au  logarithme  de  la  racine.  D'où  l'on  voit  que  l'extraction  des 
racines  se  réduit  à  de  simples  divisions. 
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i6i.  5*.  Enfin  nous  avons  dit  que  sans  les  logarithmes  il  y  aurait  des 
questions  qu'on  ne  saurait  résoudre. 

En  effet,  si  Ton  demandait,  par  exemple,  le  nombre  des  termes  d'une 
progression  géométrique  dont  on  connaîtrait  le  premier  terme ,  le  dernier  et 
la  raison;  dans  la  formule  d  ^ipr"""'  (n®.  i54)  ;  on  mettrait  à  la  place  de  J, 
dep  et  de  r,  les  valeurs  données  du  dernier  terme,  du  premier  et  de  la  rai- 
son, et  il  ne  resterait  plus  quen —  i  à  déterminer,  n  étant  le  nombre  des 
termes  demandé. 

Supposons  donc  que  c?  =  5i2,^=2  et  r=2;  en  substituant,  on  aura 
5 12  =1^2  X  2*^'»  et  en  divisant  par  2  de  part  et  d'autre,  256  =  2'^';  d'où 
l'on  voit  que  256  est  un  nombre  égal  h  2  élevé  à  une  puissance  inconnue  ; 
or,  aucun  des  principes  de  calcul  donnés  jusqu'ici  ne  peut  évidemment  nous 
conduire  à  trouver  directement  à  quellç  puissance  il  faut  élever  2  pour  avoir 
256;  mais  l'exposant  inconnu  n — i  n'est  autre  chose  que  le  logarithme  de  256, 
2  étant  la  base  des  logarithmes.  Donc  cette  question  ne  peut  se  résoudre  que 
par  le  moyen  des  logarithmes.  Cependant  si  256  est  une  puissance  complète 
de  2 ,  en  multipliant  2  par  lui-même  un  nombre  de  fois  suffisant  pour  que  le 
dernier  produit  fût  égal  à  256,  on  aurait  n —  i,  en  tenant  compte  du  nombre 
de  fois  que  2  serait  facteur  dans  le  dernier  produit ,  ou  mieux  encore  en  dé- 
composant le  nombre  256  en  ses  facteurs  simples.  Mais,  dans  le  cas  où  256 
ne  serait  pas  une  puissance  complote  de  2 ,  on  ne  pourrait  avoir  n —  i  que 
par  des  tâtonnemens  trcs-ennuyeux  par  leur  longueur. 

Voici  de  quelle  manière  on  résout  cette  question  par  logarithme. 

Prenons  la  formule  dt=/7r"~';  on  observera  que  l.r'^'=(/i — i)l.r 
(  n*.  iSg),  et  que  d  étant  le  produit  de  p  par  r""*,  l.c?=l./7  H-Lr"^'  (n^  iSy) 
et  par  conséquent  hd=z\.p-\^{n  —  i)l.r.  Puisque  pour  avoir  l.c?,  il  faut 
ajouter  \.p  à  (n — i)I.r,  il  est  clair  que  (/i — i)l.r  =  l.J — 1./?.  Divisons 

de  part  et  d'autre  par  l.r,  et  nous  aurons  n —  i  =  -^— j — —,  D'où  l'pn  voit 

que  le  nombre  des  termes  d*une  progression  géométrique  moins  i  est  égal  au 
logarithme  du  dernier  terme ,  moins  le  logarithme  du  premier,  et  le  tout  divisé 
par  le  logarithme  de  la  raison.  Ainsi,  au  moyen  des  tables  des  logarithmes, 
on  pourra  directement  trouver  le  nombre  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

162.  Si  dans  l'équation  a*  =^,  nous  faisons  œ  =  o,  on  aura  J^  =  i  »  car 
( n*.  36)  a"=  I  ;  d'où  il  suit  que  l.i  =  o.  Si  a?  =  i  ,y  =  a;  c'est-à-dire  que 
le  logarithme  de  la  base  du  système  est  égal  à  ï unité ,  quelle  que  soit  cette 
base;  car  cùzi^a. 


l64  COURS   DE  CONSTRUCTION. 

i63.  Si  la  base  est  lo ,  et  que  Ton  fasse  œ  respectivement  égal  à  i,  2, 3,  4i*-* 
on  aura  j  respectivement  égal  à  10,  100,  1000,  loooo,  etc. 

D'où  Ton  voit  que,  dans  le  système  décimal,  quand  le  nombre  deçieni  de 
10  en  10  fois  plus  grand ,  le  logarithme  augmente  successiçement  d'une  unité; 
cest-àrdire  que  le  logarithme  renferme  autant  d'unités  quil  y  a  de  chiffrt 
dans  le  nombre  moins  un. 

164.  Si  dans  Tcgalité  10'  =y  on  fait  x  négatif  et  respectivement  égal  à  i, 

2,3,4»  5  »  ^^C'  »  ^^  ^^^^  y  respectivement  égal  à  — , , ,   etc. ,   ou 

0,1,  0,01,  0,001,  0,0001 ,  etc.;  car  (n**.  Sy)  lo"*  =  — ,  10""= ,  10"^  = 

^  j  10  100 

,  io"^  = ,  etc. 


1000  10000 

Il  suit  de  là  que  le  logarithme  d*un  nombre  décimal  plus  petit  que  Tunùé 

est  négatif,  et  renferme  autant  d'unités  quil  y  a  de  zéros  après  la  virgule  pour 
arriver  au  premier  clùffre  significatif  décimal  (  la  base  du  système  de  loga- 
rithme étant  10  ). 

i65.  En  général,  le  logarithme  d'une  fraction  plus  petite  c/ue  Vunité  eâ 
toujours  négatifs  et  est  d'autant  plus  grand  que  la  fraction  est  plus  peut. 
Car,  si  dans  l'égalité  a'  z=zy ,  on  fait  œ  négatif,  et  respectivement  égal  k  i,  2, 

3,4,  clc,  j  sera  respectivement  égal  à  — ,  — ^,  -3-,  -^ ,  etc. ,  car  (  n*.  Sy) 

a"  '  =  — ,  o  '  =  —7-,  a^=  -1-»  etc. 

166.  Nous  avons  vu  (n^*.  162)  que  l.i  =0,  et  l.io  =  i  :  il  suit  donc  de 
là  que  les  logarithmes  des  nombres  2 ,  3,  4»  5,  6,  7 ,  8,  et  9  compris  entre  1 
et  10  auront  des  logarithmes  >o  et  <i.  De  même,  l.io=i  et  1.100  =  2; 
les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  10  et  100  seront  donc>>i  et<2,ctc. 
Ces  logarithmes,  plus  grands  que  o  et  plus  petits  que  i ,  plus  grands  que  i 
et  plus  petits  que  2,  etc.,  sont  des  nombres  irrationnels  et  ne  peuvent,  en 
conséquence,  s'obtenir  que  par  approximation.  La  partie  entière  d'un  loga- 
rithme se  nomme  la  caractéristique,  et  indique  combien  il  y  a  de  chiffres, 
moins  un ,  dans  la  partie  entière  du  nombre  qui  répond  au  logarithme.  Noos 
ne  nous  occuperons  point  de  la  manière  de  calculer  ces  logarithmes  in»* 
tionnels,  parce  que,  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  des  sa  vans  utiles  ont  construit 
des  tables  fort  étendues,  dans  lesquelles  on  trouve,  tout  calculés,  les  logarithmes 
dont  on  peut  avoir  besoin  dans  la  pratique;  d'ailleurs,  ces  calculs  dépendent 
d'une  série,  qui  est  très-élégante,mais  qui  nous  obligerait  à  développer  la  théorie 
des  coefficiens  indéterminés,  dont  nous  croyons  pouvoir  nous  passer  dans  cet 
ouvrage, dont  le  sujet  spécial  réclame,  par  son  étendue,  que  nous  abrégions, 
autant  que  possible,  la  partie  purement  mathématique;  nous  renverrons  donc 
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le  lecteur  à  Tone  de  ces  tables,  à  celle  de  Callet,  par  exemple,  en  iéte  des- 
quelles on  trouvera  Texplication  de  la  manière  de  trouver  le  logarithme  d'un 
nombre  donne ,  et  le  nombre  d'un  logarithme  donné.  Nous  allons  donc  sup- 
poser que  le  lecteur  sait  faire  usage  de  ces  tables,  et  lui  donner  quelques 
exemples 'd^application  des  logarithmes,  afin  de  lui  indiquer  la  marche  à 
suivre  pour  acquérir  Thabitude  nécessaire  pour  ces  sortes  de  calculs. 

167.  Supposons,  pour  premier  exemple,  qu'il  s'agisse  de  multiplier  34-^ 
par  573.  On  cherchera  le  logarithme  de  chacun  de  ces  nombres,  et  en  ou- 
vrant les  tables  de  Callet,  on  trouvera  : 

1,3^5  =  2,53781910,  et  1.573  =  2,75815462. 
On  ajoutera  ces  deux  logarithmes,  pour  avoir  celui  du  produit  (n*.  167  ), 
et  on  aura  1.  (345  x  573)  =  5,29597372.  On  cherchera  enfin,  dans  les  ta- 
bles,'le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme ,  et  on  trouvera  qu'il  est  197685. 
On  trouverait  en  effet  le  même  nombre  en  multipliant  345  par  523. 

i68.  Proposons-nous  de  multiplier  0,487  par  0,579;  ^^  prendra  les  lo- 
garithmes de  ces  nombres  dans  les  tables,  en  les  regardant  comme  des  nom- 
bres entiers,  et  on  aura  : 

1.487  =  2,68752896 

1.579  =  2,76267856 

et  la  somme  qui    =  5,45020752 
serait  le  logarithme  du  produit,  si  les  nombres  étaient  entiers.  On  cherchera 
donc  dans  les  tables  le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme ,  et  on  trouvera 
qu'il  est  281973-,  mais  comme  on  a  trois  décimales  à  chaque  facteur,  on 
doit  en  avoir  six  au  produit;  de  sorte  que  le  produit  demande  sera  0,281973. 

169.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  diviser  197685  par  345  ;  on  cherchera 
le  logarithme  du  dividende  et  celui  du  diviseur;  on  retranchera  ce  dernier 
du  premier,  et  on  aura  (n**.  i58)  celui  du  quotient.  Ainsi 

de.  ...  .  1.197685  =  5,29597372 
on  ôtera     1.345        =:  2,53781910 

et  le  reste  qui  =  2,75815462 

sera  le  logarithme  du  quotient  :  on  cherchera  ce  logarithme  dans  les  tables , 

et  à  côté  on  trouvera  le  quotient  demandé ,  qui  sera  573. 

35  ^ 

170.  Soit  la  fraction  — r—  à  développer  en  décimales;   on  cherchera  le 

log^thme  de  35ooo  (  c'est-à-dire  d'un  nombre  looô  fois  plus  grand  que  le 
35  )  et  celui  du  diviseur  752  ;  et  on  aura  : 
de.  ....  1.35ooo  =  4t^44o6^o4 
à  ôter.  .  .  1.752      =  2,87621784 

et  le  reste  qui       =:  1,66785020 
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sera  le  logarithme  du  quotient  mille  fois  trop  grand,  qu'on  cherchera  dans 
les  tables  y  et  qu^on  trouvera  égal  à  4^,54^5  ;  de  sorte  qu'il  faudra  rendre  ce 
nombre   looo  fois  plus  petit  pour  avoir  le  quotient  demandé,   qui  sera 

Oyo46542S* 

171.  Proposons-nous  de  diviser  0,46  par  0,1467  ;  ce  qui  revient  à  diviser 
4600  par  1467  (n"*.  55  arith.)  :  on  cherchera  le  logarithme  de  chacun  de  ces 
nombres,  et  oïl  opérera  comme  au  n"*.  i6g. 

172.  Pour  élever  le  nombre  7  à  la  5"'^  puissance ,  on  prendra  le  logarithme 
de  7,  qui  est  0,845098049  et  (n^  i5g)  on  le  multipliera  par  5;  le  produit 
4,2254go20  sera  le  logarithme  de  la  puissance  qu'on  trouvera  dans  les  tables 
égal  à  16807. 

173.  Si  Ton  demandait  la  3°'^  puissance  de  o,45,  on  prendrait  le  logarithme 
de  45  9  qui  est  i,6532i25i  ;  on  retrancherait  2  unités  à  la  caractéristique  de 
ce  logarithme,  pour  qu'il  devienne  celui  de  o,45,  et  on  aurait 

—  i-f-o,o532i25i  ;  on  multiplierait  ce  dernier  logarithme  par  l'exposantS 
de  la  puissance,  et  on  aurait  — 34-1,95963753,  ou  — 2-1-0,95963753. 
Enfin,  on  chercherait  le  nombre  qui  répond  à  la  partie  positive  de  ce  der- 
nier logarithme,  qui  est  9,1 125 ,  et  ensuite,  à  cause  de  la  caractéristique  —2, 
on  mettrait  deux  chiffres  de  plus  au  rang  des  décimales,  et  on  aurait 
0,091125  pour  le  cube  demandé,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  élevant 
0,45  au  cube  par  la  méthode  ordinaire. 

174.  Proposons-nous  d'extraire  la  racine  II"'^  du  nombre  586768;  on 
cherchera  le  logarithme  de  ce  nombre,  qu'on  trouvera  être  5,7684664;  on 
divisera  ce  logarithme  par  l'indice  m  ,  et  on  aura  0,5244^60  pour  le  loga- 
rithme de  la  racine  demandée  ,  qu'on  trouvera,  dans  les  tables,  égale  à 
3,34508,  à  moins  de  o,oooôi  près. 

175.  Supposons  qu'on  nous  demande  la  racine  carrée  de  2 ,  approchée! 
moins  de  0,0001  près.  On  prendra  le  logarithme  de  2  ,  qui  est  o,3oio3oo, 
et  on  le  divisera  par  2,  ce  qui  donnera  o,i5o5i5o  pour  le  logarithme  deia' 
racine  demandée,  qu'on  trouvera,  dans  les  tables,  égale  à  1,414^. 

176.  Si  l'on  demandait  la  racine  carrée  du  nombre  0,54676,  on  cherche- 
rait le  logarithme  de  54676,  qui  est  417377967;  mais  comme  54676  est  cent 
mille  fois  plus  grand  que  le  nombre  proposé  0,54676,  on  ôterait  cinq  unités 
à  la  caractéristique  du  logarithme,  ce  qui  donnerait  — 1+0,7377967  pour 
le  logarithme  du  nombre  dont  on  demande  la  racine  carrée.  Or,  quand  on 
veut  approcher  de  la  racine  carrée  d'un  nombre ,  il  faut  mettre ,  à  la  droite 
du  carré  donné,  autant  de  tranches  de  2  zéros  (n°.  92)  qu'on  veut  avoir  de 
décimales  II  la  racine  ;  si  donc  on  veut  avoir  une  décimale  à  la  racine,  il  fau- 
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drs^  mettre  une  tranche  de  2  zëros  à  la  droite  du  carré ,  c'est-à-dire  qu'il 
faudra  rendre  ce  carré  cent  fois  plus  grand,  et  par  conséquent  ajouter  2 
unités  à  la  caractéristique  de  son  logarithme,  ce  qui  donnera  — 1+2,7377967, 
ou  1,7377967  pour  le  logarithme  du  carré,  la  racine  carrée  devant  avoir  une 
décimale.  Puisqu'il  faut  extraire  la  racine  carrée,  on  divisera  ce  logarithme 
par  2,  et  on  aura  0,8688983  pour  le  logarithme  de  la  racine  10  fois  trop 
grande.  On  cherchera  le  nombre  qui  répond  à  ce  dernier  logarithme ,  et  on 
le  trouvera  égal  à  7,39432 ,  et  puisque  la  racine  demandée  est  10  fois  plus 
petite,  cette  racine  sera  0,739432. 

177.  Si  Ton  voulait  extraire  la  racine  7"*.  du  nombre  0,0438469,  on  cher- 
cherait le  logarithme  de  ce  nombre,  et  on  le  trouverait  égal  à  — 2+0,6419390, 
eu  égard  aux  unités  simples  et  aux  dixièmes  qui  manquent. 

Pour  avoir  une  décimale  à  la  racine  7""^  d'un  nombre,  il  faut  mettre  une 
tranche  de  7  zéros  à  la  droite  du  nombre  donné,  par  une  raison  analogue  à 
celle  qui  nous  a  fait  voir  qu'il  fallait  une  tranche  de  2  zéros  pour  avoir  une 
décimale  à  la  racine  carrée ,  et  une  tranche  de  3  zéros  quand  il  s'agit  de  la 
racine  cubique.  Ainsi  il  faudra  augmenter  de  7  unités  la  caractéristique  du 
logarithme  du  nombre  dont  on  demande  la  racine  7"'^ ,  et  on  aura  5,6419390. 
Cela  fait,  on  divisera  ce  dernier  logarithme  par  7,  et  on  aura  0,8059913 
pour  le  logarithme  de  la  racine  demandée  10  fois  trop  grande.  Au  moyen 
des  tables,  on  trouvera  que  le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme  est  6,3972, 
et  par  conséquent  la  racine  7"^*.  demandée  sera  0,63972. 


l4me.     LEÇON. 

De  la  Résolution  des  Equations. 

178.  Supposons  que  œ  soit  un  nombre  inconnu;  si  l'on  avait  3a7+4  =  i6, 

cette  égalité  prendrait  le  nom  adéquation.  Les  égalités  — h  -p — h  7  =0;  +  5  ; 

«•  +  5a?  +  8  =  7a?  +  25  ;  20?" -t-  -^  =  28  ;   &a?  —  "jof  +  3a7  +  8 

=  8a;-_^^^36;a?*— 4a;^  +  8a;'  +  ria?=:-^ h -r  + 27,  etc., 
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sont  aussi  des  équations,  en  supposant  toujours  que  x  représente  un  nombre 
inconnu  dans  chaque  égalité.  Les  égalités  aœ~\J)z=x\  ax*+cx+b=cxi'+2Ckri 
c^a^  —  /^abaf  +  5acx  +  3ab  =  Sahcx  +  3a'i",  etc. ,  sont  encore  des  équa- 
tions, si  œ  représente  une  quantité  inconnue,  et  a,  6  et  c  des  quantités  don- 
nées, dans  chaque  égalité. 

Une  équation  a  deux  membres  qui  sont  séparés  par  le  signe  d'égalité: 
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Chaque  membre  se  compose  d'un  ou  de  plusieurs  termes,  c^est-à-dirc  que  les 
membres  d'une  équation  sont  monômes  ou  polynômes.  On  distingue  les 
membres  par  premier  tl  second;  le  premier  est  celui  à  gauche. 

lyg.  Une  équation  est  numérique  ou  littérale,  suivant  que  les  quantités 
données  qu'elle  renferme  sont  numériques  ou  littérales. 

i8o.  On  distingue  les  équations  par  leur  degré.  Le  degré  d*une  équation 
est  déterminé  par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  :  quand 
l'inconnue  n'est  qu'à  la  première  puissance ,  l'équation  est  du  premier  degré; 
si  l'inconnue  est  à  la  2"*^,  à  la  3"*^,  etc.,  puissance,  l'équation  est  du  2**., 
du  3"*.,  etc.,  degré. 

181.  Résoudre  une  équation  c'est  isoler  la  lettre  qui  représente  Tinconnue, 
de  manière  qu'elle  se  trouve  toute  seule  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion, et  toutes  les  quantités  données  dans  le  second  membre. 

On  sait  bien  résoudre  les  équations  numériques  de  tous  les  degrés,  mais 
si  elles  sont  littérales,  à  proprement  parler,  on  ne  pourra  les  résoudre  que 
lorsqu'elles  seront  du  premier  et  du  second  degré.  Cependant  on  a  découvert 
des  méthodi^  générales  pour  la  résolution  de  celles  du  3'"^  et  du  4"*-  degré; 
mais  ces  méthodes  ne  satisfont  pas  entièrement  à  tous  les  cas.  Quant  à  la  ré- 
solution des  équations  des  degrés  supérieurs,  les  tentatives  des  plus  illustres 
géomètres  sont  restées  à  peu  près  sans  effet.  Heureusement  que,  pour  nous, 
ces  méthodes  générales  ne  sont  pas  absolument  nécessaires,  et  même,  nous 
croyons  pouvoir  nous  passer  de  donner  ici  la  résolution  des  équations  numé- 
riques  des  degrés  supérieurs  au  premier  et  au  second,  parce  que  notre  but 
est  de  présenter  toutes  les  théories  de  la  science  de  construction,  en  ne  nous 
appuyant  que  sur  les  calculs  les  plus  élémentaires,  quoique  les  calculs  trans- 
cendans  permettent  de  présenter  quelques-unes  de  ces  théories  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  générale  et  plus  élégante. 

Ceux  qui  seraient  jaloux  d'étendre  davantage  leurs  connaissances  dans  le 
calcul,  n'auront  qu'à  lire  l'excellent  cours  de  mathématiques  de  M.  Lacroii, 
ou  les  ouvrages  de  quelque  autre  savant  géomètre  :  pour  nous,  je  le  répète, 
il  nous  suffira  de  savoir  résoudre  les  équations  du  premier  et  du  second  de- 
gré ;  mais  il  nous  importera  de  bien  connaître  ces  deux  résolutions,  ainsi  que 
tous  les  principes  de  calculs  qui  précèdent. 

De  la  Résolution  des  équations  du  premier  degré  à   une  seide   mconaut. 

La  résolution  des  équations  du  premier  degré ,  présente  quatre  cas,  parce 
que  l'inconnue  peut  se  trouver  mêlée  avec  les  quantités  données  de  quatre 
manières  différentes  :  I^  par  addition  ;  2^  par  soustraction  ;  3*.  par  muUipli- 
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cation ,  et  4**  P^i'  division.  L^inconnuc  peut  se  trouver  engagée  à  la  fois  de 
ces  quatre  manières  ou  seulement  d'une  ou  de  deux  ou  de  trois. 

182.  Premier  cas.  Supposons  que  Tinconnue  soit  seulement  engagée  par 
addition,  qu'on  ait ,  par  exemple ,  a?  +  a  =  6.  Il  est  évident  que  si  de  deux 
quantités  égales  on  retranche  la  même  quantité,  les  restes  seront  égaux  ;  re- 
tranchons donc  la  quantité  a  de  chaque  membre  de  notre  équation,  et  nous 
aurons  a?4-a  —  a=^b  —  o;ce  qui  se  réduit  à  .r  =  ô  —  a ,  puisque  4-  a  et 
—  a  se  détruisent  dans  le  premier  membre  ,  et  Téquation  sera  résolue. 

Il  suit  de  là  que,  pour  faire  passer  un  terme  du  premier  dans  le  second 
membre  dune  équation ,  si  ce  terme  a  le  signe  +  dans  le  premier  membre , 
il  suffit  d'écrire  ce  terme  dans  le  second  membre  açec  le  signe  — . 

Il  est  clair  que  si  de  cette  dernière  équation  on  voulait  retourner  à  la  pre- 
mière, il  faudrait  faire  passer  le  terme  — a  du  second  membre  de  la  dernière 
dans  le  premier  membre  avec  le  signe  +  :  si  donc  on  a  besoin  de  faire  passer 
un  terme  du  second  membre  dans  le  premier  ^  si  ce  terme  a  le  signe  —  dans  le 
second,  il  faudra  lui  donner  le  signe  •+•  dans  le  premier. 

Second  ca^.  Supposons  que  Tinconnue  soit  seulement  engagée  par  sons- 
traction,  qu'on  ait,  par  exemple,  x  —  a'=^b.  Comme  en  ajoutant  la  même 
quantité  à  deux  quantités  égales  les  deux  sommes  sont  égales,  nous  pourrons 
ajouter  a  dans  chaque  membre  de  notre  équation,  et  nous  aurons 
X  —  fl-f-a  =  i-f-a,  ce  qui  se  réduit  à  a?  =  ô -h ût,  puisque  —  aet  +  a  se 
détruisent,  et  l'équation  sera  résolue. 

//  suit  de  là  que ,  pour  faire  penser  un  terme  du  premier  membre  dans  le 
second,  si  ce  terme  a  le  signe  —  dans  le  premier,  il  faut  lui  donner  le  signe  + 
ilans  le  second. 

Si  de  cette  dernière  équation  on  voulait  passer  à  la  première,  il  est  clair 
qu'il  faudrait  passer  le  terme  -f-  a  du  second  membre  de  la  dernière  dans  le 
jNremier  membre  avec  le  signe  — . 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  veut  faire  passer  un  terme  du  second  membre  dans 
le  premier,  si  ce  terme  a  le  signe  +  dans  le  second,  il  faudra  lui  donner  le 
signe  —  dcms  le  premier. 

i83.  En  rapprochant  ce  qui  précède  sur  la  transposition  des  termes  d'une 
équation ,  on  verra  que  généralement,  et  sans  exception ,  pour  passer  jm  terme 
d'un  membre  dans  un  autre,  il  suffit  d'écrire  ce  terme  dans  le  membre  oii  l'on 
veut  le  faire  passer,  en  lui  donrumt  un  signe  contraire  à  celui  qu'il  açait  dans 
le  membre  on  il  était  d'abord. 

184.  Troisième  cas.  SiPinconnue  est  engagée  seulement  par  multiplication, 
si  Ton  a,  par  exemple,  ax  =  6,  comme  en  divisant  deux  quantités  égales  par 
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la  même  quantité  les  quoticns  sont  égaux,  on  divisera  les  deux  membres  de 

Tcquation  dont  il  s'agit  par  a,  ce  qui  donnera =  — ,  ce  qui  se  réduit 

à  a?  =  — ,  et  Tcquation  sera  résolue. 

//  suit  de  là  que  quand  ï inconnue  est  seulement  engagée  par  nuihipUcaiion 
dans  le  premier  membre ,  pour  la  dégager  U  suffit  de  diçiser  les  deux  membres 
par  la  quantité  qui  multiplie  linconnue  dans  le  premier. 

i85.  Quatrième  cas.  Si  Tinconnue  est  engagée  seulement  par  division,  si 

Ton  a,  par  exemple ,  —  =  6,  comme  en  multipliant  deux  quantités  égales 
par  la  même  quantité,  les  produits  sont  égaux,  on  dégagera  Tinconnue  en 
multipliant  les  deux  membres  de  Tcquation  par  a,  ce  qui  donnera ^=^ab^ 

qui  se  réduit  à  a?  =  ab. 

Ainsi  donc ,  quand  Vinconmte  est  engagée  seulement  par  diçision  dans  le 
premier  membre ,  pour  la  dégager  il  suffit  de  multiplier  les  deux  membres  par 
la  quantité  qui  divise  linconnue  dans  le  premier. 

Les  principes  qui  précèdent  suffisent  pour  résoudre  toute  équation  du 
premier  degré,  ainsi  qu'on  va  le  voir  par  les  exemples  suivans. 

i86.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation  numérique 

307+207 4  =  4^ 5o?  +  20. 

En  se  rappelant  le  principe  du  n^.*  i83,  on  fera  passer  tous  les  x  dans  le 
premier  membre,  et  le  terme  — 4  ^^ns  le  second,  et  on  aura 
3.r +  207  —  4^+^^  =  2o  +4  »  ^t  ensuite  on  fera  les  réductions  qui  peuvent 
avoir  lieu  dans  chaque  membre ,  et  on  aura  6o7  =  24»  et  d'après  le  principe 

du  n^  184,  07  =  -^-  =  4- 

Si  l'on  avait ; — h  o;  =  —  5o7-t-  120,  on  mettrait  d'abord  tous  les 

termes  au  même  dénominateur,  en  observant  que  le  plus  grand  dénominateur 
qui  est  4  9  est  divisible  par  l'autre  dénominateur  qui  est  2.  En  conséquence, on 

multipliera  les  deux  termes  de  la  première  fraction  —  par  2 ,  ce  qui  donnera 

-^  ;  l'entier  x  par  4>  ce  qui  donnera  — -r-  ;  l'entier  5o?  par  4»  ce  qui  donnera 

— T — ,  et  l'entier  120  par  encore  4>  ce  qui  donnera  —7- 5  <le  sorte  que  l'équa- 

/    j     .      ,       2j:         Zx         ^x  200:     ,    480    ^ 

lion  proposée  deviendra  — ; —  -f---V-  = 1 H  -V--  Comme  tous 

4  4  4  4  4 

les  termes  de  celte  équation  ont  maintenant  le  même  dénominateur ,  eo 
supprimant  ce  dénominateur,  tous  les  termes  seront  rendus  4  fois  plus 
grands,  ce  qui  ne  troublera  pas  l'égalité  des  deux  membres,  et  on  aura 

207 307  +  1{X  Z=Z  2007  4-  l^%0. 
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Maintenant  on  passera  tous  les  œ  dans  le  premier  membre,  et  il  viendra 
2x  —  3a; +4^ +2007  =  4^0,  et  en  faisant  les  réductions  280;  =  480,  et 

(  n*.  184)  enfin  x  =  -^^« 

„,         .         X      ,     IX         ^x         -o         ^  5a: 

Supposons  lequation  —  "^"3"  +  "T"  =  ^8 g- -f.  — j-* 

On  mettra  d^abord  toutes  les  fractions  au  même  dénominateur  (n^.  78,  arith.); 
on  convertira  les  58  entiers  en  fraction  (n^  64t  arith.),  et,  en  supprimant 
de  suite   le  dénominateur  commun,    on  aura 

3oa?  4-  ^oœ  4-  36a?  =  3480  —  loo:  4-  75a:.  Cela  fait,  on  passera  tous  les  a? 
dans  le  premier  membre,  ce  qui  donnera  3ai^^1-4oaH-36a^+-Ioa: — 7507=3480, 

et  en  Csûsantles  réductions  4 io:=348o;  d'où  enfin  (n®.  184)0:= — j — . 

187.  Donnons  quelques  exemples  sur  les  équations  littérales. 

Supposons  qu'on  ait  €Zo;  +  d  =  co?  +  ^9  on  passera  les  termes  qui  renfer- 
ment X  dans  le  premier  membre,  et  les  termes  tout  connus  dans  le  second, 
et  on  aura  €ix  —  cxzzzd  —  ô. 

Ensuite,  on  observera  que  x  est  facteur  commun  dans  les  termes  du  pre- 
mier membre,  et  que,  par  conséquent,  on  aura  x  (a  —  c)=zd  —  ô;  d'où 

(n**.  184)  enfin  07=    _   . 

X  hx         dx  ^Êc 

Si  Ton  a 1 =  oA ,  on  mettra  d'abord  tous  les  ter-' 

ace  ac 

mes  au  même  dénominateur,  et  l'on  convertira  les  entiers  ah  en  fraction; 

.   ,  cex  aebx  acdx  a^bce  ex 

ce  qui  donnera  — f 


ace  ace  ace  ace  ace 

ou  cex  +  aebx  —  acdx'=-a^hce  —  ex^  en  supprimant  le  dénominateur  com- 
mun. Ensuite,  on  fera  passer  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  af- 
fectés de  Xy  ce  qui  donnera  cex  +  aebx  —  acdx  ^i- ex  ^=^  a^bce.  Puis,  on 
observera  que  x  étant  facteur  commun  dans  tous  les  termes  du  premier 

membre,  on  aura  x  (ce^aeb  —  acd-\^  ) = a^bce.  et  enfin  0:= — ; — ; r-- . 

Telle  est  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  lorsqu'elles  ne  ren-. 
ferment  qu'une  seule  inconnue. 

De  la  Résolution  des  équations  du  premier  degré,  à  plusieurs  inconnues. 

188.  Supposons  que  x  ely  représentent  deux  inconnues;  pour  pouvoir 
découvrir  chacune  de  ces  inconnues,  il  faut  nécessairement  deux  équations; 
car ,  si  l'on  n'avait  qu'une  seule  équation,  par  exemple,  celle-ci  3a: — 4x^^^^' 

et  qu'on  voulût  avoir  la  valeur  de  o: ,  on  trouverait  x  = -^-2 — .  Or,  il  est 
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évident  qu^on  ne  peut  connaître  vérilablement  x  qu^autant  que  ron  con- 
naîtra y,  et  qu'ici  rien  ne  détermine j^;  donc,  une  seule  équation  ne  suffit  pas 
pour  avoir  les  valeurs  de  deux  inconnues. 

Si  Ton  avait  trois  inconnues,  il  faudrait  trois  équations;  si  Ton  avait  quatre 
inconnues  il  faudrait  quatre  équations,  et  ainsi  de  suite,  pour  pouvoir  ob- 
tenir la  valeur  de  chaque  inconnue. 

i8g.  Supposons  donc  que  Ton  nous  propose  de  trouver  les  Taleurs  des 
inconnues  x  cly  d'après  les  équations  3a?  —  4/  =  ^5 ,  4^  +  3y  =  5o. 

Il  faut  entendre  ici  que  x  tiy  représentent  respectivement  la  même  quan- 
tité dans  les  deux  équations.  Cela  posé,  si,  pour  un  moment,  on  regarde  y 
comme  connu,etqueron  tire  de  chacune  des  équations  données  la  valeur  de  a;, 

on  aura  x  = « et  a?  = -. — ^  ;  mais  les  x  représentent  la  même 

quantité;  donc ^T ^    = .        .  Mettons  au  même  dénominateur,  et 

nous  aurons  loo  +  i6y  =  i5o  —  yy.  Passons  tous  les  y  dans  le  premier 
membre,  et  les  quantités  données  dans  le  second,  et,  d'après  le  n^  i83,  nous 

aurons  i6jr-|-c]^=  i5o  —  loo;  si  nous  faisons  les  réductions  dans  chaque 

So 
membre ,  il  nous  viendra  25)^  =  5o  ;  d'où  (n**.  1 84)  nous  tirerons  y  =  — =-  =a. 

Puisque  j^  =  2 ,  en  mettant  2  au  lieu  de  j  dans  l'une  quelconque  des  équa- 
tions proposées,  dans  la  première,  par  exemple,  on  aura  3^ —  8=  25;  d'où 

33 
nous  tirerons  3a?  =  25+8  =33,  et  par  conséquent  a?  = — rr—  =  ii. 

190.  On  pourrait  résoudre  les  équations  Zx  —  4/  =  ^^ ,  ^x  +  Bj-  =So, 
d^une  autre  manière  qui,  en  général,  est  plus  expéditive  que  la  première, qu'il 
ne  faut  pourtant  pas  rejeter.  Voici  en  quoi  consiste  cette  seconde  méthode, 
qu'on  désigne  par  le  nom  de  méthode  par  élimination ,  à  cause  que  Ton 
chasse  l'une  des  inconnues  pour  avoir  la  valeur  de  l'autre* 

Si  le  nombre  des  x  était  le  même  dans  les  deux  équations,  en  retranchant 
ces  deux  équations  membre  à  membre ,  il  est  clair  que  les  x  s*en  iraient,  et 
que  les  restes  formeraient  une  équation  dans  laquelle  il  n^y  aurait  plus,  ptf 
conséquent,  que  j  d'inconnu;  cette  dernière  équation  conduirait  donc i b 
valeur  de  y. 

Les  deux  équations  proposées  n^ont  pas  le  même  nombre  de  fois  x]  nuis 
comme  deux  quantités  égales  multipliées  par  la  même  quantité  restent  égales, 
on  pourra  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  équation  par  le  coef- 
ficient 4  do  a?  de  la  seconde,  et  multiplier  les  deux  membres  de  la  seconde 
par  le  cocrPicicnt  3  de  a?  de  la  première,  ce  qui  donnera  les  équations 
12.T —  i6j  =  100,  i2a?+9y'  =  i5o,  dans  lesquelles  x  aura  le  même  cocffi- 
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dent.  Retranchons  membre  à  membre  la  première  de  la  seconde,  en  obser- 
vant que  les  signes  (n®.  21)  changent  dans  celle  à  soustraire,  et  nous  aurons 

gy  +  i6y  =  i5o  —  100 ,  ou  nSy  =  5o  ;  d'où jr  =  — --  =  2. 

Maintenant  on  pourrait  avoir  x  en  mettant  à  la  place  dey  sa  valeur  2  dans 
Tune  des  équations  proposées,  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut;  mais  on 
peut  avoir  la  valeur  de  a:  directement,  en  chassant  j  par  le  même  moyen  que 
nous  avons  chassé  a:  pour  avoir  jr. 

Pour  cela,  on  multipliera  la  première  équation  par  3  et  la  seconde  par  4f 
ce  qui  donnera  les  équations  go?  —  12^=75,  16a:  +  i2y  =  200 ,  dans  les- 
quelles le  coefficient  dey  est  le  même. 

Ici,  au  lieu  de  retrancher  les  équations  membre  à  membre  pour  chasser  jr, 
on  les  ajoutera  à  cause  que  les  y  sont  de  signes  contraires  dans  les  deux 
équations,  et  que,  par  conséquent,  les j^  se  détruiront  par  addition.  En  fai- 
sant cette  addition,  on  aura  25^  =  275 ,  d'où  a:  =  -   ^     =11. 

Supposons,  poursecond exemple,les équations 5a; — 4)^=48,  i5a?-|-6y=288. 
On  observera  d'abord  que  la  seconde  équation  est  divisible  par  3 ,  et  qu'en 
faisant  cette  division  elle  se  réduit  à  5a;+  2y  =  g6,  de  sorte  qu'au  lieu  des 
équations  proposées  on  aura  celles-ci  5a:  —  4/  =  48>  5a;  +  2j  =  96...  (i) 
dans  lesquelles  on  voit  qu'on  a  le  même  nombre  de  fois  a;.  Comme  les  a:  ont 
le  même  signe,  pour  les  faire  disparaître, "on  retranchera  ces  deux  équations 
Tune  de  l'autre,  la  première  de  la  seconde,  par  exemple,  et   on  aura 

2^  4-  4f  =  96 — 4^  =  4^»  ou  6y  =  48  ;  d'où  y  =  -—  =  8. 

Pour  chasser^  afin  d'avoir  a? ,  on  observera  qu'on  a  4y  dans  la  première 
équation  (i),  et  2y  dans  la  seconde;  d'où  l'on  voit  qu'en  multipliant  la  se- 
conde équation  par  2  on  aura  ^  comme  dans  la  première ,  de  sorte  qu'on 
aura  5a: —  4k'  =  4^»  loo?  +  4/  =  192-  En  ajoutant  ces  deux  dernières  équa- 
tions, comme  les  y  sont  de  signes  contraires,  ils  s'en  iront,  et  on  aura 

i5j7  =  24o;  d'où  xz=z — =— =i6» 

191.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  des  trois  inconnues  or, 
^  et  2,  au  moyen  des  trois  équations 

a? — /^'^2Z=zZy  — 3a;+6jr — z=:2,  4^  —  2y-h/^  =  ^o. 
On  multipliera  la  première  par  3  qui  est  le  coefficient  de  a:  dans  la  seconde , 
et  on  aura  3x  —  i2jr  +  6z  =  9;  on  ajoutera  cette  dernière  équation  à  la  se- 
conde ,  et  on  aura  —  6/  -f^  5z  =  1 1.  Puis ,  on  multipliera  la  première  par  le 
coefficient  4  de  a?  de  la  troisième,  ce  qui  donnera  ^x  —  i6jrH-8z=i2,  à 
retrancher  de  la  troisième  des  équations  proposées,  et  on  aura  J/^y — 4^=228. 
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Par  ce  moyen  ;  nous  avons  obtenu  les  deux  équations  —  6y  +  5z  =:  1 1  ; 
\l^  —  4^  =  28....  (a),  dans  lesquelles  il  n^y  a  plus  que  deux  inconnues. 

Entre  ces  deux  équations  on  éliminera  y,  en  multipliant  la  première  par  7 
et  la  seconde  par  3 ,  ce  qui  donnera  —  l^iy  +  35z  =  77 ,  k'^y  —  i2z  =  84  ; 
on  ajoutera  ces  dernières,  à  cause  que  les  j  sont  de  signes  contraires ,  et  on 

aura  aSz  =  161 ,  d'où  z  =  — 5—  =  7. 

Connaissante,  on  mettra  sa  valeur  7  dans  Tune  des  équations  (a) ,  dans 

la  seconde,  par  exemple,  et  on  aura  i4r  —  28  =  28;  d*où  Ton  tirera 

56 
14)^  =  28  +  28  =  56,  et  j  =  — 2"  =4- 

Connaissant  z  et  j,  on  mettra  leurs  valeurs  7  et  4  dans  Tune  des  équations 
proposées,  dans  la  première,  par  exemple,  et  on  aura  x —  16+  i4  =3, 
d'où  a;  =  3  4-  16  —  i4  =  5. 

192.  Si  Ton  avait  un  plus  grand  nombre  d'équations,  5,  par  exemple, 
avec  un  pareil  nombre  d'inconnues  ^,  j^,  z,  li  et  (?,  en  s'y  prenant  comme 
dans  l'exemple  précédent ,  on  combinerait  la  première  équation  avec  chacune 
des  quatre  autres  pour  chasser  a?,  ce  qui  conduirait  à  quatre  équations  dans 
lesquelles  il  n'y  aurait  que  quatre  inconnues^,  z,  u  et  ç\  on  combinerait  la 
première  de  ces  quatre  équations  avec  chacune  des  trois  autres,  pour  chasser 
y,  ce  qui  conduirait  à  trois  équations  dans  lesquelles  il  n'y  aurait  que  trois 
inconnues  z,  li  et  p.  On  combinerait  la  première  de  ces  trois  équations  avec 
chacune  des  autres  pour  chasser  z,  et  on  aurait  deux  équations  dans  lesquelles 
il  n'y  aurait  que  deux  inconnues  u  et  p.  Enfin ,  on  combinerait  ces  deux  der- 
nières équations  entre  elles  pour  chasser  z/,  et  on  arriverait  à  une  seule 
iHjuation  dans  laquelle  il  n'y  aurait  qu'une  seule  inconnue  ç.  Diaprés  cette  der- 
nière équation ,  on  tirerait  la  valeur  de  (?,  qu'on  substituerait  à  ç  dans  Tunedes 
deux  équations  qui  ne  renfermeraient  que  z/  et  t^,  et  on  tirerait  la  valeur  de  u; 
connaissant  les  valeurs  de  li  et  p,  on  les  mettrait  à  la  place  de  ces  lettres  dans 
l'une  des  trois  équations  qui  renfermeraient  les  trois  inconnues  z,  zi  et  p,eton 
tirerait  la  valeur  de  z.  Connaissant  z,  u  et  p,  on  mettrait  leurs  valeurs  à  leurs 
place  dans  l'une  des  quatre  équations  qui  renfermeraient  les  quatre  inconnues 
y ,  z,  Zi  et  r,  et  on  tirerait  la  valeur  de  y.  Enfin,  connaissant  les  valeurs  de 
y ,  z,  Zi  et  p,  on  les  mettrait  dans  l'une  des  cinq  équations  proposées^  et  on 
tirerait  la  valeur  de  x^  et  les  équations  seraient  résolues.  On  conçoit  que  cette 
méthode  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  d'équations  numériques, 
pourvu  qu'elles  soient  du  premier  degré.Dansce  moment,  je  laisse  soussilence 
quelques  difficultés  particulières,  sur  lesquelles  j'aurai  occasion  de  revenir. 
193.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  valeurs  des  inconnues  œ  cl  y 
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d'après  les  équations  ca?  +  ôy  =  c,  olx  +  Vy  =i  d (o),  dans  lesquelles 

a\  h\  d  diffèrent  de  a ,  d ,  c. 

On  multipliera  la  première  équation  par  le  coefficient  a' de  x  de  la  seconde, 
et  la  seconde  par  le  coefficient  a  de  a:  de  la  première,  et  on  aura 
aalx  +  holy  =  ca!^  aa!x  -f^  aVy  =  ac\  Ensuite  on  retranchera  la  première 
de  ces  dernières  équations   de  la  seconde,  et  on  aura: 
aUy  —  bay  zizcu:'  —  ca'  ^  ou ,  à  cause  que  y  est  facteur  commun  dans  les 
deux  termes  du  premier  membre,  (aô'  —  ba!)y  zzLod  —  cd \ 

d,    ^  ac  —  ca 

Pour  avoir  x^  on  chassera  j  au  moyen  des  deux  équations  proposées  (a), 
en  multipliant  la  première  par  le  coefficient  V  dey  de  la  seconde,  et  la  se- 
conde par  le  coefficient  ô  de  jr  de  la  première ,  ce  qui  donnera 
aJJx-\^hVy  =  ch\  et  ba'x+bVy  =  bc'\  et  en  retranchant  la  seconde  de  ces 
dernières  équations  de  la  première  ab'x  —  bdxzzzcV  —  bd  y  ou 
[aU  —  bd)x  =  cli  —  bd,à!o^xz=^   cy-ic' 


aU  —  hd  ' 

194.  Quand  le  nombre  des  équations  est  un  peu  considérable,  cette  mé- 
thode se  complique,  et  conduit  à  des  calculs  qui  sont  bientôt  impraticables. 
En  voici  une  autre  qui  est  un  peu  plus  simple. 

Soient  les  équations  aa:  +  ôj  =  c,  a'x  4-  ôy  =  c'........  (a),  on  multipliera 

la  première  par  une  quantité  m  indéterminée,  ce  qui  donnera 

max  +  mby  =  me,  et  de  cette  dernière  équation  on  retranchera  la  seconde 

des  proposées,  et  on  aura  {ma  —  a!)  x  +(mô  —  b')y  =mc  —  d (è). 

Maintenant,  si  Ton  veut  chasser  r  pour  avoir  x;  on  fera  le  coefficient  de 

y  égal  à  zéro,  et  on  aura  mÂ  —  ô'=o,  d'où  Ton  tireram  =  — 7-.    on    mettra 

ab'                       cV 
cette  valeur  de  m  dans  Téquation  (è),  et  il  viendra  (  —^ a!)x^=,  ~ d, 

ou  (aV  —  ba')  x  =  cV — bd^  en  mettant  tout  au  même  dénominateur,  et  en 

.  cV bd 

supprimant  ce  dénominateur.  De  cette  dernière  équation  on  tirera  j::=  ^       .. 
Pour  avoir  j,  on  chassera  x  de  Téquation  (d),  et  pour  cela  on  fera 


a' 


ma  —  a'=o,  d'où  Ton  tirera  m  =        .  On  mettra  cette  valeur  de  m  dans 
réquation  (ô) ,  et  il  viendra  ( V)yz=, — ^,  ou  {ba'—abr)yz=ca'-'ad 


i  —  ac 


en  faisant  disparaître  le  dénominateur;  d'où  Ton  tirera  y  =      , y .  Or,  le 

quotient  d'une  division  ne  change  pas  de  signe  quand  on  change  les  signes  du 

jividende  et  du  diviseur  en  même  temps;  donc/=  — » .  ;  . 

Supposons  actuellement  qu'on  ait  les  trois  inconnues  x^y  et  z,  et  les  troi^ 
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équations  ax'\'by  •+'Cz=zdy  dx^Vy-\- c'z  =  d',  al^x  +  V'y-^c^z  =d''....  {e). 
On  multipliera  la  première  par  m,  la  seconde  par  n ,  après  quoi  on  les  ajou- 
tera*, et  de  leur  somme  on  retranchera  la  première,  ce  qui  donnera 

{d) {am-^ruJ—  (ji^)x^{J)m^Vn — b")y^cm'\-  (/n  —  €/^=dm+dFn—â'. 

Ensuite,  pour  avoir  a?,  on  fera  égaux  à  zéro  les  coefliciens  de  ^  et  de  z,  ce 
qui  donnera  bm  +  b'n  —  è"  =  o  et  cm  +  c'/i  —  1/'  =  o ,  et  d'après  ces  deux 
équations  on  tirera  les  valeurs  de  m  et  /i,  qu'on  mettra  dans  l'équation  W), 
ce  qui  la  réduira  à  n'avoir  que  la  seule  inconnue  œ;  on  pourra  donc  en  tirer 

la  valeur  de  cette  inconnue,  qui  sera  œzn^-jrjf ijin — tw — r  r  r,  ,  ,  f  ti — Tnr* 

*  aOc^' — acb^'^-^caW — bac  '-\-bca^ — cba 

Pour  avoir  y,  on  égalera  à  zéro  les  coefiiciens  de  a;  et  de  z  de  l'équation 
{d)y  ce  qui  donnera  les  deux  équations  amJ^nd —  a''  =  o,  cm+dn —  c"=r  0, 
au  moyen  desquelles  on  trouvera  de  nouvelles  valeurs  pour  771  et  n,  qu'on 
mettra  dans  l'équalion  (J),  laquelle  équation  {d)  ne  renfermant  plus  que^, 
permettra  de  tirer  la  valeur  de   cette  inconnue  ,  qui  sera 

y  <zAV'  —  adV^  +ca'b"  —  bdc'f  +  bcW  —  cbW  ' 

Enfin,  pour  avoir  z,  on  égalera  à  zéro  les  coefficiens  de  ;r  et  de^  de  l'e- 
quation  (df),  ce   qui  donnera  les  deux  équations 

am  +  na'  —  a"  :=  o,  bm  +  nV  —  ô"  =  o ,  au  moyen  desquelles  on  trouvera 
de  nouvelles  valeurs  pour  m  et  n,  qu'on  mettra  dans  l'équation  (cQ,  laquelle 
équation  {d)  ne  renfermant  plus  que  z,  permettra  de  tirer  la  valeur  de  cette 

aVd'  —  ad'ff'+ da^W  —  ha!d}^  4-  hd!ci^  —  dVa!^ 
inconnue,  qm  seraz=    alfc^ ^a^^V^  ^ca^W-bJc^^  +  bc^d^ -cVa^   ' 

On  voit  que  cette  seconde  méthode  est  encore  assez  compliquée;  mais 
Bezout  nous  en  a  donné  une  troisième  qui  est  très-simple,  et  qui  est  fonda 
sur  l'observation  de  la  loi  que  suivent  les  coefficiens  des  inconnues  et  le  second 
membre  tout  connu  de  l'équation,  loi  que  l'analigie  démontre  avoir  lieu  pour 
un  nombre  quelconque  d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues. 
Voici  en  quoi  elle  consiste. 

r 

195.  Si  l'on  observe  les  valeurs  de  pc  et  de^,  pour  le  cas  où  il  y  a  deux 
équations  et  deux  inconnues,  on  verra  que  ces  deux  valeurs  renferment  le 
même  dénominateur ,  et  que  le  numérateur  se  compose  du  dénominateur  en 
y  mettant  la  lettre  c  qui  est  le  second  membre  de  la  première  équation,  au 
lieu  de  a  pour  avoir  o;,  et  en  y  mettant  la  même  lettre  c  au  lieu  de  b  pour 
avoir  y,  ayant  soin  d'ailleurs  de  mettre  aux  lettres  substituées  les  mêmes  ac- 
cens  qu'avaient  les  lettres  remplacées.  En  examinant  les  valeurs  de  :r,  y  ei 
z,  dans  le  cas  de  trpis  équations  à  trois  inconnues,  on  verra  que  la  mém^ 


■    A 
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[ci  subsiste;  on  observerait  la  même  chose  sur  les  valeurs  des  inconnues  dans 
le  cas  de  quatre  équations  et  de  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite  pour  au- 
tant d^ëquations  qu^on  voudra.  Si  donc  nous  savions  former  le  dénomina- 
teur,  pour  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations,  on  saurait  trouver 
les  valeurs  de  toutes  les  inconnues.  Cherchons  donc  ces  dénominateurs. 

1*.  S'il  s^agit  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  on  combinera  les  coef- 
liciens  a,  b  des  inconnues  de  la  première  équation,  et  on  aura  ab^  ba\  on 
mettra  un  accent  à  la  seconde  lettre  de  chaque  arrangement  ;  on  réunira  les 
deux  arrangemens  par  le  signe  — ,  et  le  dénominateur  demandé  sera  aU — ba'. 
Si  maintenant  on  veut  avoir  la  valeur  de  a?,  on  formera  le  numérateur  de 
cette  valeur,  en  mettant  c  à  la  place  de  a  dans  ah'  —  ba\  et  ce  numérateur 

cb' le' 

sera  cV  —  bd',  de  sorte  que  a?= — y_i,j  »  ^^  9"^  s'accorde  avec  les  valeurs 

trouvées  (n**.  igS  et  194).  Pour  avoir  j,  on  mettra  c  à  la  place  de  b  dans 

aV  —  bcl^  et  on  aura  ad  -^  cd  pour  le  numérateur,  et  j=  %  ~  ^^  - 

2®.  Si  Ton  avait  trois  équations  et  trois  inconnues  (a^  bj  c  étant  les  cocf- 
ficiens  des  inconnues  a?,  j  et  z,  et  d  étant  le  second  membre  de  la  première 
équation),  pour  avoir  le  dénominateur  commun  à  toutes  les  valeurs  des  in- 
connues, on  prendra  le  dénominateur  ab'  —  ba'  du  cas  de  deux  équations,  et 
on  introduira  le  nouveau  coefficient  c  dans  chaque  terme  de  ce  premier  dé- 
nominateur, en  lui  faisant  occuper  toutes  les  places  possibles,  en  commençant 
par  la  dernière  place,  et  on  liera  les  termes  alternativement  par  le  signe  -f<  et 
le  signe—,  ainsi  qu'il  suit  :  abfc"—  adV  4-  ca'b^'—bàd'  +  bda"—  cb'a\...  (a) 
Ensuite, pour  avoir  la  valeur  de  a?,  on  remplacera  le  coefficient  a  de  a:  par 

_   dVd' — ddV^^  cd!V^  —  bd!c''  ^  bc'd!'  ^  cVdf' 

J,etonauraa?—  aVd'^adV^cJW—hiid'-^heii'-^cVJ^  • 

Pour  avoir  la  valeur  de/,  on  remplacera  le  coefficient  b  de  j  par  J,  dans 

l'expression  (a),  et  on  auray=   ab'd'-adV' A^ca^l^ -La^d^ ^Bo'J^ -cB'a'^  ' 

Enfin ,  pour  avoir  la  valeur  de  z ,  on  remplacera  le  coefficient  c  de  z  par 
d  dans  la  même  expression  (a),  et  on  aura  : 

_    aVd!'  —  adW  -f-  ddV  —  hcld!'  -f-  Idla^ — dVd' 
*  ~     aVd'  —  adV^  H-  cdV'  —  Ba'd'  -+-  bda"  —  cb'a** 

Si  Ton  avait  quatre  équations  et  quatre  inconnues,  on  formerait  le  déno- 
minateur commun  aux  valeurs  des  quatre  inconnues,  en  introduisant  le 
coefficient  de  la  quatrième  inconnue  dans  toutes  les  places  possibles ,  dans 
chaque  terme  du  dénominateur  du  cas  où  il  y  a  trois  équations  et  trois 
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inconnues  ;  et  ensuite  on  trouverait  les  numérateurs  comme  il  vient  d^élre 
dit  pour  trois  équations.  £n  continuant  cette  méthode,  on  parviendrait, 
de  proche  en  proche,  aux  valeurs  des  inconnues,  de  tant  d'équations  qu'on 
voudrait. 

Telle  est  la  méthode  d'élimination  la  plus  expéditive  pour  les  équations 
littérales  du  premier  degré. 

l5"%     LEÇON. 


Résolution  des  Equations  du  second  degré,  à  une  seule  inconnue. 

196.  Si  une  équation  du  second  degré  se  présente  sous  cette  forme  a?'=a; 
c'est-à-dire  si  l'équation  à  résoudre  ne  renferme  que  la  seconde  puissance  de 
l'inconnue,  sa  résolution  consiste  seulement  en  une  extraction  de  racine 
carrée;  de  sorte  que  (n®.  83)  a:  =  itr  /a.  Dans  ce  cas,  l'équation  est  dite  à 
deuoo  termes. 

En  général,  si  l'on  a  x'*  z=za^  l'équation  proposée  sera  à  deux  termes,  et, 
pour  la  résoudre,  il  suffira  d'extraire  de  chaque  membre  la  racine  marquée 
par  l'exposant  de  a;  dans  le  premier  membre  ;  ainsi ,  on  aura  généralement 

a;=  /a,  en  ayant  égard  à  la  règle  des  signes  du  n®.  83.  Je  ne  m'étendrai 
pas  davantage  sur  ces  sortes  d'équations,  du  moins  pour  le  moment ,  et  je 
passerai  de  suite  aux  équations  complètes  du  second  degré. 

Une  équation  du  second  degré  est  complète,  quand  elle  renferme  non- 
seulement  la  seconde  puissance  de  l'inconnue,  mais  encore  la  première. 

197*  Quelque  compliquée  que  soit  une  équation  complète  du  second  degré 
(n"".  180  ),  on  pourra  toujours  la  ramener  à  la  forme  a?'  +/?a7  +  qf  =  0....  (i). 

En  effet ,  soit  l'équation  ao;'  —  /^aba:  —  na'bû^  H j  zzzt^a^b'c+a?  —  5ar; 

en  faisant  passer  dans  le  premier  membre  tout  ce  qui  est  affecté  de  or  et  a;* 
(n*.  i83),  il  viendra  : 

ax"  —  I^abx  —  icCbx'  H y-  —  a?*  +  ^cujo  =  l^cùlfc ,    et   en    réunissant , 

entre  parenthèse,  tout  ce  qui  multiplie  les  mêmes  puissances  de  x^  on  aura 

(a  —  icCb —  1)  a;'-|-(  — 7 l^ab -\^^a^ x  '=-  l^àb^c y 

Divisons  chaque  membre   par  la  parenthèse   qui  multiplie  a?^   et  nous 
aurons  : 

(  li^  —  ^ah  +  5rt  )  ^c^l^c 

x^  -4-  •- 77 •  X  = 


a  —  'xtCb — 1  a — i(tb — i  * 
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ou       a?'  +  -^ \.  ^ — i-  a? -^ — ; =  o 
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or,   si  nous   faisons 

77 =/>,  et -= =7; 

nous  aurons  a:''  +  px  +  q'=zo^  ce  qui  s'accorde  avec  Téquation  (i). 

Ce  seul  exemple  suffit  pour  faire  voir  que  quelque  compliquée  que  soit  une 
équation  du  second  degré,  on  pourra  toujours,  par  des  transpositions  et  des 
réductions,  la  ramener  à  la  forme  a;' 4- ^o?  +  7  =  o.  C'est  ce  qu'il  faudra 
d*abord  faire,  en  effet,  lorsqu'on  voudra  résoudre  une  équation  de  ce  degré. 

198,  L'équalion  étant  ramenée  à  la  forme  a?'H-/>a7  H-r/ =  o,  voici  le 
moyen  de  la  résoudre. 

On  commencera  par  faire  passer  le  terme  tout  connu  q  du  premier  dans 
le  second  membre,  ce  qui  donnera  x'^pxzzz —  q\  ensuite,  on  comparera 
le  premier  membre  de  cette  équation  au  carré  de  (or-b^^),  qui  est 
af  ^pa:  +  jp\  et  on  verra  que  si  dans  ce  premier  membre  on  ajoutait  jp*^ 
il  deviendrait  le  carré  de  a? +  7^,  c'est-^-dire  qu'il  serait  égal  à  (a?  +  tP)*- 
Mais  si  dans  le  premier  membre  on  ajoute  jp\  il  faudra  nécessairement  ajou- 
ter la  même  quantité  dans  le  second  pour  ne  pas  troubler  l'égalité  ;  en  faisant 
donc  cette  addition  de  part  et  d'autre,  on  aura  {œ  +  ^pyzzzjp"  —  q,  et  en 
extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre  (en  se  souvenant  (n^  83)  que 
la  racine  carrée  doit  avoir  le  double  signe  )  on  aura 


x-h'^p  =  ±^TP'—q. 
On  ne  met  pas  le  double  signe  devant  le  premier  membre ,  parce  que  ce 
double  signe  ne  donnerait  rien  de  plus. 

En  effet,  si  l'on  mettait  ce  double  signe  dans  le  premier  membre ,  on  aurait 


(«+-ï/?)  =  ±  /j/?'  —  7,  d'où  l'on  tirerait  évidemment 


+  (a;+^>9)  =  4-/i^'-iy,       +(^  +  i^)  =  _/i^^, 

Mais  en  changeant  les  signes  dans  les  deux  membres  des  deux  dernières 
équations,  on  aura  : 

ce  qui  conduit  aux  mêmes  conséquences  que  les  deux  premières  équations. 


Etant  parvenu  à  l'équation  x+^p  =  ±  /i/^* — q^  on  n'aura  plus,  pour 
avoir  la  valeur  de  a?,  qu'à  faire  passer  le  terme  7  p  dans  le  second  membre. 


çt  on  aura  x=  —  ^pdb  ^jp"  —  q  pour  les  valeurs  générales  de  x.  Je  dis 
les  valeurs,  car,  à  cause  du  double  signe  du  radical,  a?  a  deux  valeurs  diffé- 
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rentes,  Tune  est  arrr: — 7/>+  /i/^' — 9>  c*  Tautre  est  0?= — ^p  —  /^'— 9. 

En  effet,  si,  dans  Téquation  of  +  px  +  qr  =  o,  on  met  — zP+^j/^ — ^» 

ou  —  7/>  —  ^tP^  —  ^  ^^^  place  de  a?,  le  premier  membre  de  cette  équation 
se  réduira  à  zéro  dans  Tune  et  dans  Tautre  substitution. 

199.  On  peut  résoudre  Téquation  af  +pa;  +  ijf  =  o  d^une  autre  manière  : 
faisons  a:=y  —  7  />  ;  on  aura  : 

!•.     ^=j'  —px+jp'r 

2^  pa:=        ^py  —  lp^; 
Et  3\     q=  +  ç; 

et  en  ajoutant  ces  trois  équations  membre  à  membre, 

a^  +  px  +  qruf  —  jp'-hq; 
et,  puisque  ^4-^0:4-^  =  0,    on   aura: 

y  —  ^p'  +  q  =  o; 

d'où     yz=z^p'  —  q, 
et,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre ^ 

or  a;  =y  —  r^^  î  si  donc  à  la  place  de  y  on  met  sa  valeur  rt  /j  /?*  —  9,  off 


aura  o?  =  —  ip^  ^hP"  —  ?»  ^^  ^M^  s'accorde  parfaitement  avec  la  première 
solution* 


200.  Si  nous  comparons  la  formule  0?  =  —  hp  —  ^ hp^ — fl^>  ^  Féquationf 
générale  x"  -{-px  4.  «7  =  o ,  dans  laquelle  les  termes  px  et  q  sont  tous  les 
deux  positifs,  nous  verrons  que  dans  la  valeur  de  or ,  7^  hors  du  radical  etf 
sous  le  radical,  ont  des  signes  contraires  à  ceux  des  termes  px  et  q  de  Té- 
quation  proposée. 

Si  réquation  donnée  avait  la  forme  x^  —  px  4-  qr  =  o,  en  là  résolvant  par 
les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés  pour  résoudre  l'équation 


x^+px-^q=  o ,  on  trouverait  que  la  valeur  de  x  serait  x  =  ip^  /ip* — ?5 
d'où  l'on  voit  que  dans  la  valeur  générale  de  rr,  7^  et  9  ont  encore  des  signes 
contraires  à  ceux  des  termes  px  et  q  de  l'équation  donnée. 

Si  l'équation  donnée  était  x*-^px — <jr  =  o,  on  trouTerait  que  la  valear 


de  X  serait  x  =:  —  tP^  /t)^+7î  ^'^^  ^^^^  ^^^^  V^^  ^^"*  '^  valeur  gé- 
nérale de  a;,  T*/?  et  ^  ont  encore  des  signes  contraires  à  ceux  des  termes  px 
Qiqdc  l'équation  donnée. 


Enfin  f  si  l'équation  était  x"  —  px  —  ^ =0 ,  on  aurait  x^=ipdz  /ï/>'4-<? 
d'où  l'on  voit  encore  que  dans  la  valeur  générale  de  x,  jp  et  q  ont  des  signes 
contraires  à  ceux  des  termes  px  et  q  de  l'équation  donnée. 
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aoi.  Ainsi  la  formule  0?  =  —  \p±  ^jp^  —  q,  tirce  de  Téqualion  géné- 
rale c^  j^px-^-q  =^o,  pourra  donner,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  a?,  en 
donnant  à  7/?  et  à  ^  des  signes  contraires  à  ceux  des  termes  ^707  et  q  de  Téqua- 
fion  donnée,  quelle  que  soit  cette  équation  donnée,  pourvu  qu^ellc  soit  ra- 
menée à  la  forme  a?  +px'^q  =  0,  comme  nous  Tavons  fait  au  n*.  197. 

Supposons,  par  exemple,  qu^on  nous  propose  de  résoudre  Téqualion 
:r'-+-  8a: -H  i5  =  o;  ici  nous  aurons ^  =  8  et  qr=  i5,  et,  en  substituant  dans 


la  formule  a?  =  —  ^pdz^jp'  —  qr,  il  viendra  a?  == — 4-/^6 —  i5 
=  —  4— /ï= — 4—  ï  î  ainsi,  les  valeurs  de  x  seront  a?  =  — 4+  1=  —  3 
ou  xz=  —  4  —  1=  —  5;  d'où  Ton  voit  que  les  deux  valeurs  de  x  sont  né- 
gatives. 

Si  dans  Féquation  proposée ,  on  met  —  3  à  la  place  de  x ,  on  aura 
9  —  24+  i5  =  o;  et,  si  dans  la  même  équation  on  met  — 5  à  la  place 
de  a?,  on  aura  25  —  I^o  +  i5  =  0^  ce  qui  vérifie  cette  équation  donnée  et 
ce  qui  confirme  qu^une  équation  du  second  degré  donne  deux  valeurs  pour 
rinconnue. 

Si  réquation  à  résoudre  était  x'  —  8a;  -+- 15  =:  o,  on  aurait  p  =  —  8,  et 


q=z  i5,  et  par  conséquent  rF  =  4—  /^^  —  i5  =  4±/i,  d'où  il  s'ensui- 
vrait que  les  valeurs  de  x  seraient  a?=4  +i=5,oua?  =  4  —  i  =3;  d'où 
Ton  voit  que  les  deti;x  valeurs  de  x  sont  toutes  les  deux  positives.  En  mettant 
5  à  la  place  de  x  dans  l'équation  a?' — 8a?+.i5=o,  on  trouverait 
25  —  4^  +  i^  =  ^'  ^^9  ^^  mettant  3  au  lieu  de  x  dans  la  même  équation , 
on  trouverait  9  —  24+i5  =  ojce  qui  confirme  encore  qu'une  équation  du 
second  degré  donne  deux  valeurs  pour  l'inconnue. 

Soit  réquation  a?'  -♦-  4^  —  32  =  o  ;  nous  aurons  />  =  4  et  ^  =  —  32  ;  et  en 

substituant  dans  la  formule  xz=:  —  ^pdb^jp^  —  qr>  nous  aurons 
af= — 2dby/4+32  =  —  2±  /36  = — 2  ±6;  de  sorte  quea:= — 2-h6=4j 
oxïx=z  —  2  —  6= —  8.  Ainsi,  l'une  des  valeurs  de  x  sera  positive  et  l'aulrc 
négative.  En  substituant  chacune  de  ces  valeurs  de  x  dans  l'équation  propo- 
sée, on  trouverai!  que  cette  équation  serait  également  vérifiée. 

Si  Ton  proposait  l'équation  x*  —  3x  —  5  ==  o ,  on  aurait  p=z  —  3 ,  et 

7=:  —  5,  et  par  conséquent  a?  =  —  zb  /-7-  +  5  = ±  /-^^~^,ou 

^^^  —  ±/-~-= — db  ^   ^;  d'où  l'on  voit  que  pour  avoir  les  valeurs 

^^  apy  il  faut  ici  extraire  la  racine  carrée  de  29,  laquelle  racine  est  irration- 
''^Ue  (n*.  85),  et  est  égale  à  5,384,  à  moins  de  0,001  près.  Ainsi,  les  valeurs 

^^  o?  ne  seront  pas  exactes^  et  seront  a:  =  —  ± — - — ^  par  approximation. 
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^     ,        .  .  3  5,384        8,384         , 

En  les  séparant,  on  aura  ar= 1- = =  4»*92ï  O" 

3_         5,384 2,384  !_  g"*  ^ 

Dans  rcqualion  a?'  +  20?  +  i  =  o,  on  aurait  /?  =  2 ,  17  =  i ,  et  par  consé- 
quent 07  =:  —  I  ±  /  I — I  =  —  I  ±0.  Ici,  les  deux  valeurs  de  x  deviennent 
égales,  puisque  la  partie  radicale,  qui  a  le  double  signe,  se  réduit  à  zéro. 

Si  Ton  avait  a;'  —  4^  +  5  =  o ,  on  aurait  p  =.  —  4i  7  =  5,  et  par  consé- 
quent 07  =  2  dr  /4 — ^  =  2  ±  / — I  ;  d'où  Ton  voit  que  o?  est  ici  imagi- 
naire (n°.  83  ),  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  aucune  valeur  réelle  de  07  qui  satis- 
fasse à  l'équation  proposée. 

Il  résulte  de  la  résolution  des  équations  précédentes,  que  les  valeurs  de 
l'inconnue  peuvent  être  toutes  les  deux  négatives,  toutes  les  deux  positives, 
l'une  positive  et  l'autre  négative,  toutes  les  deux  irrationnelles,  positives  ou 
négatives,  et  enfin,  elles  peuvent  être  toutes  les  deux  imaginaires.  Passons 
aux  équations  littérales. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'équation  07'  —  /^a^bx  —  5a^6*  =  o ,  en  com- 
parant cette  équation  à  l'équation  générale  x'+px  +  q  =  o,  on  verra  que 
pziz  —  ({O^b    et     (/  =  —  5a^6'  ,    et,     en    substituant    dans     la     formule 

07  =  —  7/?  =fc  ^iP''  —  9  1     ^^  ^"^^    ^  =  ^a^ô  ih  ^  l^a^b^  +  5a4A*  ,     d'où 

.T  =  2a2ô  ±  y/9a46a  ::^  2a*6zt:3a2è  ,   et  en   séparant   les  deux   valeurs, 

o;  =  7.a'b  +  Za^b  =  Sa^b ,  et  x=,7.a^b  —  Za^b  =  —  a^b. 

o    •.  11  <       ^.  ^    .     3a — h  ^cd  -  .  3a-— i5 

Soit  1  équation  07^ -^ a?-+-— — =o.Icionauraz?= ,  et 

9  =  -^.  et  par  conséquent  07=  -—^^zb  /-^.-^ 3^. 

Je  me  bornerai  aux  exemples  qui  précèdent  sur  la  résolution  proprement 
dite  des  équations  du  second  degré  à  une  seule  inconnue ,  et  je  passerai  \ 
quelques  propriétés,  de  ces  sortes  d'équations,  qui  sont  essentielles. 

202.  En  nous  fondant  sur  la  théorie  de  l'extraction  des  racines,  nous 
avons  vu  que  comme  il  entrait  un  radical  carré  dans  l'expression  de  l'incon* 
nue ,  cette  inconnue  devait  avoir  deux  valeurs,  tout  radical  carré  devant  être 
précédé  du  double  signe;  mais  on  peut  démontrer  directement,  par  la  nature 
même  des  équations  du  second  degré ,  que  l'inconnue  doit  avoir  en  général 
deux  valeurs. 

En  effet,  soit  l'équation  x^+'px+q  =0;  si  Ton  fait  passer  le  terme  toot 
connu  dans  le  second  membre,  nous  aurons  x^^pxzzz  —  q^  et  ajoutant 
ensuite  jp^  dans  chaque  membre,  on  aura  x^  +px  +  jp^=:jp^  —  q^  et  k 
premier  membre  deviendra  le  carré  de  07  +  7^  :  on  aura  donc 

{x  +  ipyz=ip^  —  q. 
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Faisons,  pour  un  moment,  le  second  membre  de  celle  équation  égal  à  m"-; 
on  aura  (a?  ^ipY  =  ^S  et ,  en  faisant  tout  passer  dans  le  premier  membre , 

on  aura  (074-7/?)^  —  m^z=zo (a).  Or,  le  premier  membre  de  cette 

équation  est  la  différence  de  deux  carrés  (n®.  3o);  ce  membre  sera  donc 
égal  à  la  somme  des  racines  de  ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  de  ces 
mcmes  racines;  on  aura  donc  : 

et  par  conséquent, 

{x+^p  —  m)(a7  +  7/7-i-m)  =  o. 
D'où  l'on  Toit  que  Ton  a  un  produit  composé  de  deux  facteurs,  lequel  pro- 
duit est  égal  à  zéro.  Or,  il  est  évident  que  Ton  peut  rendre  ce  produit  égal  à 
zéro  de  deux  manières  :  en  faisant  le  facteur  œ+{  p  —  mz=o,  ou  le  facteur 
.r-+-7^  +  m=:o,on  aura  donc  .t  =  —  7/7  + m,  ou  07= — {p  — m,  ou 
bien  a:  =  —  \p±m.  Ainsi  donc  une  équation  du  second  degré  conduit  né- 
cessairement à  deux  valeurs  pour  Tinconnue. 

Comme  nous  avons  fait  7/?*  —  qz=z  m%  il  est  clair  que  m=  ^jp^  —  q  ; 
si  donc  à  la  place  de  m  nous  mettons  sa  valeur  ^^p'^  —  q  dans  l'expression 
ambigu*é  de  orque  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons  07=  —  ^pdz^jp^ — ^, 
comme  nous  Pavions  trouvée  aux  n""'.  198  et  19g. 

ao3.  Puisque  07  =  —  \pj^m  et  xzzz — ^p  — m,  et  que 
(a7H-7^+m)  (074-7^  —  m)  =  o,    si  nous  faisons  — \p^rnz=,a^    et 
—  7/1  —  m:=bj  nous  aurons  07  =  a  ou  a;  =  ô,  et  par  conséquent 

(07  —  a)  (a;  —  ô)=o, 
c'est-à-dire  que  le  premier  membre  d'une  équation  du  second  degré  de  la 
forme  o?*  +  px  4-  qr  =  o  ,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  facteurs 
binômes  du  premier  degré  en  x,  ayant  tous  les  deux  x  pour  premier  terme,  et 
pour  second  terme,  respectivement  les  deux  valeurs  de  x,  prises  en  signes 
contraires. 

2o4*  Supposons  toujours  or  =  a  ou  o;  =  6  ;  nous  aurons 

x^^px^q  =(o7  —  a)  (^  —  ô)» 
et  si  nous  faisons  le  produit  indiqué  dans  le  second  membre  de  cette  der- 
nière équation,  il  viendra     07*  +px  +  qr  =  o?^  —  cux)  —  bx^ab 

ou  a?^ +^o?-|-ijr  =  o;^  —  (a-+.ô)  o7-f-aô. 
Mais  cette  équation  est  identique  ,  c'est-à-dire  qu'elle  doit  avoir  lieu  in- 
dépendamment d'aucune  valeur  particulière  de  07  ;  il  faudra  donc   i®.  que 
/i  =  —  (  o+ô  ) ,  et  2*.  que  q  =  ab. 

Il  suit  de  là  que  i^.la  somme  des  valeurs  de  V inconnue,  d'une  équation  du 
second  degré ,  prise  en  signes  contraires ,   est  égale  au  coefficient  du  second 
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ierme  de  l équation  donnée  ;  2^.  le  produit  des  mêmes  valeurs  est  ^gal  au 
terme  tout  connu  de  la  même  équation. 

On  pourrait  démontrer  la  même  proposition  plus  directement  de  cette 
manière  : 

Représentons  par  a/  et  a/'  les  deux  valeurs  de  x  ;  puisque 

4:  =  —  ip—  /t 7  »  nous  aurons 

^'  =  — 7/?+/t  — 7    et  a:''  =  — ^^9— /-y-— ^. 

i"".  Si  nous  ajoutons  ces  deux  équations,  membre  à  membre,  nous  aurons 
y -1-07"= — Pj  ce  qui  confirme  la  première  conséquence  tirée  ci-dessus. 

2"*.  Si  nous  multiplions  ces  mêmes  équations  membre  à  membre,  nou3 
aurons  a/a:'^  =7,  toutes  réductions  faites,  ce  qui  s'accorde  avec  la  seconde 
conséquence  ci-dessus. 

Des  Equations  des  Degrés  supérieurs  qui  peuçerd  se  résoudre  à  la  manière 

de  celles  du  second  degré. 

2o5.  Si  une  équation  est  de  la  forme  x^^^pa:"  +q=zo  (  c^est-à-dire  si 
cette  équation  ne  renferme  Tinconnue  que  dans  deux  termes,  et  de  telle 
manière  que  le  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue  soit  double  du  plus 
petit  ),  cette  équation  sera  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  second  degnf, 
quel  que  soit  n. 

En  effet,  faisons  a7"=y,  nousSiUTOTiSy^+py+q  =  o]  donc  (n'.igS) 

y=:  —  7;e?±  ^^p^ — q»  Si  maintenant  nous  mettons  a?"  à  la  place  de/, 
nous  aurons  x"  =  —  tP—  ^iP^  —  7>  ^*  P^'^  conséquent 


^  =  V—iP^}/TP^'-q    ••••    (a) 
d'où  l'on  voit  qu'effectivement  toute  équation  de  la  forme 
a7'"+^a7"  +  9=o,  pourra  toujours  se  résoudre  à  la  manière  de  celle  do 
second  degré ,  quel  que  soit  n. 

En  effet,  supposons  que  n  soit  négatif;  nous  aurons 


X 


7-7P±y^ip'-g=(-^P=ty^7P'-q) 


Si  n  était  fractionnaire,  si  l'on  avait,  par  exemple,  n  =  -^  ,  jil  en  résol- 

rail  a:  =  y  —  ^/>  ±  /jy?»— 7;  d'où  (n».  81  )x  =  ^{—ipdz /i;»»-^>. 
ainsi  la  valeur  (a)  de  x  est  tout-à-fait  indépendante  de  la  yalear  de  n. 


■ 
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Si  n  =  I ,  rëquation  a^^poT  4^^=o  se  réduira  à  celle  du  second  degré 


D'où  Ton  voit  que  la  résolution  des  équations  du  second  degré  n'est  qu'un 
:as  particulier  de  l'équation  beaucoup  plus  générale  a?**  +p^  +  <jr  =  o. 
206.  Supposons  que  71=2,   on  aura  0:44-^0?* +  ^  =  0,  et 

r  =  ±  / — ip—  ^iP^  —  7  »  ^^  sorte  qu'une  équation  du  4"*«  degré,  de  la 
forme  x^^px^  +qr=  o ,  donne  quatre  valeurs  différentes  pour  l'incoûnue, 
ijui  sont  : 

x~ 


+  /— T/^-t-Zî/?"— 7»        Xz:z—y/  —  \p+y/^p^-q, 


Ces  quatre  valeurs,  comme  on  voit,  sont  égales  deux  à  deux,  mais  de 
signes  contraires. 

207.  Actuellement,  supposons  l'équation  y ^ —  1  =  0;  il  est  clair  que 
d'abord  on  aura  j^=i,  que  le  premier  membre  de  l'équation  y"^ — 1=0 
est  divisible  par  j  —  i  (n®.  48)9  et  qu'en  effectuant  la  division,  le  quotient 
scra^*  -h/  +  .1=0;  d'où  l'on  tirera 


ainsi, /== ^ ,  ouj= î — ^ ;  donc  l'équation  y  ^ —  1  =  0 


donne  pour  y  les  trois  valeurs  j  =  i ,  j^  =  — }^ï^ ,  y  = Sl ^ 

dont  les  deux  dernières  sont  imaginaires.  D'où  l'on  voit  que  la  racine  cubique 
de  Vuniié  a  trois  valeurs  différentes. 

Cette  proposition  s'étend  à  la  racine  cubique  d'un  nombre  quelconque. 

En  effet ,  puisque  (n"*.  78)  la  racine  d'un  produit  est  égale  au  produit  des 
racines  (de  même  indice)  de  ses  facteurs  ;  si  l'on  avait  a^,  comme  à^z=i  1  x  a^  il 
est  ckir  que  la  racine  cubique  de  a^  serait  a  multiplié  par  la  racine  cubique  de 

Punité,  qui  a  trois  valeurs.  Ainsi,  ^a^^=^ay  /a^  = — ^H-i L-Z — L  ^  ou 

V^a^=  ^^  ^  ^  — ^.  Si  on  élève,  en  effet,  chacune  de  ces  racines  cu- 
biques au  cube,  on  aura  a^. 

Si  nous  savions  résoudre  généralement  l'équation  y" —  1=0,  nous  pour- 
rions démontrer  que  la  racine  n"^^.  d'un  nombre  a  autant  de  valeur  qu'il  y  a 
d'unités  dans  n.  Mais  la  résolution  de  cette  équation  repose  sur  des  formules 
que  nous  ne  connaissons  pas  encore,  et  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  ici  : 
ces  formules  appartiennent  à  la  trigonométrie. 

24 
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208.  Supposons  à  présent  que  7^  =  3,  Tcqualion  du  n^  2o5   deviendra 


a!^-hpa^^  +  q=^  o,  et  la  valeur  (a)  de  ce  sera  0?=  / — tP^  ^jP*  —  ?• 

Or,  nous  venons  de  voir  que  la  racine  cubique  d^un  nombre  avait  trois  va- 

■ 

leurs  y  on  aura  donc  : 


œ 


X 


=  ^/-7P±^jp'-q 

_   — !+/— 3 


a 


X    ^-ipdz^^p^-q 


et      a;  =  /         X    /— i^±/i;?^— 7 

et  comme  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  a  le  double  signe,  il  s^cnsuivra 
que  rinconnue  x  aura  6  valeurs  différentes. 

Ainsi,  une  équation  du  6°°.  degré  de  la  forme  x^+px^+q  =  0,  donne 
six  valeurs  différentes  pour  Finconnue. 

Dans  la  théorie  générale  des  équations,  dont  nous  ne  parlerons  point  dans 
cet  ouvrage,  mais  qu^on  peut  voir  dans  Talgcbre  de  M.  Lacroix,  dans  celle 
de  M.  Bourdon,  etc.,  on  démontre,  qu^en  général,  une  équation  complète  oa 
non  du  degré  marqué  par  un  nombre  entier  m  quelconque ,  donne,  pour  Tin- 
connue  ,  autant  de  valeurs  différentes  (que  Ton  appelle  racines  de  Féquation) 
quUl  y  a  d'unités  dans  m. 


^x«r««s#x^vrjvr  jvr.ivr^\r^sr>#^jvivrx«rsrx«#sr<rsrxkr^  jsr  jv/vfsrxx  r  jNrjsrjMsr'jsr^N#sisr<r##>#^#sr<^i«^^vr^^/##* 


16°".    LEÇON. 

Problèmes  sur  liniérêt  de  largent. 

209.  Résoudre  un  problème ^  c'est  trouver  une  ou  plusieurs  quantités,  dV 
près  des  conditions  auxquelles  la  quantité  ou  les  quantités  demandées  doivent 
satisfaire,  conjointement  avec  des  quantités  données.  C'est  aussi  résoudre  un 
problème  que  de  trouver  la  démonstration  d'une  proposition  déjà  connue, mais 
qui  n'avait  pas  encore  été  démontrée,  ou  qui  l'avait  été  d'une  autre  manière. 

Il  n'y  a  pas  de  règles  fixes  pour  résoudre  un  problème  :  il  faut,  d'après  on 
mûr  examen  de  l'état  de  la  question,  découvrir,  comme  par  inspiration, 
quelles  sont  les  relations,  les  rapports  qui  lient  ce  que  Ton  cherche  à  ce 
qui  est  donné ,  afin  de  parvenir  à  déterminer  les  opérations  à  faire,  sur  les 
quantités  données,  pour  trouver  celle  ou  celles  que  l'on  cherche. 

Pour  réussir  avec  le  plus  de  facilité  possible,  on  représente  par  Tune  des 
dernières  lettres  de  l'alphabet,  chacune  des  quantités  demandées,  et  on  opère 
sur  ces  lettres  comme  si,  connaissant  les  quantités  qu'elles  représentent, 
on  voulait  les  vérifier.  De  cette  manière  on  arrive  à  une  ou  plusieurs  équa* 
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îons,  qu*il  ne  s*agit  plus  quede  résoudre. Il  suit  de  1«^  que  la  re^solulion  d^un 
iroblémesc  divise  en  deux  parties  :  I^  mcUre  le  problème  en  equalion;  n^.  ré- 
soudre Tcqualion  ou  les  équations  auxquelles  on  est  conduit.  Ayant  précé- 
Icmment  donné  les  moyens  de  résoudre  les  équations  du  premier  et  celles  du 
second  degré,  il  ne  nous  reste  plus  qu^à  faire  voir,  par  des  exemples,  comment 
3n  met  les  problèmes  en  équation. 

210.  1".  PROBLÈME.  On  demande  la  rente  d'im  capital  de  i2548/r.,  au 

laux  de  5  pour  1 00  par  an. 

5 
Puisque  100  francs  rapportent  5  francs,  un  franc  rapporterait ou 


;  mais  si  i  franc  rapporte de  franc,  il  est  clair  que  12548  francs 

rapporteront  12548  fois  plus,  de  sorte  que  x  étant  la  rente  demandée,  on 

12548        j,       ^  /?  fr  / 

aura  or  =: ,  d  ou  a;  =  027  *'•,  40  c. 

On  voit,  diaprés  cette  solution,  quau  5  pour  100  la  renie  est  le  20**  du 
tapiiaL 

Si  Ton  veut  résoudre  le  même  problâme  généralement,  supposons  que  a 
représente  le  capital,  et  61e  taux  d'intérêt  pour  100  par  an. 

Puisque  100  francs  rapportent  b  francs  par  an,  dans  le  même  temps  un 

franc  ne  rapportera  que  le  loo"* de  6, c'est-à-dire ,  mais  on  veut  placer 

on  capital  a  pendant  le  même  temps  ;  on  aura  donc  autant  de  fois  l'intérêt 
qu'il  y  aura  de  francs  dans  a:  si  donc  rr représente  la  rente  demandée , 

ab 

on  aura  x  = . 

100 

Il  suit  de  là  que  pour  avoir  la  rente  annuelle  d'un  capital  quelconque  à 
un  laux  d'intérêt  quelconque  pour  100  par  an ,  il  faut  multiplier  le  capital  par 
le  taux  d  intérêt,  et  diçiser  le  produit  par  100. 

Ainsi,  par  exemple,  si  le  capital  a  =  12548,  et  le  taux  d'intérêt  6  =  5,  on 

ia548x5           6i74o         /*      #v     /  •    i 
=  — ==  627  %  40,  comme  ci-dessus. 

loo  100  '      '  T    » 

211.  2**.  PROBLÂME.  On  demande  quel  sera  le  ^capital  qui  rapportera 
627  ^'s  4^  P^^  ^^>  au  S  pour  100. 

Si  le  capital  proposé  est  représenté  par  x^  d'après  le  problème  précédent, 

en  regardant  x  comme  connu,  la  rente  sera ,mais  cette  rente  doit  être 

627''',  4^  ;  donc  =  627,40,  d'où  x  =  627,40  x  20  =  12548. 

Il  résulte  de  là  que  pour  avoir  le  capital  qui  doit  rapporter  une  renie 
donnée,  au  5  pour  100,  il  faut  miJtiplier  cette  rente  par  20. 

Si  Ton  veut  résoudre  ce  problême  généralement ,  soit  a  la  rente  donnée , 


aura  â;  = 
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et  b  le  taux  d^interét;  en  représentant  par  œ  le  capital  demande,  il  est  clair 
que  si  ce  capital  était  connu,  en  le  multipliant  par  le  taux  d^intérétet  le  divi- 
sant par  loo,  on  aurait  la  rente;  c^est-à-dire  que  cette  rente  serait  égale  à 

;  mais  cette  rente  est  donnée  égale  à  a;  on  aura  donc =  a ,   ou 


bx  =  looa;  a  ou  ^  =  — -. — . 

On  voit  par  là  que  pour  avoir  le  capital  qui  rapporterait  une  rente  donnée, 
à  un  taux  d'intcrct  annuel  quelconque,  il  faut  multiplier  la  rente  donnée  par 
lOO  et  diviser  le  produit  par  le  taux  d'intérêt. 

212,  3°*.  PROBLÈME.  On  demande  ce  que  rapporterait  dans  7  mois,  un 
capital  de  iSoo  fr.,  cm  S  pour  100  par  an. 

Si  dans  un  an  loofr.  rapportent  5  fr.,dans  un  mois  ils  ne  rapporteront  que 

^     .        5 
le  i2"*  de  5  fr.,  c'est-à-dire  :  dans  7  mois  ils  rapporteront  7  fois  plus  que 

dans  un  mois;  de  sorte  que  Tintérét  de  1 00  fr.  dans  7  mois  sera  — .  Si  dans 

7  mois  100  fr. rapportent-^ ,  dans  le  même  temps  un  franc  ne  rappor- 

tera  que — .  Mais  on  veut  placer  i5oo  fr.  pour  le  même  temps;  si 

12X100  7X5xi5ioo 

donc  a;représente  ce  que  doit  rapporter  ce  capital ,  on  aura  0?=-^ • 

7X5x  i5   _   7X5x5  175  ^^      -  ^^® 

=  — 1^ 4 =  -4-  =4-*^  75^ 

Si  Ton  veut  résoudre  le  même  problème  d'une  manière  générale ,  soient  a 
le  capital,  b  le  nombre  de  mois,  et  c  le  taux  d'intérêt.  Cela  posé,  puisque 
100  francs  rapportent  c  francs  dans  un  an,  dans  un  mois  la  même  somme  rap- 

c  1}C  hc 

porterait ,   et  dans  b  mois .Sidans6mois  100  francs  rapportent — i 

dans  le  même  temps  un  franc,  qui  doit  rapporter  100  fois  moins,  rappor* 

3c 
tera ;  mais  on  veut  placer  a  francs  pour  le  même  temps;  si  donc  x  re- 
présente ce  que  ce  capital  a  doit  rapporter,  on  aura  a?  = . 

11  suit  de  cette  solution  générale  que,  pour  avoir  ce  que  doit  rapporter  un 
capital  donné  pendant  ^un  nombre  de  mois  donnés,  il  faudra  muliipUer  le 
produit  du  capital  et  du  nombre  de  mois  par  le  taux  d'intérêt  annuel,  et  difiser 
le  dernier  produit  par  1200. 

Remarque,  Si  le  temps  donné  était  un  nombre  de  jours,  au  lieu  de  diviser 
le  dernier  produit  dont  il  vient  d'être  question  par  1200,  on  le  diviserait 
par  365oo,  par  la  raison  qu'alors,  au  lieu  de  regarder  l'année  composée  de 
12  mois,  on  la  regarderait  composée  de  365  purs ,  ce  qui  revient  à  peu  près 
au  même. 

2 1 3.  4"^  PROBLÊME.  Un  capital  de  1 5oofr.  a  rapporté  l^fr.  dans  un  an , 
09i  demande  quel  a  été  le  taux  d'intérêt 
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Soit^Ie  taux  d^Sntérét  demandc.Si  je  le  connaissais ,  etqu^on  mcdcmamlût 
la  renie  du  capital  iSoofr.,  diaprés  la  solution  générale  du  1".  problème, 

I  ^QO^? 

i^aurais ou  i5a;  pour  cette  rente  ;  mais  celte  renie  est  75  fr.;  donc 

i5x  =  75 ,  d'où  X  =-^  =  5. 

Pour  résoudre  ce  problème  généralement,  soient  a  le  capital  donné,  et  /j 
la  rente  ;  en  appelant  a?  le  taux  demandé,  si  Ton  demandait  la  rente ,  on  au- 
rait   (n*.  210  V  etcommecetterenteestô.ilenrésulteraque =  A, 

100    ^  ^  jQQ^  ^       100 

d'où  ax=z  1006,  et  enfin  a?  = . 

On  voit  de  là  que  pour  avoir  le  taux  d'intérêt,  le  capital  et  la  rente  étant 
donnés,  il  faut  multiplier  la  rente  par  100  et  diviser  le  produit  par  le  capital. 

214.  5"*.  PROBLEME.  Un  capital  de  SIfiofr.  a  rapporté  S^jZ-^^'^Zo  dans 
2 1  mois;  on  denumde  quel  a  été  le  taux  d'intérêt  annuel. 

Représentons  par  x  le  taux  pour  100  par  mois  ;  pour  21  mois  Tintérét  de 

100  fr.  sera  21a;,  pour  un  franc  nous  n'aurons  que ,  et  pour  la  renie 

du  capital  546o  fr.,-— ^ ou  — ^ .  Or,  cette  rente  est  073    ,  i  ; 

donc  — * =  570,3,  ou  en  faisant  le  produit  de  546  par  21 ,  et  en  fai- 

10  f  «'41 

santdisparaîirele dénominateur  10,  ii466a?  =  5733,  d'oùa7= — ^  ,.,.  .  =  — . 

Or,  si  le  taux  par  mois  est — ,  par  an  il  sera =  6. 

Si  Ton  veut  résoudre  ce  problème  généralement ,  on  représentera  le  capital 
par  a,  la  renie  donnée  par  6,  le  nombre  des  mois  par  r,  et  le  taux  inconnu 
pour  un  mois  par  x.  Cela  posé,  on  observera  que  si  pour  un  mois  Tiniérèt 
ie  100  fr.  est  07,  pour  c  mois  il  sera  cx\  et  si  l'intérêt  de  100  fr.  pour  c  mois  ' 

Mt  ex,  pour  le  même  temps  celui  d'un  franc  sera ,  et  par  conséquent 

la  rente  du  capital  a  sera .Or,  cette  rente  est  6,  on  aura  donc  — —:=,  h  ^ 

^  ioo         .^^  100 


d'où  cu:x  =  looô,  et  enfin  j:  =  — 

(MO 

U  suit  de  là  que  pour  avoir  le  taux  d'intérêt  pour  un  mois  quand  on  connaît 
le  capital,  la  rente  et  le  nombre  des  mois  écoulés,  il/cuU  multiplier  la  raite 
EMirioo,  et  diciser  le  produit  par  le  capital  multiplié  par  le  rujrnhre  de  nnois. 

21 5.  6**.  PROBLÈME.  Le  capital  ^SSSfr.  ayant  rapporté  H l^^fr.  dans  un 
zerfain  iemps^  on  veut  savoir  ce  que  rapportera  dans  le  même  temps  et  au 
i^iéme  taux  d intérêt,  le  capital  2346  fr. 

Si  4565  fr.  ont  rapporté  845  fr. ,  un  franc  n'a  rapporté  que    J:!^-  ;  mais  û 

in  franc  a  rapporté  -  ^^.,  ,  2346 fr. rapporteront  2346 fois  plus;  de  sorte  que 
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-          ,     ,           ,.                             2346  X  845  ipRaSyo  ^ 

SI  «est  la  rente  demandée,  on  aura  a? = jr^ =  — ^igF — =  434»^5  à 

moins  d'un  centième  près. 

216.  7*'.  PROBLÊME.  Un  capital  de  35ooo  fr.  a  rapporté  2.Q7S  fr.  ilans  18 
mois ,  on  demande  ce  que  rapportera  i5465yr.,  au  même  taux  d'intérêt, 
dans  23  mois. 

Puisque  dans  18  mois  le  premier  capital  35ooo  fr.  a  rapporté  2625  fn,  dans 

un  mois  il  n'aurait  rapporte  que  ■     ^    ;  si  dans  un  mois  35ooo  fr.  rappor- 

,    a6a5  c  ,  2625 

*^"'  -78-'  ""  *^'^"*'  "*"  rapportera  que    ^g  x  35ooo  ' 

Puisqu'un  franc  rapporte — r — :^ •  dans  un  mois,  dans  le  même  temps 

2625  yc  i5465 
i5465  fr.  rapporteront  — ^ — ttz ,  et  dans  23  mois  ce  dernier  capital 

9625x15465x23  9^3699375  ,ç.      ^ 

rapportera  x  = .g  ><  35000 =      63oooo      =  '4^=^'°^- 

Pour  résoudre  ce  problâme  d'une  manière  générale,  après  avoir  repré- 
senté par  a  le  premier  capital,  par  b  ce  qu'il  a  rapporté,  par  c  le  nombre  des 
mois  qu'il  a  resté  sur  la  place  ;  par  d  le  second  capital  et  par  e  le  nombre 
des  mois  qu'il  doit  rester  sur  la  place  ;  on  observera  que  b  étant  ce 
que  a  a  rapporté  dans  c  mois,  dans  un  mois  le  capital  a  n^aurait  rap- 
porté que  — .  Mais  si  dans  un  mois  a  rapporte  — ,  un  franc  ne  rappor- 
terait que  •  dans  le  même  temps.  Connaissant  ce  que  doit  rapporter 

un  franc  dans  un  mois,  il  sufRra  de  le  multiplier  par  le  second  capital  J  pour 
avoir  ce  que  ce  second  capital  rapporterait  dans  le  même  temps,  et  en 

hd 

aura .  Enfin,  multipliant  ce  dernier  résultat  par  le  nombre  e  de  mois 

ac  *  *       ^^ 

que  le  second  capital  doit  rester  sur  la  place,  on  aura pour  l'intérêt  de- 

mandé.  Ainsi ,  si  l'on  représente  cet  intérêt  par  œ ,  on  aura  x  =  — ^-. 

217.  8"*.  PBOBLÊME.  Un  particulier  doit  à  un  autre  une  somme  a,  qtii 
ne  peut  payer  qu'au  bout  d'un  an;  le  débiteur  et  le  créancier  conçiennent  que 
f  intérêt  sera  à  b  pour  loo  par  an,  et  qu'il  sera  ajouté  à  la  somme  due  :  on 
demande  de  quelle  valeur  U  faudra  faire  le  billet 

Puisque  l'intérêt  doit  être  ajouté  au  capital,  si  le  capital  n'était  que  de 
100  fr,,  le  billet  devrait  être  de  loo  +  ô  fr.  Si  pour  loo  fr.  le  billet  doit  êlre 

de  100  +  6  fr.,  pour  un  franc  il  serait  de ;  et,  par  conséquent  pour 

a  francs  il  sera  xz=z  ^ ^ — ,  x  étant  la  valeur  du  billet. 

100 

Il  suit  de  là  que  pour  avoir  la  valeur  du  billet,  il  faut  multiplier  la  sommt 
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duc  par  100  augmenté  du  taux  ^intérêt,  et  diçiser  le  produit  par  100.  Ainsi, 
si  rinlérét  était  au  5  pour  100,  et  que  la  somme  due  fût  i5oo  francs, 

0:=  (■oo+5)X'5°<>  =io5xi5=i575fr. 

100  ' 

218.  Remarque.  Quelquefois  celui  qui  prête  se  fait  payer  Vintcrét  de  ma- 
nière que,  au  lieu  de  donner  100  fr.  et  de  faire  signer  le  billet  de  100  +6 
(6  étant  Tintcrct  de  100  fr.),  comme  nous  venons  de  le  supposer  dans  le 
problême  précèdent,  il  ne  donne  que  100  —  6,  et  fait  souscrire  le  billet  de 
100.  Dans  le  premier  cas  on  dit  que  Tcscompte  est  en  dedans ,  dans  le  second 
on  dit  qu'il  est  en  dehors,  et  le  débiteur  se  trouve  payer,  non-seulement 
rinlérét  de  la  somme  quHl  doit,  mais  encore  Tintcrct  de  Tintérét. 

2 19.  9**.  PaoBLËME.  Un  marchand  achète  pour  ajrancs  de  marcliandise, 
au  comptant;  mais  ne  pouvant  payer  quau  bout  dun  an,  il  emprunte  la 
somme  au  taux  annuel  de  b  pour  100 ,  l escompte  en  dehors;  on  demande  la 
valeur  du  billet. 

Puisque  Tescompte  est  en  dehors,  si  le  débiteur  recevait  loo  —  ô,  il  ferait 
son  billet  de  100  fr.  ;  et,  par  conséquent,  s'il  ne  recevait  qu'un  franc,  il  ne 

ferait  son  billet  que  de ZZJT'  ^^^^  ^^  reçoit  a  francs ,  il  faudra  donc  qu'il 


100 

100 
looa 


fasse  son  billet  /r  =  -  ,  . 

100—^ 

C'est-à-dire  que  pour  açoir  la  valeur  du  billet,  il  faut  multiplier  la  somme 
reçue  par  100,  et  diviser  le  produit  par  100  moins  le  taux  annuel  d* intérêt.  Si 
donc  rinlérét  était  au  5  pour  100,  et  que  la  somme  empininlée  fût  de 

i5oo  fr.,  on  aurait  a?= = — = p — =  1578,73,  a  moms  d  un 

100— D  g5  /   '/    » 

centième  près. 

220.  10**.  PROBLÊniE.  On  veut  savoir  quelle  a  été  la  somme  prêtée  sur  un 
billet  d'un  an,  dont  la  valeur  est  a  francs,  au  b  pour  100,  l* escompte  en 
dedans  (n\  218). 

Puisque  Fescompte  est  en  dedans,  si  la  somme  prêtée  était  100,  le  billet 
serait  de  100+6,  et  si  la  somme  prêtée  n'était  que  d'un  franc,  le  billet  ne 

serait  que ,  si  doqc  x  est  la  somme  prêtée,  le  billet  sera  -^ ■ — - —  ; 

100  /        ^t\  100         • 

mais  la  valeur  du  billet  est  ai  donc  -^ — =a,d'où(ioo-f-A)a7=iooflr, 

et  par  conséquent  x  =  niT"»  ^^  9"^  ^^'  Tinverse  du  problème  du 

n*.  217. 

//  suit  de  là  que  pour  avoir  le  capital  d'un  billet  donné  d'un  an ,  il  faut 
multiplier  la  valeur  du  billet  par  100  et  diviser  le  produit  par  100  plus  le  taux 
d  intérêt  pour  100  par  an. 
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Ainsi,  si  le  billet  dtait  de  iSyS  fr.  au  5  pour  100  par  an;  on  aurait 

1675  X  100         i575oo  j. 

X  = ' = = S= —  =  1000. 

io5  io5 

221.  1 1""'.  PROBLEME.  Un  billet  d'un  an  est  de  a  francs,  au  b  pour  100, 
ï escompte  étant  en  dehors;  on  demande  la  somme  prêtée. 

Puisque  Tescompte  est  en  dehors,  si  le  billet  n^ctait  que  de  100  francs,  la 
somme  prêtée  serait  100  —  6,  et  par  conséquent,  si  le  billet  n'était  que  d'un 

franc,  la  somme  prêtée  ne  serait  que .  Or,  le  billet  est  de  a  francs;  la 

A./                                r      ^                                 j                   (100 — b)a 
somme  prêtée,  que  nous  représenterons  par  a?,  sera  donc  ^  =  -^ -^ , 

ce  qui  est  Tin  verse  du  problème  n"*.  219. 

//  suit  de  là  que  pour  açoir  la  somme  prêtée  sur  un  billet  donné  d*un  an,  il 
faut  multiplier  la  valeur  du  billet  par  100  moins  le  taux  annuel  d*intérêt,  et 
iUviser  le  produit  par  100. 

222.  I2'"^  PROBLEME.  Un  marchand  reçoit  un  billet  àbmms  de  doit  dt 
la  valeur  de  a  francs;  on  demande  la  valeur  actuelle  du  billet,  en  supposant 
V intérêt  à  c  pour  1 00  par  an ,  et  T escompte  en  dedans. 

Puisque/?  est  Tintérét  de  100  fr.  pour  un  an,  pour  un  mois  l'intérêt  de  la 

même  somme   ne  serait  que ,  et  par  conséquent,  pour  b  mois  noas 

aurions •  Maintenant,  supposons  qu'on  demande  la  somme  prêtée,  d'après 

le  10"'.  problême  nous  aurions ,  ,  d  étant  l'intérêt  de  100  fr.  pour 

un  an;  mais  comme  il  ne  s'agit  que  de  l'intérêt  de  b  mois,  qui  est ,  en 

appelant  x  la  valeur  actuelle  du  billet  en  question ,  nous  aurons  x  = 


loo+S' 


D'où  l'on  voit  que  pour  açoir  la  valeur  actuelle  d'un  billet,  V escompte  étant 
en  dedans ,  il  faut  multiplier  par  100  la  somme  portée  par  le  billet,  et  diçiser 
le  produit  par  1 00  plus  ï  intérêt  de  100 fr.  pour  le  nombre  de  mois  qui  restent 
à  s'écouler  pour  arriver  à  V échéance  du  billet  en  question. 

223.  i3"°.  PROBLEME.  Supposons  Ics  mémcs  choses  que  dans  le  probléM 
précédent ,  mais  que  V  escompte  soit  en  dehors. 

r  étant  encore  l'intérêt  de  100  fr.  pour  un  an,  pour  un  mois  l'intérêt  de  la 

même  somme  ne  serait  que  de »  et  par  conséquent,  pour  b  mois  l'intérêt 

6c 


serait — —.  Si  l'on  nous  demandait  la  somme  prêtée,  d'après  le  ii**.  pro- 
blème, nous  aurions  -^ — ,  d  étant  l'intérêt  de  100  fr.  pour  un  an; 

mais  comme  il  ne  s'agit  que  de  l'intérêt  de  b  mois,  qui  est  — — ,  en  appelant 

X  la  valeur  actuelle  du  billet  en  question,  nous  aurons  a?  =  — ^ T"J 


100 
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produit  339,42 f  qu^on  divisera  par  o^oS,  et  on  anra  le  quotient  6788,4*  qui 
sera  la  partie  fractionnaire  de  la  formule  (i).  On  multipliera  la  5""'.  puissance 
de  i,o5  qui  est  1,27628  par  iSooo,  et  le  produit  19154,2  sera  la  première 
partie  de  la  formule  (i)  :  on  aura  donc  a:=  19154,2  +  6788,4=25942,6. 

^29.  ig"*-  PROBLÊME.  Un  particulier  place  chez  un  banquier  un  certain 
capital  représenté  par  a;  et,  chcujue  année,  non-seulement  il  reçoit  les  intérêts 
de  son  capital,  mais  encore  une  certaine  portion  constante  de  ce  capital;  on 
demande  à  quoi  son  capital  sera  réduit  au  bout  d'un  nombre  n  d'années. 

Son  capital  resterait  intact  sMl  ne  recevait  chaque  année  que  Tintérét;  de 
sorte  qu^au  bout  de  la  première  année  son  capital  serait  encore  a  comme  au 
commencement  de  cette  première  année;  mais  il  prélève  6,  donc  son  capital 
doit  se  réduire  à  a  —  6.  Ce  nouveau  capital  resterait  a  —  b  si  le  particulier 
ne  prélevait  que  les  intérêts,  mais  il  prélève  b  de  plus,  donc  son  avoir  se  ré- 
duira encore  de  6,  et  deviendra  a  — 2Ô,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'au  bout 
de  la  /ï"*.  année  il  sera  réduit  à  a  —  nb. 

Remarque.  Si  Ton  voulait  savoir  à  quelle  époque  le  capital  serait  anéanti, 

on  ferait  a —  71A  =  o,  d'où  Ton  tirerait  7î=:-7-. 

o 

«  ^    1  n  lîiOOO 

Supposons  que  a  =  12000,  et  o  =  000  ;  on  aura  n  =  — ^ =  20;  amsi, 

d'après  ces  hypothèses  au  bout  de  20  ans  le  capital  serait  anéanti. 

23o.  20"*.  PROBLÊME.  Un  particulier  n  ayant  pas  assez  de  son  reçenupour 
twprr,  il  place  chez  un  banquier  tout  ce  qu  il  possède,  et  reçoit  chaque  année 
une  somme  constante  b  qui  est  plus  considérable  que  les  intérêts  de  son  ca- 
jriial  qui  est  représenté  par  a;  ï  intérêt  est  à  c  pour  100  par  an ,  et  l'escompte 
est  en  dedans;  on  denumde  à  combien  sera  réduit  son  açoir  au  bout  de  n 
années. 

S'il  ne  retirait  rien,  an  bout  de  la  première  année,  son  capital  serait 

[^^"^    a;  mais  comme  il  retire  &,  il  ne  sera  que   — ^^   \a  —  6. Puisque 
100    J        loo+c  1  ..  L     100     J  ^ 

le  capital  est   — ^^    \a  —  &  à  la  fin  de  la  première  ou  au  commencement 

de  la  seconde  année,  au  bout  de  cette  seconde  année  il  serait 
I  «  —    6,  si  le  particulier  ne  recevait  rien  :  mais  comme  il 

100    J        L    «00    J       r  ,00+c  T       r  100-H:  n 

reçoit  b ,  le  capital  se  réduira  h  j \  a  —  j  — rzjL    j  —  ^  au  bout  de 

la  seconde  année  ou  au  commencement  delà  3"^  ;  et,  siauboulde  cette3"'.ilne 

•^    .        .,  .,  r  loo-t-c  -|^  r  loo-H?  n* ,        r  loo-H:  -i  ,  ... 

recevait  nen,  il  serait —  \  a  —  \  o  — b  ;  mais  il 

L     100     J  L     100     J  L     100     -J 

reçoit  b ,  ce  qui  redoit  le  capital  à  \-^ ]  a — [ ^]  b—  [ ^]A— i, 


V 
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On  prendra  donc  le  logarithme  de  i,o5,  qui  est  0,0211893,  on  le  multi- 
pliera par  6,  ce  qui  donnera  0,127 1358,  V^^^^  ajoutera  au  logarithme  de  1200, 
qui  est  3,0791812,  et  on  aura  l.a?  =  3,2o63T70,  et  0?=  i6o8,ii4* 

225.  i5°*''.  PROBLEME.  On  demande  combien  il  faudrait  d'années  pour 
quun  capital  représenté  par  a  fût  double,  en  laissant  accumuler  les  intérêts  et 
les  intérêts  des  intérêts ,  l  escompte  étant  en  dedans. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  on  mettra  2a  à  la  place  de  a?  et  or  à  la  place 

de  n  dans  la  formule  (a)  du  numéro  précèdent,  et  on  aura  2fl=(  ^QQH- — \  ^ 
/  100+^  V        ,                                     .  \     100     /     ' 

ou  2  =  f J.  D'où  l'on  voit  que  la  solution  du  problème  est  indépen- 
dante du  capital  donné.  Ensuite,  on  emploiera  les  logarithmes,  et  on  aura 
1.2  =  07.1.  ( ) ,  d  ou  1  on  tirera  ar= 7— 

Supposons  que  le  taux  d'intérêt  soit  de  5  pour  100  par  an  ;  on  aura 

1.2                 l.î               o,3oio3oo           3o)o3oo      .     ,.       ,     r-  •      1     i*  • 
ce  = -^  =    .    ^g  ■  =  — --- — Q-Ô-'  = Q  ^    .  Au  lieu  de  faire  la  divi- 

.      io5  1.1, o5  0,0211090  211893 

100 

sion  indiquée  comme  à  l'ordinaire,  on  pourra  la  faire  par  logarithmes ,  et  on 
aura  1..t  =  1.  3oio3oo  —  1.  21 1893  =  6,4786098  —  5,326 iio5  =  i,  1524993, 
et  rr  =  14,2069  ;  ainsi,  au  5  pour  100  par  an,  l'escompte  étant  en  dedans,  il 
faut  i4  ans  et  0,2069  ^^  environ  i4  ans  2  mois  et  i4  jours  7  (voyez,  arith. 
n*.  77  ),  pour  qu'un  capital  quelconque  soit  doublé,  en  laissant  accumuler  les 
intérêts  et  les  intérêts  des  intérêts. 

226.  1 6™^  PROBLEME.^  On  demande  ce  que  deçiendra  un  capital  représenté 
par  a,  au  bout  dun  nombre  d  années  représenté  par  n,  au  taux  d'intérêt  rtr 
présenté  par  b ,  V escompte  étant  en  dehors. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  au  n^  218 ,  à  la  fin  de  la  première  année,  ou 

au  commencement  delà  seconde ,  le  capital  serait r-ou --^ — y-  v  a. 

^  100  —  b  100 — b 

Puisque,  au  commencement  de  la  seconde  année,  le  capital  est ,    x  fli 

au  bout  de  cette  année  ou  au  commencement  de  la  troisième,  il  deviendra  ce 
même  capital 7-  X  a  multiplié  par  la  fraction r-»  ce  qui  don- 

'^  100  —  b  *        '^  100  —  b  ^ 

nera  f ZIT"  )  ^  ^'  ^^^^  savoir  ce  que  ce  capital  deviendra  au  bout  de. la 

troisième  année,  il  faudra  encore  le  multiplier  par  la  fraction  • r*»^' 

/      100      \^  100  —  ^ 

on  aura  ( ,-]  X  a,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'au  bout  de  la  n"*. 

\   100 —  b  f  ^  *  .  „  ^ 

année,  le  capital  donné  «era  ( ?-)  X  a\  ainsi,  en  appelant  x  le  capi- 

tal,onauraa7=( _  1  ]  X^ \y)* 
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Supposons  que  le  capital  a=  1200,  le  nombre  d^annëes  n=i  i4i  et  le  taux 
d'intérêt  A  =  5;  on  aura  a:=[ — ?— j  X  1200,  et  en  employant  les  loga- 
rithmes, 

1.^7=  i4  X  !•  — ? — h  1.1200,  ou  l.a?  =1  14  X  (l.ioo  —  L  95)-hl.i200. 
D'où  1.07=  i4  X  (2,00000000 —  1,97772361  )  + 3,07918125 

=:  14  X  0,02227639  +  3,07918125 
=  3,3910507 1 ,  et  par  conséquent  x  =  246o,655. 
227.  I7**.  PROBLÈME.  On  demunde  combien  il  faudrait  d'années  pour 
qu  un  capital  représenté  par  a  fût  doublé,  en  laissant  accumuler  les  intérêts 
et  les  intérêts  des  intérêts,  V escompte  étant  en  dehors. 

D'après  l'ëtat  de  la  question,  on  voit  que,  dans  la  formule  (&)  du  numéro 
précédent,  il  faudra  mettre  2a  à  la  place  de  a?,  et  a?  à  la  place  de  n,  et  on 

aura  7,a^=:( — '^     j  x  «5  ce  qui  se  réduit  à  2  =  ( zrj)  »  ^^  ^^  faisant 

usage  des  logarithmes,    I.2  =  a?  {  I.100  —  l.(  100  —  b)  ]^   d'où 

1.2 


1.100— 1.(  100  —  b) 

1.2 

Supposons  que  le  taux  d'intérêt  ô  =  5,   on  aura  a;  =    i  j  ^  _'  1 — F" 

o.3oio3ooo  o,3oio3ooo         3oio3ooo       .  *        ^  1 

=: • ^2—  =  -^ ^..    = -^ — , et  en  prenant  de  nou- 

2,0000000 — 1,97772301         0,0^337609         a2!27009  ^ 

▼eau  les  logarithmes,  I.a7=1.3oio3ooo — 1.2227639=7,4786098—6,3478448 
=  1,1 307650,  et  par  conséquent  a?=i3,5i34;  de  sorte  que,  pour  qu'un 
capital  quelconque  soit  doublé  en  laissant  accumuler  les  intérêts  et  les  inté- 
rêts des  intérêts,  il  ne  faut  que  i3  ans  et  o,5i34,  ou  i3  ans  6  mois  et  environ 
5  jours,  lorsque  Fescompte  est  en  dehors,  tandis  qu'il  faut  i4  ans  2  mois  et 
environ  i5  jours  quand  l'escompte  est  en  dedans. 

228.  1 8**.  PROBLÊME.  Un  particulier  voulant  faire  des  économies ,  place 
d'abord  un  capital  représenté  par  a ,  et  non-seulement  il  laisse  accumuler  les 
intérêts  et  les  intérêts  iles  intérêts,  mais  encore  chaque  année  il  ajoute  un 
nouveau  capital  représenté  par  b  ;  ïiniérêt  étant  au  taux  de  c  pour  100,  l'es- 
compte  étant  en  dedans;  on  demande  quel  sera  son  açoir  au  bout  d'un  nombre 
d* années  représenté  par  n. 

Il  est  clair  qu'au  bout  de  la  première  année  son  avoir  sera  (n*.  217  ) 

a ,  et  qu'au  commencement  de  la  seconde  il  sera  — '  0  +  6, 


100  ^  100 

puisqu'il  doit  ajouter  le  nouveau  capital  b.  Si  son  avoir  est a+ô  au 

commencement  de  la  seconde  année,  au  bout  de  cette  même  année,  il 

{lOo-H?          ,    ,)    lOO-H?          /  loo+c  \*       ,      lOo-Hr     . 
i-—  a  +  o  \ =( Î-— )  a  H 6f  et  au  com- 
100                ^      100           \     100    /              100 
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Ce  problème  trouve  souvent  son  application. 

234-  22""'.  PROBLÊME.  On  demande  de  partager  un  nombre  a  en  trois 
parties  telles,  que  la  première  surpasse  la  seconde  de  b,  et  la  seconde  surpasse 
la  troisième  de  c. 

Soient  07,  j  et  £  les  trois  parties  demandées;  il  est  clair  que  leur  somme 
doit  égaler  le  nombre  à  partager;  ainsi,  nous  aurons  celte  première  équation 
x+y'\-zz=.  a.  En  second  lieu ,  puisque  la  première  surpasse  la  seconde  de  b^ 
nous  aurons  x  — y  =  b.  Enfin,  puisque  la  seconde  surpasse  la  troisième  de 
la  quantité  c,  nous  aurons  y  —  z  =  c;  de  sorte  que  le  problème  donne  lieu 
aux  trois  équations         j7-f.j-t-z  =a,  œ — yz=b,  et  y^-^  z=zc» 

Prenons  la  valeur  dey  dans  la  seconde,  et  nous  aurons  j  =  a?  —  ft, (i) 

mettons-la  dans  la  troisième,  et  il  nous  viendra  a;  —  b  —  z=^c]  d^où  nous 
tirerons  z=za:  —  b  —  c (2).  Substituons  hy  elz  leurs  valeurs  dans  la  pre- 
mière équation,  et  nous  aurons  07+0? — b+x—b — c=a^  ou  3ar=flH-2A+c; 

d'où  07= T .  Mettons  cette  valeur  de  o?  dans  Téquation  (i),  et  il 

nous  viendra  y  = r &,  et  en  mettant  b  en  forme  de  fraction, 


^  3  3     —  3  3 

Mettons  en  second  lieu  la  valeur  de  se  dans  Téquation  (2) ,  et  nous  aurons 
—  0  —  C,  OU  z  =: r— î -,j ^  en  mettant  b  etc 


^      ..  .  ^1   .^1  fl+a4+c — 3b — 3c  a — b — ac       .     ., 

en  fraction  ;  ce  qui  se  réduit  a  z  = 5 = ^ ;  ainsi  Ici 


3  --T  3  3  3 

<:— 34 — 3c  ( 

3  """       3 

trois  parties  du  nombre  a  seront 

x  = ^ ,7  = 3 ,  et  z  = 5 . 

Si  les  nombres  a=i5o,  6  =  6  et  c=:i2,  on  aura 

.-.  x=    '5°H-^><6-^ia   =-iZi-  =  58; 

i5o — 6+12  i56         - 

^•r  = 3 =-3-  =  Sa. 

Et  3-.  z  =    '5°-6-^x»   ^J2î.^4o. 

235.  23"'.  PROBLÊME.  On  demande  de  partager  le  nombre  a  en  dam 
parties  dont  la  seconde  soit  b  de  fois  la  première  ^plus  c. 

Soient  x  ety  les  deux  parties;  la  seconde  j sera y=ôo?+c...(i);  or,  lasomme 
des  parties  doit  égaler  le  nombre  à  partager  ;  donc  07+  &o7  +  c=a,oa 

(i4-6)o?=a — c,  d'où  07  =  — tt-  Mettons  cette  valeur  de  x  dans  Téqua- 

tion  (i),  et  nous  aurons     y=  — —^ — Hc= — ^ ^     ^^  , ou 


\ 
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\*  = —7 j  en  faisant  les  produits  indiques  au  numérateur;  ce  qui 


se  réduit  à  r  =         ,  .  Ainsi  les  deux  parties  demandées  seront  œ  = r- 

0-1       '"+^  ,     ^  lao — lî  108 

Si  les  nombres  0=120,  c=i2  et  6:=o  on  aura  a;= -7:3 — = — - — =27,' 

et  r  = o  —  = T- —  =  —  /     =q3  ;  or  la  somme  de  ces  deux 

^  i-ho  4  4  ^^     ^ 

nombres  est  bien  égale  au  nombre  120  quHl  fallait  partager. 

236,  24"*.  PROBLEME.  On  demande  de  partager  le  nombre  54o  en  trois 
parties,  dont  la  première  soit  3 /ois  pltis  grande  que  la  seconde  et  plus  6 ,  et 
dont  la  troisième  soit  4  fois  plus  petite  que  la  seconde  et  moins  3. 

Soient  œ  la  première, y  la  seconde  et  z  la  troisième  ;  puisque  la  première  x 
doit  être  3  fois  plus  grande  que  la  seconde  y  et  plus  6 ,  on  aura  a?  =:  3^  +  6  , 
et  puisque  la  troisième  doit  être  4  fois  plus  petite  que  la  seconde^  et  moins  3  « 

on  aura  2  =  7  —  3.  Puis  on  observera  que  la  somme  des  trois  parties  doit 

égaler  le  nombre  à  partager ,  de  sorte  qu^on  aura  œ  -{-y  4-  z  =  54o.  Ainsi  on 
aura  les  trois  équations 

a:+y-|-z=54o,ar=3^-t^6,  et  ^  =  -^^ 3 '•(*)• 

Si  dans  la  première  nous  mettons  à  la  place  de  a?  et  de  z  leurs  valeurs  données 

par  les  deux  dernières  équations,  nous  aurons  3^  +  6  +y  +  --7 3  =  54o , 

d'où  nous  tirerons  i*.  i2jy+ 4y+y +  '2  =  2160;  2".  17/ =  2148,  et 
Z\y  = zz:  126,353.  Si  maintenant  on  met  celle  valeur  dey  dans  la  se- 
conde équation  (i),  on  aura 

07  =  3  X  126,353  +  6  =  379,059  4-  6  =^  385,o59 , 
et  si  Ton  met  la  valeur  de  ^  dans  la  troisième  équation  (1),  on  aura 

z=    "y^^  —3  =  31,588—3  =  28,588. 

Ainsi,  les  trois  parties  seront  a:  =:  385,o59 ,  y  =  1 26,353  et  z=  28,588,  car 
en  effet  leur  somme  540,000  est  bien  égale  au  nombre  à  partager. 
Voici  le  même  problème  énoncé  et  résolu  d'une  manière  générale  : 

237.  25*^  PROBLÈME.  On  demande  de  partager  le  nombre  a  en  trois  parties 
dont  la  première  soit  b  de  fois  plus  grande  que  la  seconde  et  plus  c ,  et  la  troi- 
sième d  de  fois  plus  petite  que  la  seconde  et  moins  e. 

Soient  x  la  première,^  la  seconde  et  z  la  troisième  ;  puisque  la  première 
doit  être  b  de  fois  plus  grande  que  la  seconde  et  plus  c,  on  aura  x=by-{^^  et 
puisque  la  troisième  doit  être  d  de  fois  plus  petite  que  la  seconde  et  moins  tf, 

26 
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on  aura  ^  =  -^^ ^*  Puis,  on  observera  que  la  somme  des  trois  parties  doit 

égaler  le  nombre  à  partager,  de  sorte  que  x  +/  +  js  =  a.  Ainsi  oa  aura  les 
trois  équations  suivantes  : 

(i) oc^y'\-z  =a,  j?=6y  +  c,  et  z  =  ■^  —  ^. 

Si  dans  la  première  de  ces  trois  équations  nous  mettons  les  valeurs  de  x  et 

de  z  données  par  les  deux  dernières,  on  aura  by  +  c  +^  +  ^ — e  =  a,  ou 

bày-^cd-Y-dy-^-y  —  €d  =  ady  en  faisant  disparaître  le  dénominateur.  Après 
avoir  fait  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second  membre,  et  avoir  mis 
entre   parenthèse   tout  ce   qui  multiplie  y  dans  le  premier,    on  aura 

{bd  +  d+i)y  =  ad  —  cd+€d,  d'oày —  —^-^^^^—. (2). 

Si  maintenant  on  met  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde  des  équations  (i),  on 

^nrn^        ^(^d-cd  +  ed)  .„  ^  _    è  (ad- cd^  ed)  +  c  {td+d+ i) 

*"^^ ^ -    bd+d^i    ^ ^' ^" "^  —       ;      ùd-^d+i • 

en  mettant  c  en  forme  de  fraction.  Enfin,  si  Ton  fait  les  muUiplications 
indiquées  dans  le   numérateur  de  cette  valeur  de  ^,   on  aura 

alfd — bcd^bde'\-hcd'^dc'\-c  .         'i    -.^  aBd+Bde^dc-he 

07= r-, ; ,  ce  qui  se  réduit  à /r  = r^ -i- — -L- . 

bd  +  d+i  '       ^  Bd-\^d^i 

Si  Ton  met  la  valeur  (2)  de  j  dans  la  troisième  équation  (i)  il  viendra 

ad  —  cd+cd  a — c-^e  .  ^  1      r    .        j 

'  =7{m=d+T)  -^^ouz  =  ^r^p^qrï  -  '''  «"  supprimant  le  facteur  d 
commun  aux  deux  termes  de  la  fraction.  Qu^on  mette  ensuite^  en  forme  de 
fraction,  et  on  auraz  = bd+d+i ' 

238.  26"*.  PROBLEME.  On  demande  de  partager  le  nombre  864  en  deus 
parties  qui  soient  entre  elles  1 1  3  ;  5. 

Soient  x  cl  y  les  deux  parties  domandces;  nous  aurons  a?+^  =  864,  et 
a?  î / II  3  ;  5  ,  d'où  5x  =  3j  ou  Sx  —  3j  =  o ;  ainsi  nous  aurons  les  dcuï 

équations    x  -{-y  =  864    et  5x  —  3y  =  o (i).  Multiplions  la  première 

par  3 ,  et  nous  aurons  3x  +  3yz=z  2592,  et  ajoutons  ce  produit  à  la  seconde 

équation  (1),  il  nous  viendra  807  =  2592,  d'oiia?=:  — ^—  =  324.  Met- 
tons cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  (i),  et  nous  aurons 
324+^  =  864;  d'oùy  =  864 — 324  =  54o,  Ainsi,  les  parties  demandées 
sont  324  et  540.  En  effet,  leur  somme  est  égale  au  nombre  à  partager  864f 
et  on  a  324  I  54o  1 1  3  :  5. 

239.  27"".  PUOBLÈME.  On  demande  de  partager  le  nombre  8648  en  trois 
parties  qid  soient  entre  elles  1 1  3  I  5  I  7. 

Soient  a:,  j  et  z  les  parties  demandées;  on  aura  d^abord  x-^-y-^z  =8648, 
et  ensuite  a?  :  / 1  ;  3  :  5  et  a?  :  2;  1 1  3  :  7.  De  ces  deux  proportions,  nous  tire- 
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pons  Sa^z^dy^  ou  5^;  —  3jr  =  o ,  et  7a;  =  3z  ou  y^r  —  3z  ==  o ;  ainsi,  nous 
lurons  les  trois  équations  aH-/-*-«=8648,  5a?— 3jr=o,  et  7^— 3z=o....(i). 

Des  deux  dernières  nous  tirerons  (2) j  =  -^  ,  et  z  =  •^.    Mettons   ces 

râleurs  de^et  z  dans  la  première,  et  nous  aurons  or +—+^=8648. 

Faisons  disparaître  le  dénominateur  de  cette  dernière,  et  nous  aurons 

K     £  Â 

3â? -(-Sa; +  7^  =  25944»  o**  i5a:  =25944»  d'où  jÈr= — ^ —  =  1729,6. 

Mettons  cette  valeur  de  or  dans  chacune  des  équations  (2),  et  nous  aurons 

r  =  ^^ip^  =  5^=2882.66.  et  z  =  Z><^  =  lip?  =  4035,73. 

240.  Résolvons  les  deux  derniers  problèmes  généralement,  et  d^abord  le 
premier,  dont  Fénoncé  sera  :  on  demande  de  partager  le  nombre  a  en 
deux  parties  ipu  soient  entre  elles  llm\n. 
Soient  or  étales  deux  parties  demandées;  on  aura  d'abord a?-f-/=a, et  ensuite 

*ÎJ^II™î'^  d'où  y  = .  Mettons  cette  valeur  de  y  dans  la  première 

équation ,  et  nous  aurons  m  -f =  ^  *  ou  mx  +  nx  zzzma^  d'où 

X  =  — ; —  =  m  X .  Si  dans  1  équation  r  zz:  —  on  met  — ; —  au  lieu 

1  •!  •      ;.        '         nma  na  a 

de  or,  il  nous  viendra  r= — 7 — : — ;  = ; =  n  X : — . 

n  soit  de  cette  solution  i"*.  que  pour  açoir  la  première  partie,  UJaut  miJti- 
plier  par  le  nombre  m ,  correspondant  à  la  première  partie  dans  le  rapport 
donné,  le  quotient  du  nombre  à  partager  par  la  somme  des  termes  du  rap^ 
port  des  deux  parties;  2'.  pour  açoir  la  seconde,  il  faut  multiplier  le  même 
quotient  par  n  correspondant  à  la  seconde  partie. 

L^noncé  du  second  des  deux  problèmes  précédens  se  généralise  db  cette 
manière  :  on  demcmde  de  partager  le  nombre  a  en  trois  parties  qid  soient 
entre  elles llmin^p. 

Si  donc  Xj  y  tt  z  représentent  les  trois  parties  demandées,  on  aura 
d'abord  or -f-^  4- z  =  a ,  et  ensuite  xlyUm^n^  et  xlz^m  \p.  De  ces 

deux  proportions  nous  tirerons^  = ,  et  x  =  -^^ (i),  et  si  nous 

mettons  ces  valeurs  de  jr  et  de  x  dans  la  première  équation  trouvée,  nous 

nx  px  ma 

aurons  otH +  - — ==  a ,  ou  ma>HHriaH-pa7  ==  ma  ;  d  ou  ^  == — - — —  = 

mm  r  '  ii2-^.iir-|-p 

mX — \ — ; — .Si  au  lieu  de  a?  nous  mettons — ; — :-  dans  la  valeur(0  ci-dessus  de 

^  nma  na  ■      »  r  a  -n    /• 

y,  nous  auronsy=-: — ; — — -.= — ; =/»  X ; ; — .  Enfin,  si  nous 

•^  -^      m[m+n'-^p)    m+n+p  m-J^n+p  ' 

mettons  la  valeur  Zirrrideardans  celle  (1)  de  x,  nous  aurons  z=--j^T:—rx 

m^n^p       '         ni'-^n^p* 
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En  examinant  les  valeurs  des  trois  parties  demandées,  on  verra  que  i\paut 
açoir  la  première ,  il  faut  multiplier  le  nombre  m ,  qui  lui  correspond  dans  les 
rapports  dormes,  par  le  quotient  du  nombre  à  partager,  diçisé par  la  somme 
des  trois  termes  des  rapports  donnés;  2**.  pour  açoir  la  seconde,  il  faut  multi- 
plier le  même  quotient  par  le  nombre  n  qui  correspond  à  cette  seconde  partie 
dans  les  rapports  donnes;  3".  enfin,  pour  açoir  la  troisième  partie ,  U  foui 
rniâtiplier  le  même  quotient  par  le  nombre  p  qui  lui  correspond  dans  les  rapr 
ports  donnes. 

Cette  règle  a  lieu  quelque  soit  le  nombre  des  parties  dans  lesquelles  on 
veut  diviser  le  nombre  à  partager ,  et  quelque  soit  le  rapport  de  ces  parties , 
et  elle  n'est  autre  chose  que  ce  qu'on  appelle  la  règle  de  société.  En  effet, 
cette  dernière  n'a  d'autre  objet  que  de  partager  un  bénéfice  ou  une  perle  en 
autant  de  parties  qu'il  y  a  d'associés,  de  manière  que  ces  parties  soient  entre 
elles  comme  les  mises  de  fonds  des  associes. 

Il  résulte  de  là  que  pour  partager  un  bénéfice  ou  une  perte  entre  un  cer^ 
tain  nombre  d'associés,  il  faut  diviser  le  bénéfice  ou  la  perte  par  la  sonune 
des  mises  de  fonds  de  tous  les  associés,  et  ensuite  multiplier  le  quotient  l^pa^ 
la  mise  du  premier  associé  pour  avoir  sa  part  du  bénéfice  ou  de  la  perte;  a*,  par 
la  mise  du  second  associé  pour  avoir  sa  part  du  bénéfice  où  de  la  perte;  3*.  par 
la  mise  du  troisième  associé  pour  avoir  sa  part  du  bénéfice  ou  de  la  perte,  et 
ainsi  de  suite. 

24 1 .  28"*.  PROBLÊME.  On  demande  quel  est  le  nombre  dont  lej,lej,lesja 
les  j  réunis  plus  i  ifonl  160. 

Soit^or  le  nombre  demandé  :  son  tiers  sera  —^ ,  son  quart  —  ;    ses   deux 

cinquièmes  -^,  et  ses  cinq  sixièmes  -^  ,  d'après  l'état  de  la  question,  on 

auradonc-:T-  +  — +-= — r-Tr-H  ^^  —  ^^^• 
0450 

Passons  le  terme  12  dans  le  second  membre,  ce  qui  donnera 
-5-H +  -7r-+-2-=  160  —  12  =:  148,  et  mettons  ensuite  au  même  dé- 

v1  4  ^  ^ 

nominateur,  et  faisons  disparaître  ce  dénominateur;  nous  aurons 

2oa?+ I  Sa? +  24^  +  500?  =  8880  ,  ce  qui  se  réduit  à  10907  =  8880,  d*o& 
8880        o  S 1 

a?  = :=  01  + . 

109  109 

242.  29"'^  PROBLEME.  On  demande  un  nombre  tel  que,  si  on  Taugmente 
de  12  et  de  26 ,  on  ait  deux  sommes  qui  soient  entre  elles  1 1 5  I  7. 

Soit  X  le  nombre  demandé,  la  première  somme  sera  rr+ 12 ,  et  la  seconde 
0?+  26  ;  d'après  l'état  de  la  question ,  on  aura  donc  a;+ 12  ;  07+26 1  *  5  ;  7  ; 
d'où    7(  0?+ 12  )  =  S(  07-t-26  )  ,    ou     7o;  +  84  =  5o7  4- i3o  ,    ou    en 
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transposant  ^x — 5a?r=i3o — 84  >  ce  qui  se  réduit  à  2a?=46;  d'où  x=^  —=23. 

En  efîet,  23+  i2=35,  et  23  +  26  =49;  mais,  d'après Tétat  delà  question, 

35        5 
on  doit  avoir  35  ;  49 1 1  ^  î  7  »  ^'  c'^s*  ^^  ^"î  ^  'îcu  en  effet ,  puisque  —  =  — . 

Si  en  général  on  nous  demandait  isn  nombre  tel^  qu  étant  augmenté  de  a 
et  de  b  les  deux  sommes  fussent  entre  elles  \\m\n;  ^n  appelant  x  le  nombre 
demandé,  on  aurait  x-^-a  \x^b\\m,\n\  d'où  n  (a7+a)==m(ir-hô), 

ou  7ia?-t-€i7i=7wa?+mô,ou  encore  (n — m)x=zmb — an\  d'où  0;= . 

243.  3o"*.  PROBLÈME.  On  demande  deux  nombres  tels,  que  si  Von  ôte  une 
vofùU  au  premier  pour  ï ajouter  à  f  autre,  les  deux  résultats  soient  égaux,  et 
que  si  Ion  aie  une  unité  au  second  pour  l ajouter  au  premier,  ce  dernier  résultat 
soit  double  de  Vautre. 

Soient  x  ety  les  deux  nombres  demandés  :  d'après  la  première  partie  de 
l'état  de  la  question,  on  aura  x — 1=^^+19  et  d'après  la  seconde 
dp-f-  1  z=2  (y  —  i)ouir+  I  z=2^  —  2:  ainsi,  on  aura  les  deux  équations 
X  —  I  =2^+1 ,  a?  +  I  =  2^  —  2.  Si  on  les  retranche  Tune  de  l'autre,  la 
première  de  la  seconde,  par  exemple;  on  aura  ^=y — 3;  d'où  j==5. 
Mettons  cette  valeur  dey  dans  la  première  de  nos  équations,  et  nous  aurons 
X  —  I  =:  5  +  I  ;  d'où  nous  tirerons  07  =  5  +  1  +  1  =  7.  Ainsi ,  les  nombres 
demandés  sont  7  et  5.  Et  en  effet,  si  du  premier  nous  ôtons  une  unité  pour 
l'ajouter  au  second,  les  résultats  seront  6 ,  et  si  du  second  on  retranche  une 
unité  pour  la  joindre  au  premier,  les  résultats  seront  8  et  4*  de  sorte  que  le 
premier  sera  double  du  second. 

En  général ,  supposons  qu'on  nous  demande  deux  nombres  tels,  que  si  Von 
6ie  a  unités  du  premier  pour  les  ajouter  au  second,  le  second  résultat  soit  b  de 
fais  plus  grand  que  le  premier;  et  que ,  si  Von  ôte  c  d'unités  du  second  pour 
les  ajouter  au  premier ,  ce  dernier  résultat  soit  d  de  fois  plus  grand  que  le 
second. 

D'après  la  première  partie  de  l'énoncé,  nous  aurons  b{x  —  a)  =  j  +  flr, 
et  d'après  la  seconde  partie  x^cz=id{y  —  c).  En  effectuant  les  multiplica- 
tions indiquées,  nous  aurons  les  deux  équations 

bx  —  aô=jr-|-a,   et    o?  +  c  =  £fjr  —  ed (i). 

Multiplions  la  seconde  par  6,  et  retranchons-la  de  la  première ,  nous  aurons 
'^bc'^-ab^zy — bdy+a+bedfOu  en  passant  les  j  dans  le  premier  membre, 
et  toutes  les  quantités  connues  dans  le  second , 

bdy — y^za-i'bed+ab'i-bcj  ou  y{bd — i)  =  a+i^é/+aô+ôc,  d'où 
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Actuellement,  multiplions  la  première  équation  par  d,  et  retranchons  la 
seconde  du  produit;  nous  aurons 
bda; — a:  —  abd-^c^ztzd+edj   ou  {bd — i)a?=aJ+^/+a6</4-c^  d'où 


X 


bd-^i 


ig     .    LEÇON. 

Sïdte  des  Problèmes  sur  les  Nombres. 

244*  3^"**  PROBLÊME.  On  a  deux  fontaines  dont  la  première  coulaiU  setde 
peut  remplir  un  certain  bassin  dans  4  heures ,  et  dont  la  seconde  caularU  seule 
peut  remplir  le  même  bassin  dans  6  heures;  on  demande  combien  ces  deux 
fontaines  mettraient  de  temps  pour  remplir  le  même  bassin,  en  les  faisant 
couler  toutes  les  deux  à  la  fois. 

Si  la  première  fontaine  peut  remplir  le  bassin  en  question  dans  4  heures, 

il  est  clair  que  dans  une  heure  elle  en  remplira  le  —  ;  et  puisque  la  seconde 

peut  remplir  le  même  bassin  dans  6  heures,  dans  une  heure  elle  en  remplien 

le  -jr-.  Ainsi  dans  une  heure  les  deux  fontaines,  coulant  ensemble,  fourni- 

ront  une  quantité  deau  exprimée  par— 7-  +  -^»  ou  — t-^  =  — 7-= • 

Si  donc  X  est  le  nombre  d^ieures  qu^il  faudra  aux  deux  fontaines,  coulant 
ensemble,  pour  remplir  le  bassin,  la  quantité  d'eau  contenue  dans  ce  bassin 

sera ,  et  par  conséquent,  comme  nous  avons  regarde  le  contenu  du  bassis 

comme  étant  Tunité , =  i  »  ou  5^=  12  ;  d'où  x  =  — ^—  =  2  t. 

la  '  5  5 

245.  32"*.  PROHLÊME.  Une  fontaine  cordant  seule  peut  remplir  un  certain 
bassin  dans  4  heures  ;  une  autre  fontaine  coidant  seule  peut  vider  le  mêmt 
bassin  dans  6  heures;  on  demande  en  combien  de  temps  ces  deux  fontaines , 
coulant  ensemble  rempliront  ce  bassin. 

Puisque  la  première  fontaine  peut  remplir  le  bassin  dans  4  heures,  dani 

une  heure  elle  en  remplira  le  —  ;  et  puisque  la  seconde  peut  le  vider  dans 

6  heures,  dans  une  heure  elle  en  videra  le  -^  :  la  quantité  d'eau  qu'il  ^ 

aura  au  bout  d'une  heure  dans  le  bassin  sera  donc  -4 V-  on  -— -^ 

21.  4  6  a4 

-7-  = ;  si  donc  x  est  le  nombre  d'heures  qu'il  faudra  aui^  deux 

taines  pour  remplir  le  bassin,  on  aura  -^— =  i ,  d'où  or  =  12. 
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246.  33"*.  PROBLÊME.  Deux  fontaines  coularit  sitccessivement  pendant  12 
'leures,  ont  rempli  un  bassin  contenant  260  litres  d'eau;  la  première  fontaine 
oumissait  25  litres  d'eau  par  heure ,  et  la  seconde  17;  on  demande  combien 
chaque  fontaine  a  coulé  de  temps. 

Soient  a:  et  y  les  temps  demandés;  puisque  les  fontaines  ont  coules  succes- 
ûvement  pendant  12  heures,  on  aura  a7-(-j:=i2.  Et  puisque  la  quantité 
Teau  qu'elles  ont  fourni  est  260  litres,  la  première  ayant  fourni  25  litres  à 
.'heure,  et  la  seconde  17,  on  aura  25a?4-i7y  =  26o;  de  sorte  qu'on  aura  les 
leux  équations  a?  4-^=12,  25a7+ 17^=260. 

Multiplions  la  première  par  17,  ce  qui  donnera  1707-1-17^  =  204,  et  re- 
tranchons le  produit  de  la  seconde  équation  ;  il  nous  viendra  8a; =56;  d'où 

â7=-g— =  7.  Mettons  cette  valeur  de  a?  dans  la  première  équation,  et 

nous  aurons  7+^=12,  d'où  j=i2  —  7  =  5. 

247*  34"*-  PROBLÊME.  On  a  du  vin  à  25'.  le  litre  et  à  20*.,  et  on  veut  en 
former  une  pièce  de  35o  litres  qui  coûte  8i5o*. 

Soient  a:  le  nombre  de  litres  qu'il  faut  prendre  h  25*.,  et  y  le  nombre  qu'il 
faut  eh  prendre  à  20*.;  puisque  la  pièce  doit  se  composer  de  35o  litres,  on 
aura  a;+j =35o,  les  ce  litres  à  25'.  coûteront  25^?,  et  les  y  litres  à  20'.  coû- 
terons 2oy  ;  on  aura  donc  25a?-f-2oj=8i5o ,  ainsi  on  aura  les  deux  équations 

07+^  =  350  et  25a;+ 2oj  =  8i5o....:....  (i) 
Multiplions  la  première  par  20,  et  nous  aurons  20074-20^  =z  7000 ,  retran- 
chons cette  dernière  équation  de  la  seconde ,  et  il  nous  viendra  5^7  =  i  i5o  ; 

d'où  nous  tirerons  07=  — ^ — =23o. 

Mettons  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  (i),  et  il  nous 
viendra  23o+/  =  35o;  d'où  j  =  35o  —  23o=i2o. 

248.  35"*.  PROBLÊME.  On  veut  payer  162^  ^/i  29  pièces  de  deux  espèces; 
la  première  de  G^  et  la  seconde  de  5^,  on  demande  le  nombre  de  pièces  qu'il 
faudra  de  chaque  espèce. 

Soient  x  le  nombre  des  pièces  à  6^,  et  y  le  nombre  des  pièces  à  5^;  puis- 
qu'il faut  29  pièces,  on  aura  074-^=29 ,  les  07  pièces  a  6  francs  feront  6^,  et  les 
jr  pièces  à  5  francs  feront  5j,  et  comme  la  somme  à  payer  est  162^,  on  aura 
6a?-(^^=i62;  ainsi  on  aura  les  deux  équations  07-1-.^=  29  et  6a;-f-5^=i62....(i) 
Multiplions  la  première  par  5,  ce  qui  donnera  5a7-h5j=  i45,  et  retran- 
chons le  produit  de  la  seconde,  et  il  nous  viendra  x=z  ij. 

Mettons  celte  valeur  de  x  dans  la  première  équation  (i),  et  il  en  résultera 

17  +y  =  29 ,  d'où  y  =  2^  —  ^7  ^^  ^^* 

249.  36"'.  PROBLÊME.  Un  particulier  achète   100  oranges ,  à  condition 
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quU payera  iii\ par  orange  qui  sera  bonne,  et  quû  receora,  au  contraire, 
5*.  par  orange  qui  sera  mauçcûse;  tout  compte  fait,  il  paye  435*.;  on  éô» 
mande  le  nombre  des  bonnes  oranges  et  le  nombre  des  mauçaises. 

Soient  X  le  nombre  des  bonnes  oranges,  et  j  le  nombre  des  mauvaises; 
puisque  le  nombre  total  des  oranges  est  loo,  on  aura  a;+/=ioo.  Ensuite, 
œ  étant  le  nombre  des  bonnes  oranges,  et  chaque  bonne  orange  coûtant  12'., 
on  aura  120?  pour  ce  que  devra  payer  Tacheteur;  mais  comme  ^  est  le  nombre 
des  mauvaises,  et  que  le  vendeur  doit  5*.  pour  chacune,  Tacheteur  recevra 
5/;  de  sorte  que  pour  avoir  ce  que  ce  dernier  doit  payer  en  définitive,  il 
faudra  retrancher  Sy  de  120;;  or,  il  a  payé  I^ZS\\  donc  mœ  —  5)r  =  435. 
Ainsi  on  aura  les  deux  équations 

a7-+-jp=ioo,  et  lao;  —  5y=435.,..,  (i). 
Multiplions  la  première  par  5,  ce  qui  nous  donnera  5a;+5y==:5oo,  et  ajou- 
tons le  produit  à  la  seconde;  nous  aurons  1707=^935  ;  d'où  â^=-^ — =:55. 

Mettons  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  (i),  et  nous  aurom 

55+^=100,  d'où  ^=  100  —  55=45. 

250,  37"*.  PRORLÉME.  Pour  payer  un  certain  nombre  de  toises  d*awragt 
à  raison  de  i5^«  la  toise  il  me  manque  i5^;  mais  si  ce  n  était  quà  i2^  la  toiser 
il  me  resterait  12'.,  combien  y  a-t-il  de  toises  à  payer,  et  combien  ai  je 
d  argent  ? 

Soient  x  le  nombre  de  toises,  et^  le  nombre  de  francs.  Puisque  pour  payer 
les  X  toises  à  i5^  la  toise  il  me  manque  i5^  j'aurai  i5a?==jr4-i5,  et  puisqu'en 
payant  les  x  toises  à  12^  j'ai  12^  de  reste,  j'aurai  \7.x=zy — 12.  Retranchons 
cette  dernière  équation  de  la  première,  et  nous  aurons  3a;:=  15+12=37; 

d'où  X  =:  — ^=  9-  Mettons  cette  valeur  de  x  dans  l'une  des  équations 

trouvée,  dans  la  seconde,  par  exemple,  et  nous  aurons  12  x  9  =y  —  la; 
d'où  nous  tirerons  jr=  108  -|-  12  =  120. 

Ainsi  il  y  avait  9  toises  d'ouvrage  et  j'avais  120'. 

25 1 .  38"^.  PRORLÊME.  Un  père  en  mourant  laisse  un  certain  nombre  den^ 
fans  et  un  certain  héritage ,  et  il  ordonne ,  par  son  testament,  que  le  partage 
se  fera  de  manière  que  le  preirder  enfant  prélèvera  loo^  et  le  lo"*.  du  reste  f 
le  deuxième  200^  et  le  lo°^  du  reste  /  le  troisième  3oo^  et  le  lo"*.  du  reste  ^  eS 
les  autres  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le  partage  se  trouve  être  fait  par  portions 
égales  ;  on  demande  quels  ont  été  l héritage ,  le  nombre  denfans  et  la  pari  de 
chacun. 

Appelons  x  l'héritage,  et  formons  les  paris  des  deux  premiers  enfans; 

celle  du    premier  se   composera  de    100  + ^,  ce  qui  se  réduit  \ 
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donnera  â?= —  zfc  J-r-  +  h\  de  sorte  que  les  deux  nombres  demandes 
seront hZ-r-H-^   ^t J^j^h. 

a         '^    4  ^  4 

257.  44*"*  PBOBLÊME.  Oti  demande  départager  le  nombre  34o  i?3n  deux 

parties  9  dont  Vune  soit  moyenne  proportionnelle  entre  le  nombre  donné  34o 

et  r autre  partie,  ce  qui  s'appelle  diviser  un  nombre  en  moyenne  et  extrême 

raison. 

Soit  X  la  partie  moyenne,  Tautre  partie  sera  34o  —  x,  et  d'après  Tclat  de 

la  question   on   aura  34oIa;;;a7  \  34o — x^  d'où  Ton  tirera 

a:*  =  340  (340  —  j;)  =  n56oo  —  34o^  ou  a:'  +  34oa? — ii56oo  =  o,  ce 

qui  donnera  (  n*.  aoi  ) 

a?  i=  —  170  ±  /28900  -h  I  i56oo, 


ou  a?  =  —  170  db  ^i44^<^o, 
et  enfin  ^;=;;  —  170  ±  38o,i3. 
Ainsi  la  partie  moyenne  esk  —  170  +38o,  i3  =  2iOyi3,   et  par  conséquent 
l'autre  partie  sera  34o  —  2io,i3  z=:  129,87. 

On  remarquera  que  nous  ne  tenons  point  compte  de  la  valeur  négative  de 
x^  parce  que  cette  valeur  ne  convient  point  à  Vé\zi  de  la  question.  Cette  va* 
leur  négative  est  ^  =  —  55o,i3. 

258.  l^S^^.  PROBLÈME.  On  demande  un  nombre  qui  soit  moyen  propor- 
tionnel entre  34o  et  34o  plus  le  nombre  demandé  lui-même. 

Soit  X  ce  nombre  demandé  ;  d'après  l'état  de  la  question  on  aura 
340  :  0?  lia;  î  340  +  ^,  d'où  l'on  tirera  l'équation ot*  =  34o  ( 34o  +  a?  )  = 
ii56oo-t-34oa:,    ou  a^  —  34oa?=  iiSGoo,.  ce    qui   donnera 


x=:7  170=1= /28900  +  115600  ou  07=  i7odb38o,i3,  ou  enfin 
d:=  i7o-+-38o,i3  =  55o,i3. 

On  remarquera  que  nous  ne  prenons  point  la  valeur  négative ,  qui  est  la 
même,  abstraction  faite  du  signe,  que  la  valeur  positive  du  problème  précé- 
dent, et  que  la  valeur  positive  que  nous  prenons  ici  est  la  mcme  que  la  va- 
leur négative  du  même  problème  précédent.  Ainsi ,  ces  deux  problèmes  sont 
Tinverse  Tun  de  l'autre. 

259.  46**.  PROBLÊME.  Diviser  le  nombre  a  en  deux  parties ,  dont  les  carrés 
soient  entre  eux  Hmln. 

Soit  a;  la  première  partie,  la  seconde  sera  a  —  a;,  et  d'après  l'état  de  la 
question  on  aura  mlnux'l  (a  —  x)*;  d'où  71^  z=zm{c^  —  200?  -|-  a?')  ou 
nos*  —  ma^  +  2amx  =z/na\  ou  bien af  (^n  —  m)  +  ^amx  =  ma%  ou  encore 

aî  = ;  d  ou  Ion  tirera  (n*.  201  ) 


n — m  n — m 
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ont    _,      /  fl  /»*  ma  am    _,       a       /    .  .  , 

07= ±/, ^H oua?= ± JnC^nm  —  m, 

« — ^/w        ^  {n — m)        n — m  m — n       n^^m  ^ 

g%  éim       .        a        ,  iun  —I—  a  J  ntn 

OU  enfin  a;  =  —  — -  ± Jnm  = L_ . 

En  partant  de  la  proportion  m\n\\  x^\{^a  — o?  )\  on  pourrait  résoudre 
ce  problème  plus  simplement,  en  extrayant  la  racine  carrée  (n^  iSg)  de  tous 
les  termes  de  cette  proportion,  ce  qui  donnerait  /m  ;  /n V.xXa-^—x^  et 
par  conséquent  a/m  —  a7/m  =  o?/7i,  ou  a?  (  /m-+-  ^n)z^a^m\  d'où 

07= ^ 


Faisons  voir  que  la  première  valeur  de  x  est  la  même  que  cette  dernière. 

En  effet,  m=  /m  x  /to,  n=  //i  x  //»>  et  ^nm=^  //i  X  /to;  on 
pourra  donc  mettre  /m  x  /m  au  lieu  de  m,  //i  X  //i,  au  lieu  de  /i,  et 
/yi  X  /w  au  lieu  de  //im  dans 

am-^aJ  nm  ._  _  aJ  mJ  nt^-^aJ  nJ  m 

X  = 1 ,   et    il   viendra   x  =  — ^-; — ^^ 7 — f —  = 

m  —  n  ^ m^ nt"-^  ^ n^ n 

— 7 — 7-*- y      ,  en  ne  prenant  que  le  signe  inférieur  dans  le  num jra- 

J  m^  m  —  J  7iJ  Ti 

teur,  et,  puisque  le  dénominateur  est  la  différence  de  deux  carrés  (n*.  3o), 

aJrniJm — J n\  aJn  .   , 

on  aura  ir= ,  ,     ^ — .V,  .     — 7- =  -7 — \ — 7-,  comme  ci-dessus. 

(v  "*+v  n)\^ m-^^ n)       ^ m+  ^ n 

260.  47°*'  PROBLÈME.  On  demande  deux  nombres  tels  que^  3Jbis  le  carré 
de  l'un  égale  ']fois  le  carré  de  Vautre  moins  8',  et  4  fois  le  premier  égale  ^fds 
le  second  moins  12. 

Soient  x  le  premier  nombre  demandé,  et  y  le  second  :  on  aura  3a;*=7y— 8, 
d'après  la  première  partie  de  Tcnoncé,  et  4^=97*  —  12,  d'après  la  seconde. 
Ainsi,   la  solution  de  notre   problème   ddpend  des  deux  équations 

3ar'z=7j'  —  8,  et  4^  =  S[y —  ^^ (ï)«  Prenons  la  valeur  de  x  dans  b 

seconde  de  ces  deux  équations,  et  substituons-la  dans  la  première,  et  nous 
aurons  i'.  x _  9^—^^  ^  ^^  ^^  — (^gr— 12;   —  ^^^ —  g,  ou  en  développant 

et  faisant  disparaître  le  dénominateur,  3(8ij' — 2i6)^4-i44)=iïîy^ — i-^ 
ou  243/'  —  648^  +  432=112/' — 128,  et  en  transposant  et  réduisant, 
i3i^  —  648j-l- 56o  =  o,  et  en  divisant  par  le  coefficient  i3i  de /'» 
,        648  56o  ,,   ,  3^4  _i_     /  104976  56o 

^  i3i  '^  ^^  i3i  '^        i3i  •^    (ï^O  ï^* 

324    _,      /  104076— 56oxi3i  3^4  _.     /  104976—73360 

=  — T^±/ — ^^, T^ »  OU  encore  r=-â^±/ — './    /  ^ — -, 

i3i         ^  i3ixi3i        '  '^        i3i        ^        i3i  X  i3i 


r= 


,,   .   .  3a4   .     /    3i6i6        ^       ^  3^4     .      177,808 

cequisereduitàr=-7r±i/-T-3-T-i  ^t  enfin  r  =  —Tr  ^ — ^1 »    ^^ 

^       i3i       ^  ioiX«3x  ^  101  iJi 
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en  séparant  les  deux  Taleurs  de  r ,  on  aura  y  =  -4^  +  '.^^^  ^  =   ^^l  ^    z=z 
3,83o5,  etjK=^— ^2^  =  -^^^  =  i,ii59. 

•^         i3i  i3i  i3i  '        ^ 

Reprenons  les  équations  (i),  et  de  la  seconde  tirons  la  Taleur  de  j,  qui 
scrajr= ,  pour  la  mettre  dans  la  première,  et  nous  aurons 

ou  243^7' —  112^  4- 672a: +  1008  —  648,  ou  en  transposant  et  réduisant 
i3ia?' — 672a? — 36o  =  o,  et  en  divisant  par  le  coefficient   i3i   de  a;*, 

67a  36o  •,   ,  336   _,     /  Il 2806      \     3fioXi3i 

^ r— a; r— =o,d'oua:=-:5-  ±/-ô ^H 5-^^-0- »  <>" 

iJi       i3i  i3i    *^  i3iXi3i    i3iXi3i  ' 

336  _,   /  i6oo56     336_,  400,07   .    /    ^  ,    1     , 

*  — 137  =*=  »/  ,3ixi3.   =  TTi ^^-TâT-'  "'  ^"  '^P^"°*  ^"  "^^^^"^  ^^  *' 

on  aura  a;  ='-Hl  +  _4o^^..73^  =  5  6,88 ,  et 

"   i3i  i3i  i3i 

336  400,07  64^07  ,0 

i3i  i3i  i3i  ^  *^ 

Ainsi  notre  problème  nous  conduit  à  deux  valeurs  différentes  pour  chaque 
inconnue ,  et  Tune  de  cesi  nconnues  est  une  fois  positive  et  une  fois  négative, 
tandis  que  Tautre  est  les  deux  fois  positive.  Il  faut  bien  faire  attention  de  ne 
pas  croiser  les  valeurs  trouvées  pour  le  nombre  qu^on  cherchait  ;  car  la  pre- 
mière valeur  de  x  ne  peut  correspondre  qu^à  la  première  valeur  de/,  et  la 
seconde  vale  ur  de  xh  la  seconde  valeur  dey. 

20""%    LEÇON. 


InitrpréUUion  précise  de  quelques  résultais  particuliers  auxquels  conduisent  la 
résolution  des  problêmes  du  premier  et  celle  des  problèmes  du  second  ilegré. 
Résolution  des  problèmes  indéterminés  du  premier  degré. 

261.  48"**  PROBLEME,  Un  courrier  part  du  point  A  et  fait  b  lieues  par 
heure  ;  un  autre  courrier  part  du  point  B  et  fait  c  lieues  par  heure  ;  la  dis^ 
ionce  comprise  entre  les  points  A  et  B  est  a  et  les  deux  courriers  se  dirigent 
vers  le  point  R  ;  on  demande  à  quelle  distance  du  point  A  les  deux  courriers  se 
itncGntreront  au  point  R. 


B!  A  B  R 

Soit  X  la  distance  AR ; x-^-a  sera  la  distance  BRy  puisque  AB=ai  ainsi  le 
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courrier  par  li  du  point  ^  fera  un  chemin  représenté  par  a?,  el  celui  parti  du  point 
ft  fera  un  chemin  représentépar  a?— ^.  Il  est  clair  que  les  deux  courriers  partant 
au  même  instant  des  points  respectifs  y^etjB,etarrivanttousles  deux  au  point /l 
au  même  instant,  les  temps  que  ces  deux  courriers  resteront  en  chemin  seront 
égaux.  Or,  puisque  le  premier  courrier  fait  b  lieues  par  heure  et  quMl  a  le 

chemin  x  à  parcourir,  il  est  évident  que  le  temps  qu*il  lui  faudra  sera  -r-;  et 

puisque  le  second  courrier  fait  c  lieues  par  heure,  et  qu^il  a  le  chemin  x  —  a 

à  parcourir,  le  temps  qu'il  lui  faudra  sera ;  mais  ces  temps  sont  égaux  ; 

Jonc  -^^^^= -^,  ou  ia?  —  ab=zCXy  ou  encore  (b  —  c)a?=:€i6;  d*où 

c  V 

ab  ,  ^ 

arz=-7 (a). 

b — c  ^   ' 

Voyons  maintenant  ce  que  deviendra  x  en  faisant  toutes  les  hypothèses 
possibles  sur  les  quantités  â,  &  et  cv 

Ces  hypothèses  sont  que,  a  >  o,  a  =  o ,  et ,  dans  chacun  de  ces  deux  cas 
i>c,  6  =  c,  cti<c. 

262.  Supposons  a>o,  et  i*.  ^>c;  il  est  clair  que  b  —  csera  un 
reste  positif  quelconque,  et  que  ab  sera  un  produit  positif  quelconque;  d'où 

il  suit  que  la  fraction    j,    j  sera  un  quotient  positif  quelconque  :  donc, 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  x  est  toul-à-fait  naturelle.  2*.  Supposons  i=r; 

dans  ce  cas  6  —  c=:o,  et  la  valeur  (a)  de  x  devient  x  = .    Voyons    ce 

-  o  ' 

que  signifie .  Pour  cela  rappelons-nous  (n^  62,  arith.)  que  plus  le  dé* 

nominateur  d^une  fraction  diminue,  plus  la  valeur  de  la  fraction  ang« 
mente.  Or,  le  dénominateur  o  est  le  plus  petit  de  tous  les  dénominateurs 

possibles;  donc  la  fraction est  plus  grande  que  toutes  les  quantités  qu'on 

pourra  imaginer,  c'est-à-dire ,  que  cette  fraction  est mfirdment grande.  Ainsi, 
clans  le  cas  où  6=z=^,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  deux  courriers  vont  éga- 
lement vite,  la  distance  AK^  par  rapport  au  point  A^  du  point  où  ces  deux 
courriers  se  rencontreront,  sera  infiniment  grande,  tant  qu'il  y  aura  une  dis- 
tance AB^=^a  quelconque  entre  les  points  de  départ  de  ces  deux  courriers. 
Voilà  ce  que  nous  donne  le  calcul;  mais  si  l'on  fait  réflexion  que  les  deux 
courriers  allant  également  vite  ils  ne  peuvent  jamais  se  rencontrer,  puisque  h 
distance  AB=za  qui  les  sépare  restera  toujours  la  même ,  on  Terra  que  lors* 
fju'un  problème  conduit  à  une  valeur  infininterU  grande  pour  rinconnue,  ceb^ 
épient  de  ce  que  ce  que  Ion  demande  est  impossible. 

263.  3\  Supposons    toujours    a>o,ct  6<c;  dans  ce  cas  6 — c  sera 
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un  reste  négatif  (n*.  18),  et  la  valeur  (a)  de  x  aura  par  conséquent  le  signe 
— ,  puisque  -4-06  divisé  par  un  diviseur  négatif  donne  un  quotient  négatif: 
la  distance  AR ,  par  rapport  au  point  A^  à  laquelle  les  deux  courriers  doi- 
vent se  rencontrer  sera  donc  négative,  ce  qui  semble  n^avoir  aucun  sens. 
Si  nous  remontons  àTétat  de  la  question,  nous  verrons  que  h<^c  veut  dire 
que  le  courrier  qui  est  en  arrière  va  moins  vite  que  celui  qui  est  en  avant , 
et  que,  par  conséquent,  tant  que  les  courriers  iront  de  gauche  à  droite ,  loin 
de  se  rencontrer  jamais,  la  dislance  qui  les  sépare  augmentera  sans  cesse  ;  ce 
qui  annoncerait  que  le  problème  est  tout-à-fait  absurde.  Mais,  si  au  lieu  de 
faire  aller  les  deux  courriers  de  gauche  à  droite ,  on  les  fait  aller  de  droite  à 
gauche,  alors  il  est  évident  qu^ils  se  rencontreront  en  un  certain  point  B!  dis- 
tant du  point  A  de  la  quantité  AR^=x^  prise  dans  un  sens  directement  con- 
traire de  la  distance  AR.  Ainsi,  dans  ce  cas ,  le  problème  n^est  absurde  que 
parce  que  Von  a  supposé  les  courriers  allant  dans  une  direction  opposée  à 
celle  qu'il  fallait ,  tandis  que  dans  le  cas  de  Tinfmi  le  problème  reste  impos- 
sible quelle  que  soit  la  direction  qu'on  suppose  aux  deux  courriers.  Ainsi , 
quand  on  est  conduit  à  une  valeur  négative  pour  V inconnue ,  on  doit  en  con- 
clure qu  il  faut  renverser  lélat  de  la  question  pour  ce  qui  regarde  le  sens  sui- 
çani  lequel  il  faut  prendre  la  valeur  de  l  inconnue.  !Nous  aurons  plusieurs 
occasions  de  nous  convaincre  que  cette  conséquence  est  générale. 

a64«  Si  maintenant  nous  supposons  a  =  o ,  ce  qui  veut  dire  que  les  deux 
courriers  partent  du  même  point,  et  que  ô>c,  la  valeur  (a)  de  ^  sera 

X  =  =  0  :  c'est-à-dire  que,  les  courriers  se  rencontreront  à  une  distance 

o — c 

nulle  du  point  de  départ,  ou,  en  d'autres  termes,  ne  pourront  être  ensemble 
quà  l'instant  de  leur  départ,  s'ils  partent  du  même  point,  et  s'ils  vont  avec  des 
vitesses  différentes.  Il  est  évident,  en  effet,  d'après  ces  hypothèses,  que  les 
deux  courriers  doivent  nécessairement  se  séparer  dès  l'instant  de  leur  départ, 
pour  ne  plus  se  rencontrer,  s'ils  se  dirigent  en  ligne  droite. 

365.  Si  lorsque  a  =  o,  ona6  =  <;,la  valeur  de  x  sera  a;  =  -.  Ce  symbole 

algébrique  -  signifie  une  quantité  quelconque;  en  effet,  le  dividende  est  o,  le 

produit  du  quotient  par  le  diviseur  doit  donc  être  o  ;  mais  le  diviseur  est  o  ; 
donc,  quelque  soit  le  quotient,  le  produit  de  ce  quotient  par  le  diviseur  o 

sera  toujours  o;  donc  enfin  -  est  la  quantité  qu'on  voudra.  D'après  les  hypo- 
thèses dont  il  s'agit  ici,  il  est  clair  que  les  deux  courriers  partent  du  même 
point,  et  qu'ils  vont  également  vile;  et,  par  conséquent,  ils  ne  pourront  jamais 
^séparer;  donc,  on  les  trouvera  toujours  ensemble  à  quelque  distance  du 
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point  de  départ  qu*on  les  considère  :  c^cst  donc  comme  s^ils  se  rencontraient 
toujours.  Lors  donc  qu'on  parviendra  à  une  valeur  de  l'inconnue  de  la  forme 

- ,  on  en  conclura  que  le  problème,  par  sa  nature,  est  indéterminé.  Mais  sou- 
vent la  valeur  de  Tinconnue  se  présente  sous  la  forme  -  sans  que  le  pro* 

blême  soit  indéterminé,  ce  qui  arrive  lorsque  la  fraction,  qui  est  la  valeur  de 
Finconnue,  n'est  pas  à  sa  plus  simple  expression,  et  que  le  facteur  commua 
à  ses  deux  termes  devient  zéro  d'après  les  hypothèses  établies. 

En  effet,  si  a?  =  — iit~»  en  faisant  a=ô,  on  voit  que  a:  =  -,  et  cepen- 
dant ,  la  vraie  valeur  de  x  est  a:  =  ^a   dans  la  même    hypothèse  ;  car 

X  =  — — r— =-^ ^-^T — ^  et  par  conséquent  a7=a+6;  or  si  a =6,  il 

est  clair  que  x  =  na.  11  est  donc  démontré  qu'une  quantité  peut  se  présenter 
sous  la  forme  de  -  sans  être  essentiellement  indéterminée  :  avant  de  pro- 
noncer sur  la  réalité  de  l'indétermination  de  la  valeur  d'une  fraction,  il&ut 
donc  s'assurer  que  celte  fraction  est  à  sa  plus  simple  expression.  Conti- 
nuons la  discussion  des  problêmes.  En  voici  encore  un  dont  la  discusâon 
confirme  tout  ce  qui  précède. 

266.  49°*^*  PROBLÈME.  Une  fontaine  peut  remplir  un  certain  bassin  dam 
un  nombre  d*heures  représenté  par  a ,  et  une  autre  fontaine  peut  t>iâer  le  mêmt 
bassin  dans  un  nombre  d'heures  représenté  par  b  ;  on  demande  le  ternps  ifuH 
faudrait  à  ces  deux  fontaines  coulant  ensemble ,  pour  remplir  ce  bassin,  h 
première  tendant  à  le  remplir ,  et  la  seconde  à  le  vider. 

Puisque  la  première  peut  remplir  le  bassin  dans  a  heures,  daqs  une  heure 

elle  en  remplira  une  partie  exprimée  par  -  ;  et  puisque  là  seconde  peut  vider 

le  même  bassin  dans  b  heures ,  dans  une  heure  elle  en  videra  une  partie 

exprimée  par  -j-.  11  est  clair  que  par  heure  il  restera  dans  le  bassin  une 

quantité  d'eau  égale  à  celle  fournie  dans  le  même  temps  par  la  fontaine  qui 
tend  à  le  remplir,  moins  celle  que  perd  dans  le  même  temps  celle  qui  tend  i 

le  vider;  c'est-à-dire  que  par  heure  il  y  aura  —  —  -r  d'eau  dans  le  bas^n.Si 
donc  X  est  le  temps  qu'il  faut  aux  deux  fontaines  pour  remplir  le  bassin,  U 
quantité  d'eau  que  peut  contenir  ce  dernier  sera  x  f—  '• —  -r-) ,  et  par  consé- 
quent on  aura  xl --j=:i.Si  donc  on  met  les  deux  fractions  au  même 

dénominateur,  on  aura  x  l — —j  =  i ,  et  en  faisant  disparaâtre  ce  dénor 

minateur,  x  (6 —  a)  =  ai;  d'où  xz=z  -7— — (b). 

Ici  nous  pouvons  avoir  ô>  a,  ô=a,  et  6<a. 


X 

r 
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Quand  5  >  a,  cela  veut  dire  que  la  fontaine  qui  tend  à  vider  le  bassin 
!Ou1e  moins  vite  que  celle  qui  lend  à  le  remplir,  et  que,  par  conséquent ,  le 
>assin  finira  par  être  plein  au  bout  d^un  certain  temps  :  c^est  ce  que  le  calcul 
ndique  aussi,  car  6>a  donne  un  dénominateur  positif  plus  grand  que  zéro, 

ah 

2t  par  conséquent  la  fraction  -^3 —  aura  une  valeur  quelconque  positive. 

Si  b=:ay  la  fontaine  qui  tend  à  vider  le  bassin  ira  aussi  vite  que  celle  qui 
Lend  à  le  remplir;  d^où  il  suit  que  dans  ce  cas  il  est  impossible  que  le  bassin 
se  remplisse  jamais.  I^e  calcul  nous  annonce  encore  cette  impossibilité,  puis- 
que 6=a  donne  o  pour  le  dénominateur  de  la  valeur  de  a?,  sans  que  le  numé- 
rateur s^cvanouisse ,  d'où  il  suit  que  xz=z ;  c'est-à-dire  que  a?  ou  le  temps 

qu^il  faudrait  aux  deux  fontaines  pour  remplir  le  bassin  est  infiniment  grand; 
donc  ce  bassin  ne  sera  jamais  plein. 

Enfin  si  6<a,  la  fontaine  qui  tend  h  vider  le  bassin  ira  plus  vite  que  celle 
qui  tend  à  le  remplir,  et  par  conséquent,  non-seulement  le  bassin  ne  sera 
jamais  plein,  mais  encore  la  fontaine  qui  tend  à  le  vider  ne  coulera  jamais 
ITCC  toute  son  intensité.  Mais  si  Ton  renverse  Télat  de  la  question,  c'est-à- 
dire  si  Ton  suppose  que  le  bassin  soit  plein,  et  qu'on  demande  le  temps  qu'il 
faut  pour  le  vider ,  alors  tout  rentre  dans  l'ordre  naturel  des  clioses,  et  toute 
difficulté  disparait.  Le  calcul,  dans  la  même  hypothèse,  nous  fait  voir  que 
la  valeur  de  a:  est  négative ,  c'est-à-dire  que  le  temps  qu'il  faudrait  aux  deux 
fontaines  pour  remplir  le  bassin  est  négatif;  ce  qui  n'a  aucun  sens  raisonnable 
tant  qu'on  envisage  la  question  sous  son  premier  point  de  vue.  Mais  si  l'on 
renverse  la  question,  et  qu'on  suppose,  comme  ci-dessus,  que  le  bassin  soit 
plein ,  et  qu'on  demande  le  temps  qu'il  faut  pour  le  vider,  alors,  pour  mettre 
le  problème  en  équation,  il  faudrait  raisonner  de  la  manière  suivante  :  puis- 
que la  fontaine  qui  tend  à  vider  le  bassin  le  viderait  dans  b  heures,  dans  une 

heure  elle  en  videra  une  partie  exprimée  par  ~  ;  mais  celle  qui  tend  à  le 

remplir  y  introduira  par  heure  une  quantité  d'eau  exprimée .  par  —  ;  Tcau 

qui  sera  perdue  dans  une  heure  sera  donc  -7 ,  et  dans  a^  heures 

X  {-T j  ;  on  aura  donc  a?  [-7 J  =  1 ,  d'où  a:  =  — ^-^.Orô<fl, 

donc  X  aura  une  valeur  quelconque  positive.  Il  suit  donc  de  là,  comme  du 
n*.  263 ,  que  lorsquon  parvient  à  luie  valeur  négaiiçe  pour  l inconnue ,  il  faut 
renverser  la  question  pour  quelle  ait  un  sens  raisonnable. 

Si  maintenant  nous  supposons  que  le  bassin  soit  plein,  la  quantité  qu'il 
faudra  pour  le  remplir  sera  zéro;  c'est-à-dire  que  abzzzo)  si  en  même  temps 
nous  supposons  que  bzzza^  c'est-à-dire  que  les  deux  fontaines  coulent  éga- 

28 
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Icmcnt  vite,  cl  qu'on  demande  toujours  le  lemps  quUl  faudra  pour  le  remplir, 
il  est  clair  que  ce  temps  sera  tout  ce  qu'on  voudra,  puisque  ce  bassin  sera 
toujours  plein.  Aussi,  dans  ces  hypothèses,  le  calcul  conduit  à  la  même 

conséquence.  En  effet,  Tcquation  œz=.  -j peut  se  ramener  à  la  forme 

— ^ — ^  =  I ,  mais  on  sait  que  i  est  la  quantité  d'eau  qu'il  faut  pour  rem- 
plir le  bassin  ;  dans  le  cas  présent,  le  bassin  étant  plein  ,  au  lieu  de  i  il  faut 
mettre  o  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  d'où  il  résulte  que 
^[  7*  :=:o^  ou  07(6  — a)=o,  OU  enfin  a?=-^r^ — .  Si  les  vitesses 
étaient  inégales,  on  aurait  /r=o;  en  effet,  le  bassin  étant  plein,  il  est  clair 
qu'il  faut  o  heure  pour  le  remplir,  et  si  6=a,  on  aura  ^r  =  -,  ce  qui  "s^mI 

dire  que  le  bassin  sera  toujours  plein. 

Passons  à  présent  à  la  discussion  des  problèmes  du  second  degré. 

267,  5o°^  PROBLÊME.  Supposons  quon  nous  demande  de  partager  k 
nombre  a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  b. 

Soit  X  l'une  des  parties,  l'autre  partie  sera  a — x\  on  aura  donca7(a — xy=b, 
ou  ax  —  ^'=6,  ou  encore  x" — ax'=-  —  6,  et  enfin  x""  —  aa;-f-6=:o.  De  là 

on  tirera  donc  (n^  201  )  a?  =  -±  J  — b (a). 

D'après  cette  valeur  de  x  on  voit  que,  tant  que -7-  >  6,   le  radical 
4 


—, osera  réel,  et  par  conséquent  aussi  la  valeur  de  x.  Mais— r-  n^est  autre 

4  4 


/ 

chose  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  a  de  o?  de  l'équation  à  laquelle 
la  question  a  donné  lieu  ,  lequel  coeflicient  n'est  autre  chose  que  le  nombre 
à  partager;  donc  le  problême  proposé  sera  possible  dans  tous  les  cas  oàk 
carré  de  la  moitié  du  nombre  à  partager  sera  plus  grand  que  b  qui  est  le  pro* 
duit  que  doivent  donner  les  deux  parties  demandées. 

On  peut  se  rendre  compté  de  cette  vérité  par  un  exemple. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  partager  12  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
35  :  comme  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  12  à  partager,  qui  est  36, est 
plus  grand  que  le  produit  35  des  deux  parties  demandées,  le  problème  sera 
possible;  et  en  effet ,  en  mettant  12  au  lieu  de  a  et  35  au  lieu  de  b  dans  la 


formule  (a),  il  viendra  07  =  6  ±^36 — 35  =  6it:i.  Ainsi,  en  ne  prenant  que 
le  signe  supérieur,  07=7.  Or,  si  de  12  qui  est  le  nombre  à  partager,  on  re- 
tranche 7,  qui  est  la  première  partie,  on  aura  5,  qui  sera  la  seconde  :  c'est 
précisément  ce  qu'on  aurait  trouvé  si  l'on  avait  pris  le  signe  inférieur  de  la 

valeur  de  x  ci-dessus. 

a*  . 

Pour  que  le  problème  soit  possible  il  n'est  pas  nécessaire  que  -7-  >^)  i^ 
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suffît  que  -7- =ô,  dans  lequel  cas  J  —. 6  =  0,  et  ^f:;=  — . 

268.  Mais  si  —  <ô,  alors  la  quantité  soumise  au  radical  dans  la  valeur 

de  a;  serait  négative,  et  la  quantité  /-- 6  serait  imaginaire,  et  par  con- 

séquent  x  aussi;  d^où  il  s^ensuivrait  que  le  problème  serait  impossible. 

En  effet,  si  par  exemple,  le  nombre  à  partager  a=  12  ,  et  que  le  produit 
des  deux  parties  doive  être  40,  le  problème  sera  impassible,  car  de  quelque 
manière  que  Ton  partage  12  en  deux  parties,  jamais  le  produit  de  ces  deux 
parties  ne  pourra  égaler  4o ;  car  36  est  le  plus  grand  produit  qu'on  puisse 
obtenir,  en  divisant  12  en  deux  parties ,  et  c'est  lorsque  ces  deux  parties  sont 
égales.  Si  Ton  met  12  au  lieu  de  a,  et  40  au  lieu  de  h  dans  la  valeur  {a)  de  x^ 
il  viendra  a7=:6ifcy/  36 — 4^=6^/ — 4»  ^^  Q"^  donne  une  valeur  imagi- 
naire pour  X  :  ainsi,  toutes  les  fois  qu'on  sera  conduit  à  une  valeur  imaginaire 
pour  l'inconnue  d'un  problème,  ce  problème  sera  impossible. 

269.  Une  équation  du  second  degré  ne  peut  conduire  a  des  racines  imagi- 
naires, que  lorsque  le  terme  tout  connu  a  le  signe + dans  le  premier  membre 
de  l'équation,  le  second  membre  étant  o;  car  si  l'on  avait  x'zizax  —  ô=o, 

en  résolvant  celle  équation  on  aurait  x=^::^  —  —  /  'T""'"  ^»  ^'^'^  ^^o"  v^ît 

évidemment  que ,  quel  que  soit  le  rapport  de  -v-  à  ô,  le  radical  / -r — h  b 

sera  réel,  puisque  toutes  les  quantités  qui  le  composent  sont  essentiellement 
positives. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  nous  proposait  de  trouçer  un  nombre  tel  quen 
ajoutant  ou  retranchant  a  fois  ce  nombre  du  carré  de  ce  même  nombre ,  la 
somme  ou  la  différence  fût  égale  à  un  nombre  donné  b,  on  trouverait  que  ce 

nombre  a7  =  zp  —  —  /  "T"  +  ^»  ^^  '^  problème  serait  toujours  possible, 

quels  que  fussent  les  nombres  donnés  a  et  b. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  discussions,  parce  que,  par  la  suite, 
V^iurai  toujours  l'attention  de  discuter  les  problèmes  auxquels  notre  sujet 
principal  donnera  lieu. 

Problêmes  indéterminés  du  premier  degré. 

270.  5i"*.  PROBLÈME.  On  demande  de  partager  le  nombre  12  en  deux 
pQrties. 

Soient  X  eiy  les  parties  demandées ;*on  aura  seulement  ar+y  =  12,  puis- 
qu'on ne  donne  aucune  autre  condition.  Comme  cette  équation  unique  ren- 
ferme deux  inconnues  x  eiy^iï  est  clair  qu'on  ne  pourra  avoir  la  valeur  de 
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Tune  qu^cn  supposantj^autrc  connue.  Car  si  de  réquation  ar+y==^  i^  on  lire 
la  valeur  de  :r,  on  aura  ^=12  — y^  et  il  esl  évident  qu^on  ne  pourra  avoir  s 
qu^autant  que  Ton  connaîtra  y.  Or,  Tclat  de  la  question  ne  délerminant  point 
cette  valeur  de  j,  on  pourra  la  prendre  arbitrairement,  de  sorte  qu^on  pourra 
donner  une  infinité  de  valeurs  différentes  à  cette  inconnue  y  ;rautre  inconnue 
prendra  un  pareil  nombre  devaleursdifférenlcs>  qui  dépendront  de  celles  de^. 

Cependant  on  peut  établir  des  conditions  qui ,  sans  donner  lieu  à  une  équa- 
tion de  plus,  restreindront  le  nombre  des  valeurs  des  inconnues.  Ainsi,  par 
exemple,  on  peut  exiger  que  toutes  les  valeurs  de  ces  inconnues  soient  des 
nombres  entiers  positifs^  et  alors  les  problèmes  indéterminés  donnent  lieu  à 
une  théorie  très-intéressante  >  tandis  que  sans  ces  conditions,  ils  n^offriraieot 
rien  de  remarquable. 

D'après  ces  conditions,  Téquation  a:=  12  — y^  au  lieu  de  donner  une  in- 
finité de  valeurs  pour  a?  et  pour  j,  n^en  aura  que  i3,  en  y  comprenant 
même  la  valeur  o  :  c'est-à-dire  qu'en  faisant  y  respectivement  égal  à  o,  i, 
2,  3,  4)  ^9  6,  7,  8,  9,  10,  II  et  12,  ^  sera  respectivement  égal  à  12,  11, 
10,  9,  8,  7,  6,  5,4,  3,2,  1  etc. 

271.  52"'.  PROBLÊME.  On  demande  de  combien  de  manières  on  pourra 
payer  25^  açec  des  pièces  de  2^  et  des  pièces  de  3^ 

Soient  a:  le  nombre  des  pièces  à  2^,  eiy  celui  des  pièces  à  3^;  on  aura 
2ar  + 3j  =  25.  Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  .t,  et  nous  aurons 

x=z -^;   effectuons  la  division  par  2  autant  que  possible,   et  il  nous 

^                           I— y' 
viendra  se  ==  12  — y^ ^^ (i).  Comme  a:  doit  être  un  nombre  en- 

tier,  il  est  nécessaire  que  la  fraction =^  soit  un  nombre  entier;  et  comme 

ce  nombre  entier  doit  être  positif^  il  faudra  prendre  — au  lieu  de    '~^^-, 

ou  bien  A  étant  ce  nombre  entier,  on  fera —  =  —  Ay  ce  qui  revient  à 

— =zA  ;  d'oùy=2^+i (2).  Mettons  la  valeur  ôey  et  celle  de  ■  '^^-, 

dans  la  valeur  (i)  de  o?,  et  nous  aurons  a^z=i2 — 2A — i — A=ii — 3A  :  ainsi 
les  valeurs  des  inconnues  seront  liées  par  les  relations 

a;  =  ii— 3-^,  et^  =  2^+i (a). 

Si  maintenant  on  donne  des  valeurs  positives  à  Aj  depuis  ^  =  0  jusqu'à 
A:=:zZj  on  aura  pour  o;  les  valeurs  respectives  â?  =  11,  07  =  8,0? =5,  a?=2, 
et  pour/  les  valeurs  j==  i,  j  =  3,  j  =  5,  ^=  7. 

Si  l'on  faisait  y4=4>  ^  deviendrai!  négatif,  et  à  plus  forte  raison  si  ^>4» 
ce  qui  est  contraire  à  l'état  de  la  question. Ainsi  il  n'y  a  que  quatre  manières  de 
payer  25^  avec  des  pièces  de  2^  et  des  pièces  de  3^. 
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272.  53*^.  FBOBLÊME.  On  demande  de  combien  de  rrianières  on  pourrait 
payer  aS'.  en  donnant  des  pièces  de  3^  et  receçant  en  échange  des  pièces  de  2*. 

X  étant  le  nombre  des  pièces  de  3^.  qu^on  doit  donner,  cl^  étant  le  nombre 
des  pièces  de  2^  qu'on  doit  recevoir, on  aura  Zx  —  2y  =:  25.  Résolvons  celle 

équation  par  rapport  à^,  qui  a  le  plus  pcliC  coefficient,  et  nous  aurons 

,  ^                   3fx — a5                             oc — 1 
(i) Y  i= =  ^  —  12  -f. . 

Comme  il  faut  que  y*  soit  un  nombre  entier,  il  faut  aussi  que  la   fraction 

soit  un  nombre  entier:  soit  A  ce  nombre  entier,  nous  aurons =  yY; 

d'où  :r=2^-f-  I. 

Mettons  cette  valeur  de  x  dans  celle  (i)  de  j^,  et  nous  aurons 

y  =  2-4+  I  —  12  +y<=  ZA  —  II  ; 
de  sorte  que  les  inconnues,  dans  ce  cas,  seront  liées  par  les  relations 

œ  =  2,A  +  I ,  et  ^  =  ZA  —  11 (2). 

D*après  ces  relations  on  voit  qu'on  pourra  donner  a  A  des  valeurs  posi- 
tives depub  ^  =  4  jusqu'à  ^  =  oc(*),  et  que  les  valeurs  des  inconnues 
:r  et  ^  seront  respectivement 

pour  or,  9,     II,     i3,     i5,     17;     ig,     21,  elc. 

pour  j,  i,       4>       7»     10,     i3,     16,     ig,  elc; 

d*où  Ton  voit  qu'il  y  aura  une  infinité  de  manières  de  payer  25/  en  donnant 
des  pièces  de  3/,  et  recevant  en  échange  des  pièces  de  2/ 

On  observera  que  la  suîle  des  valeurs  de  x  forme  une  progression  arilh- 
mctique  croissante  dont  la  raison  est  2 ,  et  que  celle  des  valeurs  de  y  forme 
une  autre  progression  arithmétique  croissante  dont  la  raison  est  3. 

373.  54"*-  PaoBLEME.  On  veid  payer  !^9A! açec  des  pièces  de  5/  et  des  pièces 
de  24/  ;  on  demande  de  combien  de  numières  on  pourra  faire  ce  payemenl. 

Soient  x  le  nombre  des  pièces  de  5/  et  jr  le  nombre  des  pièces  de  2^/;  on 
aura  Sx  +  24^  =  4^^  »  tirons  la  valeur  de  Xj  qui  a  le  plus  petit  coefficient . 
et  nous  aurons 

*= — 5 — =97  — 4r+ — r~ ^'^• 

Comme  il  faut  que  x  soit  un  nombre  entier ,  il  faut  que  la  fraction ^-^^ 

•9 

soitaussi  on  nombre  entier,  et  comme  ce  nombre  entier  doit  être  positif,  on  f^rra 
—  =  —  A^..^.  (2),  00  p—-'Z=^,>4  étant  lin  nombre  entier  quel- 


conque. De  Tt-quation r— ^  =-^1  on  tirera  r==-^^— 7^-==  >^+—v-' ^'*)' 

Comme  ^  doit  être  on  nombre  entier,  il  faut  que  la  fraction — 7—    en    fK>it 

4 
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un   aussi;  B  élant  ce  nombre  entier,   on  aura   — ^^— -  =  JÎ;  d'où 

4 

A=zl^B  —  3.  Mettant  cette  valeur  de  A  dans  Téquation  (3),  cl  dans  Tcqua- 
tion  (2),    on   aura 

j  =  4S  — 3+^  =  55  — 3,  et  ±=i!l  =  _4B4.3; 

et  mettant  ces  valeurs  de  jr  et  de p dans  Tëquation  (i),   on  aura 

a?  =  97  —  20iB4-  12  —  4-B  -h  3,  d'où  a;  =  1 12  —  24-8.  Ainsi,  les  relations 
qui  lient  les  inconnues  (c  et  j^,  sont  ^7=  112  —  24JÎ,  etjr  =  5jB  —  3. 

Les  valeurs  qu'on  peut  donner  à  B  seront  comprises  depuis  £=  i  jusqu'à 
B  =  4-  ^^  faisant  JB  =  i ,  £  =  2 ,  jB=3  et  B  =4^  on  aura  respectivement 
pour  les  valeurs  de  a;,  88,  64y4^9  '6»  et  pour  celles  ùey^  2,  7,  12  et  17.  Il 
suit  de  là  que  le  payement  en  question  pourra  se  faire  de  quatre  manières. 

Si  pour  faire  le  même  payement  on  donnait  des  pièces  de  24/9  et  qu'on 
reçût  des  pièces  de  5.'  en  appelant  a;  les  pièces  de  24/ et  y  celles  de  5/,  en 
raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  on  trouvera  les  relations 
.T  =  5B  —  3 ,  et  j  =  n/^B  —  112;  d'où  Ton  voit  que  les  valeurs  de  B  seront 
depuis  B  =  5y  jusqu'à  B  =  oo  ;  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  une  infmité  de  ma- 
nières de  faire  le  payement  en  question. 

En  voilà  assez,  ce  me  semble ,  pour  faire  senlir  la  marche  à  suivre  pour 
résoudre  les  problèmes  qu'on  voudra,  du  premier  et  du  second  degrë.  Pour 
procurer  au  lecteur  l'occasion  de  s'exercer,  je  vais  donner  les  énoncés  de  quel- 
ques problèmes  avec  leurs  réponses. 

Enoncés  de  quelques  problèmes  à  re'soudre. 

a".  PROBLEME.  On  a  payé  une  somme  de  743.'  i5.*  8."!  pour  prix  de  43/ 
5.*"  4*^  d'ouvrage;  on  demande  combien  il  faudra  payer,  sur  le  même  pied, 
77.»3.'8.p* 

Béponse  ;  1 3 1 5.*  5.*  S.a  yf . 

2"'^  PROBLEME.  Une  garnison  n'a  plus  que  pour  27  jours  de  vivres,  mais 
en  tenant  encore  huit  jours  elle  peut  espérer  du  secours  ;  on  demande  à 
combien  il  faut  réduire  la  portion  de  chaque  soldat. 

Réponse  :  ^  de  la  ration  ordinaire. 

3^  PROBLEME.  Trois  compagnies  d'ouvriers  se  présentent  pour  creuser  un 
canal  ;  la  première  peut  le  faire  en  4o  jours,  la  seconde  en  36  et  la  troisième 
dans  28  ;  on  demande  combien  il  faudra  de  temps  pour  faire  le  même  ou- 
vrage, en  les  employant  toutes  les  trois  à  la  fois. 

Jiéponse  :  11.*  ^. 
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4"*.  PBOBL£HE«  Va  courrier,  marchant  i5  heures  par  jour,  fait  une  route 
le  375  lieues  dans  20  jours;  on  demande  combien  il  devra  marcher  d'heures 
>ar  jour,  pour  faire  4^0  lieues  dans  18  jours,  en  lui  supposant  toujours  ]a 
néme  Titesse. 

Réponse  :  17.'' |. 

5"'.  PROBLEME.  Une  somme  de  7400^'.  a  rapporté  pendant  27  mois  832.' 
10/;  on  demande  combien  une  autre  somme  de  85oo.'  doit  rapporter  sur  le 
tnémc  taux  d^ntérét  pendant  4^  mois. 

Réponse  :  i5g3.'  i5/ 

6"*.  PROBLÈME.  On  a  payé  une  somme  de  206.*  i.*  3/  pendant  7  mois, 
pour  les  intérêts  d'une  autre  somme  inconnue  à  47  pour  100  par  an;  on  de- 
mande quel  est  le  principaK 

Réponse  :  7850*. 

7"*.  PROBLÊME.  Trois  marchands  se  sont  associes,  le  premier  pour  une 
somme  de  75000.',  le  second  pour  54000.',  et  le  troisième  pour  240000.'  ;  le 
bénéfice  résultant  de  leur  société  est  de  i4iooo.';  on  demande  ce  qui  revient 
à  chacun. 

Réponse  :  a;  étant  la  part  du  premier,  j  celle  du  second,  et  z  celle  du  troi- 
sième, on  trouvera  07  =  29268.' j^,  j  =  21073.'  ^  et  z  =  93658.'^. 

8"*.  PROBLÊME.  Un  pcre  en  mourant  laisse  sa  femme  enceinte  d'un  pre- 
mier enfant;  il  ordonne,  par  son  testament,  que,  si  Tenfant  qui  naîtra  est  un 
garçon,  il  ait  les  f  du  bien  et  la  mère  les  f ,  et  si  elle  accouche  d'une  fille,  la 
mère  ait  les  j  du  bien  et  la  fdlc  j  :  il  arrive  que  la  mère  met  au  monde  un 
garçon  et  une  fille;  on  demande  comment  il  faut  partager  le  bien  du  père, 
suivant  les  intentions  exprimées  au  testament. 

Réponse  :  Il  faudra  diviser  le  bien  en  dix-sept  ]^arties  égales,  dont  on  don- 
nera 9  au  fils,  6  à  la  mère,  et  2  à  la  fille. 

g**.  PROBLÊME.  Un  particulier  demande  à  un  autre  ce  qu'il  a  gagné  d'écus  au 
jca;  celui-ci  lui  répond  :  si  l'avais  encore  gagné  la  moitié,  le  quart,  les  deux 
tiers  et  5  par  dessus,  j'en  aurais  gagné  i5o. 

Réponse  :  60. 

io"V  PROBLÊME.  Trouver Tescompte  d'une  somme  de  7800.'  i5.'6.'^à6  pour 
100,  escompte  en  dedans. 

Réponse  :  7359.'  4-*  5.»»  jj. 

I  L"^  PROBLÊME.  Un  imprimeur  achète  pour  i564o.'  de  papier  dont  il 
ronsent  de  payer  Tescompte  à  6  pour  100  d'intérêt  par  an,  avec  la  facullc 
le  diminuer  Tcscomplc  à  raison  du  temps  qu'il  pourrait  payer  avant  Te- 
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chéance  du  billet  :  il  vient  s^acquittcr  au  bout  de  240  jours;  on  demande  ce 
quMl  doit  donner  au  marchand  qui  lui  a  livré  son  papier. 

Réponse  :  i5336J  16/  5.**^. 

i2"*S  PROBLEME.  Un  ouvricr  travaillant  chez  un  particulier  pendant  12 
jours,  et  ayant  eu  avec  lui,  pendant  les  7  premiers  jours,  sa  femme  et  son  fils, 
a  reçu  74^.;  il  a  travaille  ensuite  chez  le  même  particulier  pendant  8  autres 
jours  sur  5  desquels  il  a  eu  avec  lui  sa  femme  et  son  fils,  et  il  a  reçu,  pour 
ce  temps,  5o^;  on  demande  combien  il  gagnait  par  jour  pour  sa  part,  et 
combien  gagnaient  ensemble  dans  le  même  temps ,  sa  femme  et  son  fils. 

Réponse  :  Le  prix  de  la  journée  de  l'ouvrier  :=z  5^,  et  celui  de  la  journée 
de  sa  femme  et  de  son  fils  =;:2^ 

i3"*'.  PROBLÊME.  On  a  acheté  séparément  les  charges  de  trois  voitures: 

IjSl  première  qui  contenait  3o  mesures  de  seigle,  20  d'orge,  et  10  de  fro- 
ment, a  coûté  23o'. 

La  seconde,  qui  contenait  i5  mesures  de  seigle,  6  d'orge  et  12  de  fromenl,a 
coûté  i38^ 

La  troisième,  qui  contenait  10  mesures  de  seigle,  5  d'orge  et  4  de  froment,  1 
a  coûté  75^  1 

On  demande  à  combien  revient  la  mesure  de  seigle,  celle  d^orge  et  celle  de 
froment. 

Réponse  :  x  étant  le  prix  de  la  mesure  de  seigle, y  de  celle  dWgc,  etxde 
celle  de  froment,  on  aura  a7  =  4i>'  =  3  et  z  =  5. 

i4"*.  PROBLÊME.  I3n  homme  qui  s'est  chargé  de  transporter  des  vases  de 
porcelaine  de  trois  grandeurs  a  fait  ce  marché  :  qu'il  payerait  autant  par 
chaque  vase  qu'il  casserait ,  qu'il  recevrait  pour  ceux  qu'il  rendrait  en 
bon  état. 

On  lui  donne  d'abord  2  petits  vases ,  4  moyens  et  9  grands  ;  il  casse  les 
moyens,  rend  tous  les  autres  en  bon  état,  et  reçoit  une  somme  de  28'. 

On  lui  donne  ensuite  7  petits  vases,  3  moyens  et  5  grands;  cette  fois  il 
rend  les  petits  et  les  moyens,  il  casse  les  5  grands,  et  il  reçoit  seulement  3'. 

Enfin,  on  lui  remet  9  petits  vases,  10  moyens  et  11  grands  qu^il  casse, et 
ne  reçoit  en  conséquence  que  l\.  On  demande  ce  qu^on  a  payé  pour  le  trans- 
port d'un  vase  de  chaque  grandeur. 

Réponse  :  x  étant  le  prix  des  petits,  y  celui  des  moyens,  et  x  celui  des 
grands ,  on  aura a7  =  2,/  =  3,etz  =  4. 

Les  énoncés  de  problêmes  qu'on  vient  de  lire  sont  tirés  de  rarilhméliqae 
de  Mauduit,  et  de  l'algèbre  de  M.  Lacroix ,  où  l'on  en  trouvera  la  solution. 
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SECTION  III 


GÉOMÉTRIE    PLANE. 


l".    LEÇON. 
Ob/et  de  la  Géométrie  en  général;  la  ligne  droite,  et  les  angles i 

I .  JLiA  géométrie  a  pour  objet  tout  ce  qui  est  relatif  à  retendue  et  à  la  forme 
des  corps,  sans  s^occuper  de  la  cause  qui  donne  aux  corps  retendue  et  la 
Forme. 

2.  L^étendue  d'un  corps  a  toujours  trois  dimensions ,  qu^on  désigne  sous 
les  noms  de  longueur^  largeur  et  hauteur  ou  épaisseur^  ou  profondeur. 

3.  Ce  qui  détermine  Fétendue  et  la  forme  d'un  corps  est  ce  qu'on  appelle 
rurface.  La  surface  d'un  corps  est  donc  ce  que  le  corps  offre  à  notre  vue  ou 
à  notre  tact  ;  de  sorte  qu'il  faut  entendre  que  la  surface  ne  fait  point  partie 
du  corps,  et  qu'elle  n'en  est  pourtant  pas  séparée  ;  c'est-à-dire  qu'une  surface 
n*a  point  d'épaisseur  :  elle  n'a  que  deux  dimensions  :  longueur  et  largeur. 

On  peut  supposer  le  corps  anéanti,  et  conseTcr  l'idée  de  sa  surface;  mais 
dors  la  surface  sera  un  être  idéal  qui  n'aura  aucune  existence  réelle ,  auquel 
pourtant  nous  pourrons  attacher  la  double  idée  de  longueur  et  de  largeur , 
lans  épaisseur,  indépendamment  de  la  forme  que  celte  surface  pourra  avoir 
par  abstraction. 

4-  En  considérant  les  surfaces  isolément  des  corps  qu'elles  peuvent  ter- 
miner, on  conçoit  que  deux  surfaces  peuvent  s'intercepter ,  et  que  leur  inter- 
section est  un  nouvel  être  idéal  différent  des  surfaces  et  des  corps.  On  lui  donne 
le  nom  de  ligne.  Puisque  les  surfaces  n'ont  point  d'épaisseur ,  les  lignes  ne 
peuvent  point  en  avoir  non  plus;  de  plus  elles  ne  pourront  point  avoir  de 
largeur,  sans  quoi  elles  seraient  des  surfaces;  donc  les  lignes  n'ont  qu'une 
seule  dimension  :  longueur.  Les  bords  ou  les  limites  d'une  surface  sont  aussi 

des  lignes. 

5.  Les  extrémités  d'une  ligne  s'appellent  points.  Le  lieu  où  deux  lignes  se 
coupent  est  aussi  un  point.  Le  point  n'a  aucune  étendue. 

6.  Les  lignes  sont  droites  ou  courbes.  Il  n'y  a  qu'une  seule  espèce  de  ligne 
droite,  mais  il  y  en  a  une  infinité  de  courbes  différentes. 
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que  CE+EB=BG«  Si  dans  le  premier  membre  de  cette  dernière  inégalité 
on  met  AD+DB  au  lieu  de  AE  +EB ,  comme  nous  avons  trouvé  AD  + 
DB<AE  +EB,  on  aura,  à  plus  forte  raison,  AD+DB<AC+CB,  cl  la 
proposition  sera  démontrée. 

Des  Angles. 

14.  DEFINITIONS.  Si  deux  droites  AB,  AC  (fig.  5)  se  rencontrent  en  un 
point  A,  récartcment  de  ces  deux  droites.  Tune  par  rapport  à  l'autre,  est 
ce  qu'on  appelle  angle. 

L'angle  que  deux  droites  forment  en  se  rencontrant  est  aussi  ce  qu'on  ap- 
pelle r inclinaison  de  ces  droites ,  Vune  par  rapport  à  Vautre. 

Le  point  A  où  les  deux  droites  AB,  AC  se  coupent  est  le  sommet  de  l'angle. 
Les  droites  AB,  AC  elles-mêmes  en  sont  les  côtés. 

Il  est  important  de  remarquer  que  la  grandeur  de  l'angle  ne  dépend  que 
de  récartement  des  côtés,  et  nullement  de  la  grandeur  de  ces  mêmes  côtés. 

Pour  désigner  un  angle ,  on  se  sert  de  trois  lettres  dont  une  est  placée  près 
du  sommet,  et  les  deux  autres  le  long  des  côtés,  ainsi  qu'on  le  voit  pour 
Tangle  dont  il  s'agit  (fîg.  5).  Quand  on  écrit  ou  qu'on  exprime  verbalement 
ces  lettres  pour  désigner  un  angle ,  on  a  soin  d'écrire  ou  d'exprimer  verbale- 
ment la  lettre  du  sommet  entre  les  deux  autres;  ainsi,  par  exemple,  pour 
désigner  l'angle  de  la  figure  5,  on  écrira  et  on  dira  l'angle  BAC,  ou  CAB, 
et  jamais  ABC,  ni  CBA. 

Quand  un  même  point  ne  sert  de  sommet  qu'à  un  même  angle,  on  se  con- 
tente de  le  désigner  par  la  lettre  du  sommet  seulement. 

i5.  DÉFINITIONS.  Si  deux  droites  AB,  CD  (fîg.  6)  se  rencontrent  de  manière 
que  les  angles  adjacens  ADC ,  CDB  qu'elles  forment  soient  égaux  entre  eux, 
les  deux  droites  AB,  CD  seront  àii^s perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  et  les 
deux  angles  ADC ,  BDC  s'appeleront  angles  droits. 

Tout  angle  comme  ADE  (fig.  6)  qui  est  plus  grand  qu'un  angle  droit 
ADC,  est  dit  obtus,  et  tout  angle  comme  EDB  plus  petit  qu'un  angle  droit 
CDB  est  dit  aigu.  Les  angles  obtus  et  ceux  qui  sont  aigus  prennent  aussi  le 
nom  â^ angles  obliques. 

16.  THEOREME  4*  Lc^  angles  droits  sont  tous  égaux  entre  eux. 

Cette  proposition  n'est  point  du  tout  une  suite  immédiate  de  la  définition 
des  angles  droits. 

En  effet,  si  les«droites  AB,  CD  (fig.  7)  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
ainsi  que  les  droites  EF,  GH,  on  aura  bien  l'angle  ACD=DCB,  et  l'angle 
£GII=HGF,  mais  de  ce  que  ces  deux  égalités  ont  lieu,  il  ne  s'ensuit  pas 
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pc  ACD=:EGH;  car  de  ce  que  3=:3,  et  2  =  2,  il  ne  s'ensuit  point  que  3 
soit  égal  à  2.  La  proposition  a  donc  besoin  d'être  dcmontrcc. 

Pour  cela,  prenons  les  quatre  dislances  CA,  CB ,  GE,  GF  (*■§■  7  ) 
égales  entre  elles,  ce  qui  donnera  AB^EF,  et  transportons  l'une  des 
deux  figures  sur  l'aulre,  de  manière  que  le  point  E  de  l'un  soit  sur  le 
point  A  de  l'autre,  et  le  point  F  de  la  première,  sur  le  point  B  de  la  se- 
conde (ce  qui  est  possible,  puisque  AB^EF);  comme  par  deux  points 
donnés  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  ligne  droite  (n".  10),  la  droîLe  EF 

(coïncidera  dans  toute  son  c'tcndue  avec  la  droite  AB,  et  le  milieu  G  de  EF 
toïncidcra  avec  le  milieu  C  de  AB.  Mais  le  point  G  appartient  à  la  droite 
fSH,  cl  le  point  C  à  la  droite  CD;  ces  deux  droites  GII,  CI)  auront  donc  un 
iioint  de  commun;  il  ne  restera  donc  plus  qu'à  faire  voir  que  la  droite  GHdoît 
Rendre  la  direction  de  CD,  . 

Supposons  que  cela  ne  soit  pas  vrai,  et  que  la  droite  GH  prenne  la  direc- 
tion Ci  ouCK,  CI,  par  exemple;  l'angle  AGI  ne  sera  autre  cliose  que  l'angle 
EGH,  et  l'angle  ICB  ne  sera  autre  chose  que  l'angle  HGF  ;mais  EGH=HGF  ; 
il  faut  donc  que  AGI  =  ICB ,  ce  qui  sera  impossible ,  tant  que  la  droite  CI 
ne  coïncidera  pas  avec  CD;  maïs  il  faut  nécessairement  que  ACI  =  ICB  ;  il 
faut  donc  aussi  nécessairement  que  la  droite  CI  coïncide  avec  CD,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  les  angles  droits  ACD,  EGH  soient  égaux  entre  eux;  ce 
qu'il  fallait  démonlrcr. 

17.  TnÉouÈME  5.  Si  deux  droites  AB,  CD(fig.  8)  se  rcnr.onlrent  d'une 
manière  quelconque .  elles  formeront  deux  angles  adjacens  ACD,  DCB,  dont 
la  somme  sera  égale  à  deux  angles  droits. 

En  effet,  par  le  point  C  où  les  deux  droites  se  rencontrent,  élevons  une  per- 
pendiculaire CE  à  la  droite  AB;  les  angles  ACE,  ECB  seront  droits,  et  il 
est  évident  qu'on  aura  ACD  =  ACE  +  ECD,  et  DCB  =  ECB  — ECD; 
ajoutons  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  il  nous  viendra  ACD4- 
DCB  =  ACE-|-ECB-hECD^ECDCi),ce  qui  se  réduira  à  ACD4-DCB  = 
ACE  4- ECB,  à  cause  des  deux  termes  semblables  et  de  signes  contraires 
qui  sont  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (i).  Mais  le  second  membre 
de  la  dernière  se  compose  de  deux  angles  droits  ,  et  le  premier  membre 
des  deux  angles  adjacens  formés  par  les  droites  AB,  CD  ;  donc  la  proposi- 
tion est  démontrée. 

1 8.  Remarque.  En  général,  quand  deux  angles  valent  ensemble  deux  angles 
droits,  on  dit  que  ces  deux  angles  sont  supple'mens  l'un  de  l'autre. 

il  suit  de  là  que  le  supplément  d'un  angle  est  ce  qui  manque  à  cet  angle 
pour  égaler  deux  angles  droits. 
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Il  suit  encore  de  là  que  deux  angles  sont  <$gaux  lorsquUls  ont  le  même  sup- 
plément. 

Quand  deux  angles  yalent  ensemble  un  seul  angle  droit,  ces  deux  angles 
sont  complémens  Tun  de  Tautre  ;  de  sorte  que  le  complément  d^un  angle  est 
ce  qui  manque  à  cet  angle  pour  égaler  un  angle  droit. 

Deux  angles  qui  ont  le  même  complément  sont  évidemment  égaux. 

Il  faut  distinguer  deux  sortes  de  supplémens,  et  deux  sortes  de  complémens: 
les  supplémens  et  les  complémens  y^o^ii^ ,  et  les  supplémens  et  les  complé- 
mens négatifs. 

Le  supplément  ou  le  complément  est  positif,  quand  il  faut  Tajouterà  Tangle 
en  question  pour  avoir  deux  angles  droits  ou  un  seul;  et  il  est  négatif,  quand, 
au  contraire,  il  faut  le  retrancher  de  Tangle  en  question  pour  avoir  deux  an- 
gles droits  ou  un  seul. 

Ainsi,  pour  que  deux  angles  soient  égaux,  il  ne  suffit  pas  que  leura  sup- 
plémens ou  leurs  complémens  soient  de  même  grandeur,  il  faut  de  plus  qu'ils 
soient  tous  les  deux  positifs  ou  tous  les  deux  négatifs. 

ig.  THÉORKME  6.  Si (leuo: angles  ACD ,  DCB  (Hg.  ^)  sont adjacens ,  tique 
leur  somme  soit  égale  à  deux  angles  droits ,  les  deux  côtés  extérieurs  CA»  CB 
seront  le  prolongement  lun  de  l autre. 

£n  effet,  si  BC  n'est  pas  le  prolongement  de  AC,  ce  prolongement  sera 
une  droite  CE  différente  de  CB,  qui  passera  par  le  point  C ,  de  sorte  que  la 
ligne  ACE  sera  droite.  Mais  si  la  ligne  ACE  est  droite,  les  angles  adjaceni 
ACD,  DCE  vaudront  ensemble  deux  angles  droits;  or,  par  hypothèse  les 
angles  ACD,  DCB  valent  aussi  ensemble  deux  angles  droits;  donc  ACD-f 
DCE  =  ACD  +  DCB.  Mais  ces  deux  sommes  égales  ont  un  terme  commun 
ACD;  les  deux  autres  termes  seront  donc  égaux;  c'est-à-dire  que  Tangle  DCE 
sera  donc  égal  à  Tanglc  DCB,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la 
droite  CE  ne  coïncide  avec  CB,  ou,  en  d'autres  termes,  à  moins  que  la 
droite  CB  ne  soit  le  prolongement  de  AC,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

20.  Si  deux  lignes  droites  ont  deux  points  A  e/  B  (fig.  lo  )  de  communs, 
quelque  loin  quon  prolonge  ces  deux  droites,  elles  seront  toujours  Tune  sur 
fautre. 

En  effet,  il  est  clair  qu'entre  les  deux  points  communs  A  et  B  aux  deux 
droites,  ces  deux  droites  coïncideront,  puisque  par  deux  points  donnés  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  ligne  droite;  ainsi,  si  ces  deux  droites  ne  coïncideat 
pas  dans  quelqu'endroit ,  ce  ne  pourra  être  qu'au-delà  de  l'un  des  points  com- 
muns A  et  B.  Supposons  donc  que  passé  le  point  B,  l'une  prenne  la  direc- 
tion BC ,  et  l'autre  la  direction  BD;  les  lignes  ABC,  ABD  seront  également 
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droites;  si  donc  parle  point  B,  nous  menons  BE  perpendiculaires  à  la  partie 
cooimune  AB  aux  deux  droites ,  puisque  les  lignes  ABC,  ABD  sont  droites, 
les  angles  £BC ,  £BD  seront  droits,  mais  les  angles  droits  sont  ëgaux  entre 
eux  (n^  16)  ;  donc  EBC  =:  EBD,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la 
droite  BD  ne  coïncide  avec  BC;  donc,  etc. 

21.  THEOBEME  7.  SipoT  un  poifU  C  d'unedroite  AB  (iig.  11)  on  mène,  au- 
dessus  de  cette  droite  AB ,  tant  de  droites  CD ,  CE,  CY,etc.,  qu'on  voudra, 
la  somme  de  tous  les  angles ,  formés  par  cette  suite  de  droites,  sera  toujours 
égale  à  deux  angles  droits. 

En  effet,  par  le  point  C,  sommet  commun  à  tous  ces  angles,  ëlcvons  une 
perpendiculaire  CG  à  la  droite  AB  ;  la  somme  de  tous  les  angles  compris  dans 
Tangle  droit  GCB  sera  égale  à  cet  angle  droit,  et  la  somme  de  tous  les  angles 
compris  dans  Tangle  droit  GCA  sera  égale  à  ce  second  angle  droit;  donc 
la  somme  de  tous  les  angles  dont  il  s'agit  sera  égale  à  deux  angles  droits. 

23.  Corollaire,  llsuit  de  Ihqne  tant  d'angles  qu'on  voudra  qui  auront  leur 
sommet  au  même  point  C  (  fig.  12)  et  dont  les  côtés  seront  situés  dans  un  même 
plan ,  vaudront  toujours  ensemble  quatre  angles  droits. 

Car  si  par  le  sommet  commun  C  on  mène  une  droite  AB,  tous  les  angles 
qui  seront  situés  au-dessus  de  cette  droite  AB  vaudront  ensemble  deux  angles 
droits,  et  tous  ceux  qui  seront  situés  au-dessous  de  cette  même  droite  AB 
vaudront  aussi  deux  angles  droits;  tous  ces  angles  réunis  formeront  donc  une 
somme  qui  sera  égale  à  quatre  angles  droits. 

23.  THEORÈBIE  8.  Si deux  droites  AB,  CD  (fig.  i3)  5^  coupent  comme  on 
voudra;  les  angles  AEC^  DËB,  ou  AED,  CEB ,  opposés  parle  sommet, 
seront  égaux. 

En  effet,  puisque  la  ligne  AEB  est  droite,  Tangte  AED  est  le  supplément 
de  l'angle  DEB  ;  et  puisque  la  ligne  CED  est  droite  aussi ,  le  même  angle  AED 
est  le  supplément  de  Tangle  AEC  :  les  deux  angles  DEB,  AEC ,  ont  donc  le 
même  supplément;  donc(n\  18)  ils  sont  égaux.  De  même  Tangle  AEC  est 
à  la  fois  le  supplément  des  angles  AED ,  CEB  ;  donc  ces  deux  derniers  angles 
sont  égaux  ;  donc  enfin ,  etc. 

a4*  THÉOBÈME  9.  Si  la  ligne  AEB  (fig.  i3)  est  droite,  et  qui  en  même 
temps  les  angles  AEC ,  DEB  (qrm  sont  opposés  par  le  sommet)  soient  égaux 
entre  eux ,  les  côtés  CE ,  DE ,  de  ces  angles ,  seront  l'un  le  prolongement  de 
l'autre. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  il  suffira  d^observer  que  la  ligne  AEB 
étant  droite,  Tangle  DEB  sera  le  supplément  de  AED  ;  mais  les  angles  AEC, 
DEB  sont  égaux  par  hypothèse,  donc,  au  lieu  de  Tangle  DEB,  on  pourra 
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prendre  son  ëgal  AEC  pour  le  supplément  de  AED;  or,  ces  deux 

angles,  supplément  Tun  de  Tautrc,  sont  adjacens;  donc  (n^  19)  les  côtés 

£C,  ED  sont  Tun  le  prolongement  de  Fautre;  donc,  etc. 

25.  THEOREME  10.  Si  qucUre  angles  liEli,  AED,  AEC  elCEB  (fig.  i3) 
sont  tels  que ,  ayant  leur  sommet  au  même  point  E ,  les  opposés  par  le  sommet 
DEB  ,  AEC  et  AED  ,  CEE  soient  égaux  entre  eux,  les  côtés  de  ces  angles 
seront  deux  à  deux  le  prolongement  l'un  de  fautre. 

D'abord  on  observera  que  la  somme  de  ces  quatre  angles  est  égale  à  qualre 
angles  droits  (n^  22)  :  si  donc  nous  prenons  Fangle  droit  pour  unités  nous  au- 
rons AEC +AED+DEB-{-CEB=  4....  (i).  Mais  nous  avons  AEG=DEB 

et  AED=^CEB (2);  ajoutons  ces  deux  égalités  membre  i  membre,  et 

nous  aurons  AEC +AED  =  DEB  +  CEB;  le  premier  membre  de  F^- 
lité  (i),  qui  peut  se  mettre  sous  celte  forme  (AEC+AED>+<DEB4-CEB)=4 
se  compose  donc  de  deux  sommes  parlielles  égales;  donc  Fune  de  ces  deux 
sommes  égalera  la  moitié  du  second  membre;  nous  aurons  donc  AEC  + 
AED  =  2;  mais  ces  deux  angles  AEC,  AED  sont  adjacens,  les  côtés  exté- 
rieurs CE,  ED  de  ces  deux  angles  (n^  19)  sont  donc  le  prolongement  l'iin 
de  Faulre,  ce  qui  réduit  la  proposition  actuelle  à  celle  du  numéro  précé- 
dent. 

2"*%    LEÇON. 


Les  Perpendiculaires  ;  les  Obliques,  et  les  Triangles, 

26.  Définition.  Toute  droite,  comme  DA  (fig.  14 ),  menée  d'un  point 
donné  D  hors  d'une  droite  AB ,  qui  n'est  pas  perpendiculaire  à  la  droite  AB, 
prend  le  nom  (Toblique. 

27.  THÉORÈME  II.  Siparun point  D  (^fig.  i/^),  pris  hors  d'une  droite  as, 
on  abaisse  une  perpendiculaire  DC  à  la  droite  AB ,  et  une  oblique  quelconque 
DA ,  la  perpendiculaire  DC  sera  plus  courte  que  l'oblique  D  A. 

En  effet,  prolongeons  la  perpendiculaire  DC  d'une  quantité  CE  =  CD,  et 
joignons  les  points  A  et  E  par  la  droite  AE.  Cela  posé,  je  dis  d'abord  que  le 
chemin  DAE  sera  brisé,  puisque  par  deux  points  donnés  D  et  E  (n*.  10)  on 
ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  DE  ;  ce  qui  nous  donnera  DE<DA+AE 

ou  DC  +  CE  <  DA  +  AE ,  ou  encore  2DC  <  DA  -t-  AE, (1) ;  ensuite , 

je  dis  que  DA  =  AE;  car  les  angles  ACD,  ACE  sont  égaux  comme  étant 
droits,  et  par  construction  CE  =  CD;  si  donc  on  fait  tourner  la  figure  AEC 
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autour  de  la  droite  AC  pour  la  faire  tomber  sur  la  figure  ADC  ;  la  droite  CE 
coïacidera  avec  son  égale  CD,  de  manière  que  le  point  £  tombera  sur  le  point 
D  ;  mais  le  point  A  restera  sur  lui-même;  donc  la  droite  AE  coïncidera  avec 
la  droite  AD;  donc  enfin  AE  =  AD,  ce  qui  réduit  Tinégalité  (i)  à  2DC  < 
2DA,  d'où  DC  <  DA;  ce  quHl  fallait  démontrer. 

28.  THÉORÈME  12.  Réciproquement,  si  la  droite  DC  (fig.  1/^)  est  le  plus 
court  chemin  du  point  D  à  la  droite  AB ,  la  droite  PC  sera  perpendiculaire 
à  AB. 

En  effet,  si  la  droite  DC  notait  pas  perpendiculaire  à  AB,  par  le  point  D 
on  pourrait  abaisser  une  droite  qui  serait  perpendiculaire  à  AB,  et,  d'après  la 
proposition  précédente,  celte  perpendiculaire  serait  le  plus  court  chemin  du 
point  D  4  la  droite  AB;  de  ce  point  D  pour  aller  à  la  droite  AB,  il  y  aurait 
donc  deux  chemins  plus  courts,  qui  suivraient,  Tun  la  direction  oblique, 
et  l'autre  la  direction  perpendiculaire;  mais  ces  deux  chemins  plus  courts 
seraient  évidemment  égaux  ;  Toblique  serait  donc  égale  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  même  point  D,  ce  qui  serait  contraire  à  la  proposition  précédente  ; 
donc  si ,  etc. 

29.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  pour  aller  d'un  point  à  une  droite,  il  ny 
a  quun  seul  plus  court  chemin ,  et  que  ce  seul  plus  court  chemin  est  la  perpen^ 
diculaire  abaissée  du  point  sur  la  droite.  Par  conséquent,  la  vraie  distance 
d'un  point  à  une  droite,  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
droite. 

30.  Corollaire  2.  Il  suit  encore  de  là  que ,  par  un  point  donné  hors  dune 
droite,  on  ne  peut  abaisser  quune  seule  perpendiculaire  à  cette  droite.  Car  si 
Ton  pouvait  en  abaisser  deux,  il  y  aurait  deux  chemins  plus  courts,  dans 
des  directions  différentes  pour  aller  d'un  point  à  une  droile,  ce  qui  est  im- 
possible. 

3i.  THEORÈBIE  i3.  P€ar  un  point  donné  D  sur  une  droite  AB  (fig.  6), 
on  ne  peut éleçer  quune  seule  perpendiculaire  DC  à  cette  droite  AB. 

Car  si  l'on  pouvait  en  élever  une  seconde  DE,  les  angles  CDB,  EDB  se- 
raient égaux,  comme  étant  droits,  ce  qui  est  évidemment  impossible ,  puisque 
la  partie  ne  peut  pas  égaler  le  tout. 

32.  THEOEEME  1^.  SipoT  un  point  E  donné  hors  d'une  droite  AB  (fig.  1 5  ) 

on  abaisse  une  perpendiculaire  Wù  et  différentes  obliques ,  i^.  les  obliques  qui 

s'écarteront  également  de  la  perpendiculaire  seront  égales,  et  2"".  de  deux 

obliques  inégalement  écartées  de  la  perpendiculaire ,  celle  qui  s'en  écartera  le 

plus  sera  la  plus  grande. 

V^.  Supposons  que  les  deux  obliques  CE,  BE  soient  également  écartées  de 

3o 
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la  perpendiculaire  ED;  c^est-à-dire ,  supposons  que  les  distances  DC,  DB 
soient  égales:  je  dis  que  les  deux  obliques  CE,  BE  seront  égales.  En  effet, 
les  angles  CDE ,  BDE  sont  égaux  comme  étant  droits;  on  pourra  donc  faire 
tourner  Tanglc  EDB  autour  du  côte  ED,  de  manière  qu^il  vienne  coïncider 
avec  son  égal  EDC  ;  mais  le  point  E  tourne  sur  lui-même ,  et  DB  ==  DC  ;  le 
point  B  tombera  donc  sur  le  point  C  :  les  extrémités  des  droites  £B ,  CE 
coïncideront  donc;  elles  seront  donc  égales. 

2"*.  Supposons  que  les  deux  obliques  EB,  EÂ  soient  inégalement  écartées  de 
la  perpendiculaire  ED,  c^est-à-dire  que  la  dislance  DA>DB;  je  dis  qu'on  aura 
ÂE>EB.  En  effet,  si  Ton  porte  DB  de  Den  C,  le  point  C  sera  entre  les  points 
D  et  Â,  et  Toblique  EC  =  EB.  Cela  posé,  prolongeons  la  perpendiculaire 
ED  d'une  quantité  DF  =  DE ,  et,  par  le  point  F  et  les  points  G  et  A,  me- 
nons les  droites  FG,  FA  :  les  obliques  GE,  GF  seront  égales  comme  étant 
également  écartées  de  la  perpendiculaire  AD  à  la  droite  EF,  et  il  en  sera  de 
même  des  obliques  AE ,  AF.  De  plus  le  chemin  brisé  EAF  sera  plus  grand 
que  le  chemin  brisé  EGF;donc  la  moitié  EA  du  premier  sera  plus  grande  que 
la  moitié  GE  du  second,  ou  plus  grande  que  Toblique-EB  =  GE  ;  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

33.  THEORÈBIE  i5.  Réciproquement^  si  par  un  point  T)  (fig.  i5)  pris  hors 
d'une  droite  AB ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  etdifférerUes  obliques;  i^  les 
obliques  égales  s* écarteront  également  de  la  perpendiculaire ,  et  2*.  de  deux 
obliques  inégales ,  la  plus  grande  sera  celle  qui  s'écartera  le  plus  de  la  perpen- 
diculaire. 

i"".  Si  les  obliques  GE,  BE  sont  égales,  elles  seront  également  écartées  de  la 
perpendiculaire  ;  c'est-à-dire  que  DG  =  DB. 

En  effet,  si  cela  n'est  pas  Trai,  DG  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  DB. 
Mais  si  DG  était  plus  grand  que  DB,  GE  serait  plus  grand  que  EB  ,  ce  qui 
est  contre  Thypothèse;  donc  DG  n'est  pas  plus  grand  que  DB.  Si  DG  était 
plus  petit  que  DB,  GE  serait  plus  petit  que  BE,  ce  qui  est  encore  contre  Thy- 
pothèse  ;  donc  GD  ne  peut  être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  que  DB  ;  donc 
enfin  GD  =  DB. 

2\  Supposons  que  AE  soit  plus  grand  que  BE  ;  je  dis  que  AD  >  DB. 

En  effet,  si  AD  n'est  pas  plus  grand  que  DB ,  AD  sera  plus  petit  que  DB  i 
ou  ces  deux  distances  seront  égales.  Mais  si  AD  était  plus  petit  que  DB,  hS* 
serait  plus  petit  que  BE ,  ce  qui  est  contre  Thypothèse;  donc  on  ne  peut  avoî^ 
AD<DB.  Si  AD  =  DB,  AE  serait  égal  à  BE,  ce  qui  est  encore  contre 
rhypothcse  ;  donc  AD  >  DB  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

34.  THÉORÈME  16.  Si  par  le  milieu  G  d'une  droite  AB  (fig.  16)  on  élè^'^ 
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une  mrpendiculaire  CD  à  la  droite  AB,  toits  les  points  de  cette  perpendicu- 
laire CD  seront  à  égales  distances  des  extrémités  A  et  h  de  la  droite  AB. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  D  de  la  perpeniliculairc  CD,  menons 
les  droites  DA ,  DB  aux  cxlre'milcs  de  la  droite  AB  ;  ces  droites  DA,  DB 
seront  des  obliques  également  écartées  de  la  perpendiculaire  CD  ,  puisque  le 
point  G  est  au  milieu  de  AB  ;  donc  ces  obliques  seront  égales  ;  donc  le  point 
D  quelconque  de  la  perpendiculaire  CD  élevée  au  milieu  de  la  droite  AB, 
sera  à  égales  distances  des  extrémités  de  celte  droite  AB. 

3j.  théorème.  17.  Il  n'y  a  ffiie  les  points  de  la  perpendiculaire  CD  élecée 
sur  le  milieu  dune  droite  AB  (  fig.  iG  ),  qui  soient  à  égales  dislances  des  extré' 
miies  A,  B  de  la  droite  AB. 

Si  l'on  prend  un  point  E  hors  de  la  perpendiculaire  CD  élevée  sur  le 
milieu  de  la  droite  AB,  en  menant,  par  ce  point  E ,  les  droites  EA ,  EB  aux 
eslrémilés  de  la  droite  AB,  on  aura  EA  >  EB.  En  effet,  le  point  E  étant  de 
l'autre  cùlo  de  la  droite  CD  par  rapport  au  point  A  ,  la  droite  EA  coupera  lu 
droite  CD  au  point  D  ;  et ,  puisque  la  droite  CD  est  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  droite  AB ,  le  point  D  sera  à  égales  distances  des  cxlrémitcs  A  et  B  de  la 
droite  AB  :  on  aura  donc  AD=BD;  mais  en  comparant  le  chemin  brisé  BDE  à 
la  droite  EB,on  aura  BD-1-DE>EB,  ou  AD+DE>EB,  en  mettant 
AD  à  la  place  de  son  égal  BD;  or  AD-(-DE=:AE;  donc  AE>EB;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

»Les  Triangles. 
36.  DÉFINITION.  Deux  droitcs  AB ,  AC  (fig,  17)  qui  forment  un  angle 
CAB  enferment  un  espace  qui,  dans  le  sens  opposé  au  sommet  A ,  s'étend  à 
rinfîni.  Pour  limiter  cet  espace,  il  est  évident  qu'il  faut  au  moins  une  Iroi- 
sième  droite  BC  qui  coupe  à  la  fois  les  deux  côtés  AB  ,  AC  de  l'angle  CAB. 
Vespace  ABC ,  enfermé  par  les  trois  droites  AB ,  AC  et  BG  ,  est  ce  qu'on 
appelle  un  triangle,  parce  qu'il  a  trois  angles  A,  B  et  G  :  les  trois  droites  qui 
forment  le  triangle  en  sont  les  côtés. 

Quand  les  trois  côtés  sont  égaux,  le  triangle  s'appelle  équilatéral ;  si  deux 
côtés  seulement  sont  égaux,  le  triangle  est  isocèle,  et  si  les  trois  côtés  sont 
inégaux,  il  est  scalène. 

Si  un  triangle  a  un  angle  droit,  il  est  dit  rectangle,  et  le  côte  opposé  à 
Tanglc  droit  s'appelle  hypoihénuse.  Ainsi,  si  dans  le  triangle  ABC  (fig.  17) 
l'angle  B  est  droit,  le  côté  AC  sera  l'hypothénuse. 

37.  TfiÉOHÈME  18.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  l'hy- 
f^cÛiénuse  égale ,  et  l'un  des  angles  aigus. 


236  COURS  DE  CONSTRUCTION. 

Supposons  les  deux  triangles  rectangles  ÂBC ,  cAc  (fig.  1 7)  ;  si  Tangle  A=a , 
et  rhypothénusc  ÂG=ac;  en  faisant  coïncider  les  angles  égaux  A,  a,  les 
hypothénuses  AC ,  ac  coïncideront  aussi.  Le  point  c  sera  donc  sur  le  point 
C;  je  dis  maintenant  que  le  côté  cb  coïncidera  avec  CB,  car  autrement  il 
serait  possible  d^abaisser  deux  perpendiculaires  par  le  même  point  C  sur  le 
côté  AB,  ce  qui  est  impossible  (n""  3i);  donc,  etc. 

38.  THEOREME  19.  Dcux  ùiongles  rectangles  ABC,  abc  (fig.  17)  sont 
égaux  lorsqu'ils  ont  Vhypoihénuse  et  un  côté  de T angle  droit  égaux. 

Supposons  donc  que  rhypotbénusc  AC  soit  égale  à  Thypothénuse  ac^  et 
que  le  côté  BC  soit  égal  au  côté  bc  ;  en  faisant  coïncider  les  angles  droits  B 
et  b^  ainsi  que  les  côtés  égaux  BC,  bc\  si  les  hypothénuses  ne  coïncidaient  pas 
en  même  temps,  ainsi  que  les  côtés  AB,  06,  deux  obliques  égales  pourraient 
être  également  éloignées  de  la  perpendiculaire ,  ce  qui  est  impossible  ; 
donc,  etc. 

39.  THEOREME  20.  Dcux  triangles  quelconques  qui  ont  un  côté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux ,  chacun  à  chacun ,  sont  égaux. 

En  effet,  supposons  (fig.  18)  que  les  deux  triangles  ABC,  abc  soient  tels 
que  le  côté  AB  du  premier  soit  égal  au  côté  ab  du  second;  que  Tangle  A  du 
premier  soit  égal  à  Tangle  a  du  second,  et  que  Tanglc  B  du  premier  soit  égal 
à  Tangle  bùu  second  :  en  superposant  ces  deux  triangles  de  manière  que  le  côté 
nb  du  second  coïncide  avec  son  égal  AB  du  premier,  à  cause  que  a=A,  et 
6=: B,  il  est  clair  que  le  côlé  ac  prendra  la  direction  de  AC,  et  bc  celle  de 
BC;  donc  le  point  c  tombera  sur  le  point  C;  donc  enfin  les  deux  triangles 
ABC,  air,  seront  parfaitement  égaux,  puisque,  superposés,  ils  coïncident  dans 
toutes  leurs  parties. 

40.  THEOREME  21.  Dcux  triangles  quelconques  qui  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  égaux ,  chacun  à  cliacun,  sont  égaux. 

Supposons  (fig.  i8)  que  Tangle  A  du  triangle  ABC,  soit  égal  à  Tangle  ada 
triangle  abc;  que  le  côté  AB  du  premier  soit  égal  au  côté  a6  du  second,  et  le 
côté  AC  du  premier,  soit  égal  au  côté  acda  second  :  en  superposant  les  dea' 
triangles  de  manière  que  les  deux  angles  égaux  A  et  a  coïncident,  à  cause 
qu'on  a  AB=a6.  et  AC=ac,  il  est  clair  que  le  point  b  coïncidera  aveclc 
point  B,  et  le  point  c  avec  le  point  C  ;  mais  par  deux  points  donnés  on  ne 
peut  mener  qu'une  ligne  droite;  donc  les  deux  côtés bc^  BC  coïncideront,  ci 
par  conséquent  les  deux  triangles  seront  égaux. 

4i.  THÉOHÈME  22.  Si  dcux  tnanglcs  ABC,  abc  (fig,  \^)  sont  tels,  que  i^ 
côté  AB  du  premier  soit  égal  au  côté  ab  du  second,  que  le  côté  BC  dupremi^^ 
soit  égal  au  côté  bc  du  second,  mais  que  V angle  ABC  du  premier  triangle  sc?^^ 
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plus  grand  que  l angle  correspondant  h  du  second,  le  troisième  côté  AG  du 
premier  triangle  sera  plus  grand  que  le  troisième  côté  ac  du  second. 

En  effet ,  transportons  le  triangle  abc  sur  Tautre  ABC ,  de  manière  que 
le  côté  ba  coïncide  avec  son  égal  BA;  comme  Tangle  b  est  plus  petit  que  ABC , 
le  côté  bc  prendra  une  direction  intérieure  BD.  Quant  au  point  c ,  il  tom- 
bera ou  dans  le  triangle  ABC  en  un  point  D ,  ou  sur  le  côté  AG  du  même 
triangle  en  un  point  O,  ou  en  dehors  de  ce  même  triangle  ABC  en  un  point  £. 
Ainsi  9  la  proposition  présente  trois  cas  qu^il  faut  examiner  séparément. 

Premier  Cas.  Supposons  que  le  point  ç  tombe  au  point  D  dans  le  triangle 
ABC  ;  le  triangle  ABD  ne  sera  autre  chose  que  le  triangle  abc ,  de  sorte  que 
BD:=^bCf  et  DA=:ac;  si  donc  nous  démontrons  que  DA<  AC ,  il  sera  dé- 
montré que  a€:<AC;  ce  qu'il  s'agît  de  démontrer. 

Or,  si  nous  comparons  les  deux  chemins  brisés  BDA,  BCA ,  nous  verrons 
quc(i)...  BD+DA<BC-I-AC;  mais  par  hypothèse  BC  =  *^,  et  BD=ôr, 
donc  BC  =:BD;  nous  pourrons  donc  retrancher  BD  dans  le  premier  membre 
de  Tinégalité  (i),  et  BC  dans  le  second,  sans  troubler  Tordre  des  grandeurs; 
donc  DA  <  AG  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Deuxième  Cas.  Si  le  point  c  tombe  sur  le  côté  AC  au  point  O ,  la  propo- 
sition aura  évidemment  lieu,  puisque  OC  est  évidemment  plus  petit  que  AC , 
et  que  OC  n'est  autre  chose  que  ac. 

Troisième  Cas.  Enfin,  supposons  que  le  point  c  tombe  au  point  E  hors 
du  triangle  ABC  ;  comme  le  triangle  EBA  n'est  autre  chose  que  le  triangle 
abcj  EA  =ac,  et  il  suffira,  par  conséquent,  de  démontrer  que  EA  <  AC  , 
pour  faire  voir  qu'enfin  la  proposition  a  lieu  dans  tous  les  cas  possibles. 

Or,  si  nous  considérons  les  triangles  EOA  et  BOG,  nous  verrons  que 
EA<E04-0A,  et  que  BC<BO+.CO.  Si  donc  nous  ajoutons  ces  deux 
inégalités  membre  à  membre ,  nous  aurons  CB  +  E  A  <  EO  +  OB  +  GO  ■+- 
AO (2).  Mais  EO  +  OB  =  BE ,  et  GO  +  OA  =  AG  ;  si  donc  nous  subs- 
tituons dans  l'inégalité  (2),  il  nous  viendra  CB  4-  EA  <  BE  4-  AG (3). 

Maintenant,  si  nous  nous  rappelons  que  CB  =  c6,  et  que  BE  n'est  autre 
chose  que  cb,  nous  aurons  CB  =  BE;  nous  pourrons  donc  retrancher  CB 
du  premier  membre  de  Tinégalité  (3),  et  BE  du  second,  sans  troubler  l'ordre 
des  grandeurs;  donc  AE  <  AC  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

42.  THEOREME  23.  Réciproquement,  si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  19) 
ont  deux  côtés  égaux ,  AB  et  BC ,  ab  et  bc ,  chacun  à  chacun ,  mais  qfje  le 
frokîème  côté  AC  du  premier  triangle  soit  plus  grand  que  le  troisième  côté  ac 
du  second,  ï angle  A  BC  opposé  au  côté  AC  sera  plus  grand  que  V angle  b  op^ 
posé  au  côté  ac. 
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BD  =:  AC ,  le  point  D  tombera  sur  le  point  G  ;  mais  le  point  F  est  resté  sur 
lui-mcme;  donc  la  droite  FD  coïncidera  avec  FG;  donc  les  angles  £FD,  £FG 
sont  égaux;  or,  ces  deux  angles  sont  adjacens,  donc  ils  sont  droits  (n^  i6), 
et  les  droites  FD,  FC  sont  Tune  le  prolongement  de  Tautre. 

49.  THÉORÈME  3o.  Supposons  quô  sur  une  droite  AB  (  fig.  22  )  an  prenne 
trois  points  A ,  £  ^/  B  à  égales  distances;  que  par  ces  trois  points  on  élèçe  les 
droites  AG,  £F  et  BD  perpendiculaires  à  la  droite  Ah,  et  que  les  deux  ex- 
trêmes  AG ,  BD  soient  égales  entre  elles  ;  je  dis  que  si ,  par  les  extrémUés  C 
t'/D  de  ces  deux  droites  AG,  BD  on  mène  une  droite  CD,  cette  droite  GD 
coupera  la  droite  'E¥  en  un  point  F ,  de  manière  que  £F  sera  égal  à  chacune 
des  droites  AG  ,  BD. 

£n  effet ,  si  £F  n'est  pas  égale  aux  deux  autres  droites  AG,  BD,  on  aura 
EF  plus  grand  ou  plus  petit  que  ces  deux  droites;  supposons  £F<AG,  en 
faisant  £a  égal  à  AG  ou  BD,  le  point  a  sera  au-dessous  du  point  F;  et, 
puisque  les  trois  droites  AG,  £a,  BD,  perpendiculaires  à  AB,  sont  égales, 
les  droites  Ga ,  àD  qui  joignent  les  trois  points  G,  a  et  D  seront  Tune  le 
prolongement  de  Tautre ,  c'est-à-dire  que  la  ligne  GaD  sera  droite;  parles 
deux  mêmes  points  G  et  D  on  pourrait  donc  mener  deux  droites  différentes, 
ce  qui  est  impossible;  donc  £'F  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  AG  ou  BD; 
on  démontrerait  de  même  que  EF  ne  peut  pas  être  plus  petit  que  ces  mêmes 
droites  AG ,  BD;  donc  enfin  cette  droite  EF  est  égale  aux  droites  AG,  BD. 

50.  THEOREME  3i.  Si  une  droite  GD  a  deux  points  Ça  et  D  à  égales  dis- 
tances de  Id  droite  AB  (  fig.  23  ) ,  tous  les  points  de  la  droite  CD,  compris 
entre  les  premiers  G  ^/  D  ,  seront  à  la  même  distance  de  la  droite  AB. 

En  effet,  par  les  points  G  et  D  abaissons  les  droites  GA,  DB  perpendicu- 
laires à  AB;  ces  deux  droites  GA ,  DB  seront  égales,  puisque  les  points  G  etD 
sont  à  égales  distances  de  la  droite  AB  (n"".  3o).  Gela  fait,  sur  le  milieu  e 
de  la  droite  AB ,  si  Ton  élève  la  droite  ef  perpendiculaire  à  AB,  cette  droite 
ef  sera  égale   aux  deux  autres  AC,   BD  (n^49  )î  ^'où  Ton  voit  que  la 
droite  GD  ayant  deux  points  à  égales  distances  de  la  droite  AB,  elle  a  ncces* 
sairement  un  troisième  point  F  à  la  même  distance  de  la  droite  AB.  Si  au 
milieu  ^  et  A  de  chacune   des  droites  Ae,  ^B,  on  élève  les   droites  ^t 
A/,  perpendiculaires  à  AB,  ces  deux  droites ^Ar,  ^' seront  égales  aux  prc-* 
niières  AG,  ç/*,  BD;  de  sorte  que  la  droite  GD  ayant  deux  points  G  et  Dà 
égales  distances  de  la  droite  AB,cettedroiteGD  aau  moins  trois  autres  points 
a  la  même  distance  de  cette  droite  AB.  Il  est  évident,  maintenant,  quesiTon 
continue  de  subdiviser  en  deux  parties  égales  les  distances  A^,  ge^  eh^  etc., 
aussi  loin  qu^on  voudra,  on  trouvei a  finalement  que  la  droite  CD,  ayant  deux 
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points  à  égales  dislances  de  la  droite  AB ,  tous  les  points  de  cette  droite  CD , 
compris  entre  les  points  C  et  D,  seront  à  égales  distances  de  la  droite  AB. 

5 1.  THÉORÈME  32.  SupposoTis  toujoixTs  qite  la  droUe  CD  (  fig.  23  )  aitdeuœ 
points  CetJi  à  égales  distances  de  la  droite  AB  ;  Je  dis  que  quelque  loin  que 
Ion  prolonge  la  droite  CD  au-delà  des  points  C  et  D,  elle  restera  toitjours 
à  la  même  distance  de  la  droite  AB. 

En  effet,  après  avoir  abaissé  par  les  points  G  et  D  les  perpendiculaires 
G  A ,  DB,  prenons,  au-delà  du  point  B,  un  point  E  sur  la  droite  AB,  de  ma- 
nière que  la  distance  BE  =  AB;  par  le  point  E ,  élevons,  à  la  droite  AB,  la 
perpendiculaire  EF,  et  faisons  la  droite  EF  égale  à  chacune  des  droites  AC, 
BD  ;  en  joignant  les  points  D  et  F  par  une  droite  DF ,  cette  droite  DF 
(n\  4g)  sera  le  prolongement  de  CD;  si,  au-delà  du  point  E,  sur  la  droite 
AE  prolongée ,  on  faisait  la  distance  EG  =  EA  ;  et  qu^on  élevât,  par  le  point 
G,  une  perpendiculaire  GH,  à  la  droite  AE  ;  en  faisant  GH  =  EF  =BD,  ou 
=  AC,  et  en  joignant  les  points  F  et  H  par  la  droite  FH,  cette  droite  FH 
serait  le  prolongement  de  CF  (n^  49)9  et  ainsi  de  suite;  donc  si  une  droite 
CD  a  deux  points  à  égales  distances  d^une  droite  AB,  tous  les  points  de  la 
droite  CD,  quelque  loin  qu'on  la  prolonge,  seront  à  la  même  distance  de  la 
droite  AB  prolongée  indéfiniment. 

52.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  droites  peuvent  être  dirigées  de  telle 
manière,  Tune  par  rapport  à  Tautre ,  que  ces  deux  droites  soient  partout  à 
égales  distances  Tune  de  Tautre. 

53.  DÉFINITION.  Je  dis  maintenant  qu'on  appelle  parallèles  deux  droites 
qui  sont  partout  à  égales  distances  Vune  de  ï autre. 

54*  THEOEÈME  33.  Sidcux  droites  AB ,  CD  (  fig.  22  )  sont  parallèles,  toute 
droite  EF  qui  sera  perpendiculaire  à  lune  AB  de  ces  parallèles ,  le  sera  éga^ 
lement  à  l'autre  CD. 

En  effet,  prenons  deux  points  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  de  manière  que 
les' distances  EA,  EB  soient  égales  entre  elles;  et  par  chacun  de  ces  points 
AetB  élevons,  à  la  droite  AB,  les  perpendiculaires  AC,  BD:  les  angles 
FEB,  FE  A,  étant  droits^  sont  égaux  ;  si  donc  on  fait  tourner  la  figure  EBDF  - 
autour  de  la  droite  EF ,  comme  sur  un  axe ,  pour  la  faire  tomber  sur  la  figure 
EACF  ,  la  droite  EB  prendra  la  direction  de  EA,  et  comme  EB=:£A,  le 
point  B  tombera  sur  le  point  A.  Mais  les  angles  EBD ,  EAC  sont  droits  ; 
donc  la  droite  BD  prendra  la  direction  dé  AC.  Or,  les  droites  AB,  CD  sont 
parallèles;  donc  elles  sont  partout  à  égales  distances;  donc  les  points  C  et-D 
de  la  droite  CD  sont  à  égales  distances  de  la  droite  AB  ;  mais  les  distances  des 
points  G  et  D  par  rapport  à  AB,  sont  les  perpendiculaires  GA,  DB  ;  donc  ces 
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perpendiculaires  CA,  DB  sont  égales  ;  de  plus  ,  rcxlrémité  B  de  Tune  esl  sur 
rcxlrémilc  A  de  l'autre ,  et  leurs  directions  coïncident  :  Textrémité  Dde  l'une 
coïncidera  donc  avec  Textrëmîtë  C  de  l'autre;  mais  le  point  F  reste  sur  lui- 
même  ;  donc  la  droite  FD  coïncide  avec  la  droite  FC  ;  donc  les  deux  angles 
EFD,  £FC  sont  égaux;  mais  ils  sont adjacens,  donc  (n^  16)  ils  sont  droits»  et 
la  droite  EF  est  perpendiculaire  sur  la  droite  CD;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

55.  THÉORÈME  34.  Réciproquement,  si  deiuv  droites  AB,  CD  (fig.  22) 
sont  perpendiculaires  à  une  troisième  EF  ,  elles  seront  partout  à  égales  dis- 
lances ,  et  seront  par  conséquent  parallèles. 

\  En  effet ,  si  par  les  points  A  et  B  pris ,  sur  la  droite  AB,  à  égales  distances 

du  point  E»  on  élève,  à  la  droite  AB  Jes  perpendiculaires  AC,  BD,  et  qu'en- 
suite on   fasse  tourner  la  figure  EBDF  sur  la  droite  EF,  pour  la  faire 
tomber  sur  l'autre  figure  EACF;  la  droite  EB  prendra  la  direction  EA, 
les  angles  FEB,  FEA  étant  droits,  et  la  droite  FD  prendra  la  direction  de 
FC,  les  angles  EFD,  EFC  étant  droits  aussi.  De  plus,  EB=EA,  et  les  angles 
EBD,  EAC  sont  droits;  donc  le  point  B  tombera  sur  le  point  A,  et  la  droite 
BD  prendra  la  direction  de  AC;  mais  déjà  nous  avons  vu  que  la  droite  FD 
avait  pris  la  direction  de  FC;  donc  le  point  D  coïncide  avec  le  point  C  ;  donc 
les  perpendiculaires  BD,  AC  à  la  droite  AB,  sont  égales;  donc  les  points  C 
et  D  de  la  droite  CD  sont  à  égales  distances  de  la  droite  AB;  donc  (n^  5i) 
les  droites  AB,  CD  sont  partout  à  égales  distances  l'une  de  l'autre;  donc 
elles  sont  parallèles  (  n\  53  ). 

56.  THÉORiuME  35.  Par  un  point  dorme  F  (  fig.  24  )  hors  d*une  droite  AB , 
on  ne  peut  mener  quune  seule  parallèle  à  cette  droite  AB. 

En  efFet,  supposons  qu'on  puisse  en  mener  deux  CD,  HG;  si  par  le  point 
F  on  abaisse  une  perpendiculaire  FE  à  la  droite  AB^  cette  droite  FEsera 
aussi  perpendiculaire  aux  droites  FD,  FG  (n".  54);  par  un  même  point  F  pris 
sur  une  droite  EF  on  pourrait  donc  élever  deux  perpendiculaires  différentes  à 
cette  même  droite  FE,  ce  qui  est  impossible  (n"". 32);  donc  par  un  point 
donné,  etc. 

57.  THEOREME  36.  Si  dcuo:  droites  AB ,  CD  {(1^.2/^)  sont  parallèles  aune 
troisième  IK,  elles  seront  parallèles  entre  elles. 

En  effet,  si  à  la  droite  AB  on  mène  la  perpendiculaire  EF,  cette  droite  EF 
sera  perpendiculaire  à  IK,  puisque  IK  est  parallèle  h  AB;  mais  IK  est  aussi 
parallèle  à  CD;  donc  la  droite  EF  perpendiculaire  à  IK  le  sera  à  CD;  les 
droites  AB,  CD  sont  donc  perpendiculaires  h  la  même  droite  EF,  donc  elles 
sont  parallèles;  donc,  etc. 

58.  DÉFINITIONS.  Lorsque  deux  droites  parallèles  AB,  CD  (fig.  25)  sont 
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coupées  par  une  troisième  GH,  indéfiniment  prolongée,  qu^on  appelle  ^e- 
canle,  on  distingue  plusieurs  angles  formés  par  les  parallèles  et  la  sécante. 

1^*.  hes  angles  intérieurs  du  même  côté  de  la  sécante  y  qui  vSont  FED  et 
EFB,ouFEGetEFA. 

t!".  Les  angles  extérieurs  du  même  côté  de  la  sécante,  qui  sont  GFB  et 
HED ,  ou  GFA  et  HEC. 

3**.  Les  angles  correspondans ,  qui  sont  du  même  côté  de  la  sécante ,  mais 
dont  Tun  est  inlérleur,  et  Tautre  extérieur  aux  parallèles:  tels  sont  les  angles 
HED,  HFB,  o»  GFB,  GED,  ou  GFA,  GEC  ,  ou  enfin  HEC,  HFA. 

4*'.  Les  angles  alternes-internes,  qui  sont  dans  les  parallèles,  mais  Tun  à 
droite  et  Tautre  à  gauche  de  la  sécante  :  tels  sont  les  angles  EFB  ,  FEC,  ou 
EFA,  FED. 

5*.  Les  angles  alternes-externes,  qui  sont  hors  des  parallèles,  mais  Tun  à 
droite  et  Tautre  à  gauche  de  la  sécante  :  tels  sont  les  angles  HED,  GFA,  ou 
HEC,  GFB. 

Sg.  THÉORÈME  37.  Si  deux  droites  parallèles  AB,  CD  (fig.  25)  sont  coupées 
par  une  sécante  GH ,  les  angles  alternes-internes  seront  égaux. 

En  effet,  par  le  milieu  I  de  la  droite  EF,  abaissons,  à  la  droite  AB,  la  per- 
pendiculaire LK;  les  droites  AB,  CD  étant  parallèles,  la  droite  LK  sera  aussi 
perpendiculaire  à  CD  (  n^  54)  :  les  deux  triangles  FIK,  LIE  seront,  par  con- 
séquent, rectangles.  Or,  ces  deux  triangles  ont  les  hypothénuses  El,  IF 
égales,  puisque  le  point  I  est  au  milieu  de  EF,  et,  de  plus,  les  angles  FIK, 
LIE  sont  égaux  comme  étant  opposés  par  le  sommet  (n^  23);  donc  (n*.  37) 
ces  deux  triangles  sont  égaux;  donc  l'angle  EFB  =  FEC;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

60.  THÉORÈME  38.  Réciproquement,  si  deux  droites  AB,  CD  (fig.  25) 
sont  coupées  par  une  sécante  GH ,  et  que  les  angles  alternes-internes  soient 
égaux ,  les  droites  AB,  CD  seront  parallèles. 

Par  le  milieu  I  de  la  droite  FE,  abaissons  encore  la  perpendiculaire  LK  sur 
la  droite  AB;  les  triangles  FIK,  ILE  seront  égaux«  En  effet,  les  côtés  FI,  lE 
sont  égaux ,  puisque  le  point  I  est  au  milieu  de  EF  ;  les  angles  FIK,  LIE  sont 
égaux,  comme  étant  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  CEF,£FB,qui  sont 
alternes-internes ,  sont  égaux  par  hypothèse  ;  donc  les  triangles  FIK,  LIE  ont 
un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun  ;  donc  (  n*.  3g)  ils 
sont  égaux;  donc  les  troisièmes  angles  AKL,  KLD  sont  égaux;  mais  Tangle 
AKL  est  droit;  donc  Tangle  KLD  est  droit  aussi;  donc  la  droite  CD  est  per- 
pendiculaire à  LK;  mais  la  droite  AB  est  aussi  perpendiculaire  à  LK;  donc 
(n*.  55  )  enfin  les  droiies  AB,  CD  sont  parallèles  ;  ce  qu^l  fallait  démontrer* 
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6i«  THEOREME  Sg.  Si  deux  droites  AB,  CD  (fig.  25)  sont  parallèles, 
et  quon  les  coupes  par  une  sécante  GH,  les  angles  correspondons  seront 
égaux. 

S'il  s'agissait  des  angles  HFB ,  HED ,  on  verrait  qu'en  effet  ils  sont  égaux, 
car  les  angles  CEF ,  HFB  sont  ëgaux,  comme  alternes-internes ,  et  les  angles 
CEF,  HED,  comme  opposés  par  le  sommet;  donc  les  angles  correspondans 
HFB ,  HED  sont  égaux,  puisqu'ils  sont  égaux  au  même  angle  CEF. 

62.  THEOREME  4o.  Réciproquement ,  si  deux  droites  KR ,  CD  (fig.  25)  50/1^ 
coupées  par  une  sécante  GH ,  et  que  les  angles  correspondans  soient  égaux,  les 
angles  aUernes-intemes  seront  égaux,  et  par  conséquent  {n^ .  60)  les  droites 
AB,  CD  seront  parallèles. 

Supposons  que  les  angles  correspondans  égaux  soient  HED,  HFB  ;  on  aura 
les  angles  alternes-internes  CEF ,  EFB  qui  seront  égaux ,  car  par  hypothèse 
HED  =  HFB,  et  l'angle  CEF  =  HED,  comme  opposés  par  le  sommet  ; 
donc  HFB  =  CEF  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

63.  THEOREME  I^i.  Si  dcux  droites  AB,  CD  (fig.  25)  sont  parallèles  et 
coupées  par  une  sécante  GH ,  les  angles  alternes-externes  seront  égaux. 

En  effet,  les  droites  AB,  CD  étant  parallèles,  les  angles  correspondans 
sont  égaux;  ainsi  on  aura  l'angle  HED  =  HFB  ;  mais  les  angles  HFB,  AFG 
sont  opposés  par  le  sommet,  donc  HFB  =  AFG;  donc  les  angles  alternes- 
externes  HED,  AFG  sont  égaux  au  même  angle  HFB  ;  donc  ils  sont  ég^ux 
entre  eux  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

64.  THEOREME  J^n.  Réciproquement,  si  deux  droites  XR ,  CD  (fig.  25)  5on/ 
collées  par  une  sécante  HG,  et  que  les  angles  altemes-extemes  soient  égaux, 
les  angles  correspondans  seront  égaux,  et,  par  conséquent,  les  droites  AB,  CD 
seront  parallèles. 

En  effet,  diaprés  Thypothcse ,  on  a  Tangle  HED  =  AFG  ;  mais  les  angles 
AFG, HFB  sont  opposés  parle  sommet, donc  AFG=HFB;  donc  les  angles 
correspondans  HED,  HFB  sont  égaux  au  même  angle  AFG;  donc  ils  sont 
égaux  entre  eux  ;  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

65.  THÉORÈME  43.  Si  deux  droites  AB,  CD  (fig.  25)  sont  parallèles  et 
coupées  par  une  sécante  HG^  les  angles  intérieurs  ou  extérieurs  du  même  côté 
de  la  sécante  seront  supplémens  l'un  de  l'autre. 

Supposons  qu^il  s^agisse  des  angles  intérieurs  FED,  EFB;  je  dis  que  ces 
deux  angles  sont  supplémens  Tun  de  Tautre.  En  effet,  les  droites  AB,  CD 
étant  parallèles ,  les  angles  correspondans  EFB ,  HED  sont  égaux  ;  mais  deux 
angles  égaux  ont  le  même  supplément;  et  le  supplément  de  HED  est  FED  -, 
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Isnc  les  angles  inléricurs  TED,  EFB  du  même  côté  Je  la  sécante  sont  sup- 
^émcns  l'un  Je  l'autre. 

On  Jéraonlrerait  de  même  que  les  angles  extérieurs  IIED,  GFB  du  même 
fHé  de  la  sécante ,  sont  aussi  supplémcns  l'un  de  l'autre. 

66.  TUÉoaÈME  44-  Réciproffucment,  si  deiLx  droites  AB ,  CD  (  fig.  25  )  soni 
dupées  par  une  sécante  GH ,  et  que  les  angles  intérieurs  ou  extérieurs  du 
]ênie  côté  de  la  sécante  soient  suppléinens  l'un  de  l'autre ,  les  droites  AB , 
pD  seront  parallèles. 

Supposons  que  les  angles  intérieurs  FED,  EFB  soient  ceux  qui  sont  sup- 
âénicns  l'un  de  l'autre  ;  comme  l'angle  FED  est  aussi  supplément  de  l'angle 
ED,  il  s'ensuit  que  les  angles  corrcspondans  HED ,  EFB  sont  égaux,  et  que 
^iar  conséquent,  les  droites  AB,  CD  sont  parallèles.  On  serait  parrenu  à  la 
rodmc  conséquence  si  l'on  était  parti  de  l'hypothèse  que  les  angles  extérieurs 
CEH,  AFG  du  même  côté  de  la  sc'canie,  sont  supplcmens  l'un  de  l'autre, 
OD ,  etc. 

€y.  THÉORÈME  45.  Supposons  que  les  droites,  b'b,  t'c  (fig.  26)  soient  res- 
pectivement paralU:les  auœ  côtés  AB,  AC  de  l'angle  R A.C;  Je  dis  r/ue  les  angles 
cab,  b'ac'  seront  cluicun  égal  à  l'angle  BAC,  et  que  les  angles  bac',  cab'  se- 
ront chacun  supplémens  du  même  angle  BAC- 

En  effet,  si  l'on  prolonge  la  droite  c'c  jusqu'à  sa  rencontre  en  B  avec  la 
droilc  AB,  à  cause  que  les  droites  c'c,  AC  sont  parallèles,  les  angles  BAC, 
ABa  seront  égaux  comme  alternes-internes,  cl  à  cause  que  les  droites  AB  , 
lif/  sont  parallèles,  les  angles  ABa,  'Bab  seront  égaux  par  la  même  raison, 
elles  angles  AUa,b'a(/  seront  égaux  comme  corrcspondans  ;  mais  l'angle 
\Ba=BAC  ;  donc  BAC  ^=cab  ::=b'ac'.  Les  angles  ABa,  Bai'  sont  supplé- 
mens  l'un  de  l'autre;  mais  ABa  =  BAC;  donc  aussi  les  angles  BAC,  Bai' 
■Ont  supplcmens  l'un  de  l'autre;  or,  les  angles  b'ac,  c'ab  sont  égaux  comme 
Ut  opposes  par  le  sommet;  donc  les  angles  BAC,  i/ab  sont  aussi  supplé- 
s  l'un  de  l'autre. 

\ii^.  Corollaire.  11  suit  donc  de  là  que  deux  angles  sont  égaux  ou  supplémens 

ttde  l'autre,  quand  ils  ont  leurs  eûtes  respectivement  parallèles,  quelle  que  soit 

VaHleurs  la  manière  dont  les  sommets  soient  tournés  l'un  par  rapporta  l'autre. 

69.  TnÉORÈME  46-  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  quelconque  ABC 

(%■  27  )  est  égale  à  deitx  angles  droits. 

En  effet,  prolongeons  indéfiniment  vers  D  l'un  AB  des  côte's  du  triangle 
ABC ,  et  par  le  sommet  B ,  menons  la  droite  BE  parallèle  à  AC  ;  les  angles 
ABC  ,  CBE  et  EBD  vaudront  ensemble  deux  angles  droits.  Mais  l'angle  ABC 
vàl  un  de  ceux  du  triangle  ABC,  les  angles  ACB,  CBE  sont  alternes-internes, 
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ce  qui  donne  ACB  =  CB£,  et  les  angles  CAB,  £BD  sont  correspondans  ;  1rs 
trois  angles  du  triangle  ABC  sont  donc  égaux,  chacun  à  chacun,  aux  angles  qui 
ont  leur  sommet  au  point  B,  et  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits; 
donc  la  somme  des  trois  angles  d^un  triangle  quelconque  est  égale  à  deux  angles 

droits. 

70.  Corollaire.  11  suit  de  là  l^  qu'un  triangle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  angle 
qui  soit  droit,  et  à  plus  forte  raison  obtus;  car  s'il  avait  deux  angles  droits,  le 
troisième  angle  serait  nul ,  ce  qui  est  impossible  ;  2"*.  que  lorsque  deux  triangles 
ont  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun,  les  troisièmes  angles  sont  néccssaire- 
mentégaux;  car  ces  troisièmes  angles  ne  sont  autres  choses  que  ce  qui  manque 
à  la  somme  des  deux  premiers  pour  égaler  deux  angles  droits ,  et  3^  que  dans 
un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  aigus  sont  complémens  Tun  de  l'autre 
(n«.  18). 

71.  THÉORÈME  47-  Deux  droites  parallèles  comprises  entre  deux  autres 
droites  parallèles  sont  égales. 

Supposons  que  les  droites.  AB,  DC  (fig.  28)  soient  parallèles,  ainsi  que 
les  droites  AD ,  BC  ;  il  faut  démontrer  que  AB  =  DC  et  AD  =  BC. 

Pour  cela,  par  les  points  D  et  B,  menons  la  droite  DB;  nous  aurons  les 
triangles  ABD ,  BDC  qui  seront  égaux.  En  effet,  les  droites  AB,  DC  étant 
parallèles,  les  angles  ABD,  CDB  sont  égaux  comme  alternes-internes;  et  les 
droites  AD,  BC  étant  aussi  parallèles,  les  angles  ADB,  DBC  sont  égaux  par 
la  même  raison.  De  plus,  le  coté  BD  est  commun  aux  deux  triangles;  donc 
ces  deux  triangles  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux,  chacun  i 
chacun  ;  donc  ils  sont  égaux  ;  donc  enfin  AB  =  DC  et  AD  =  BC. 

72.  THEOREME  4^.  Si  deux  droites  AB,  CD  (fig.  28)  sont  égales  et  en 
rnéme  temps  parallèles ,  les  droites  AD ,  BC  qui  passent  par  leurs  extrémités 
A  a/  D ,  B  ^/  C ,  seront  également  parallèles. 

En  effet,  menons  la  droite  DB  par  les  points  D  et  B;  les  deux  triangles 
ABD,  BDC  seront  égaux;  car  ils  auront  le  côté  BD  commun,  et,  par  hypo- 
thèse, les  côtés  AB,  DC  égaux  entre  eux.  De  plus,  les  droites  AB,  DC  étant 
parallèles,  les  angles  alternes-internes  ABD,  BDC  sont  égaux;  donc  les  deux 
triangles  ABD,  BDC  sont  égaux,  puisqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  ,  chacun  à  chacun  ;  les  angles  de  ces  triangles  sont  donc  ^oi, 
chacun  à  chacun  ;  donc  les  angles  ADB,  DBC  sont  égaux.  Mais  ces  angles  sool 
alternes-internes;  donc  les  droites  AD,  BC  sont  parallèles  et  en  même  temps 
égales. 

73.  THEOREME  49»  Si  Irs  dmx  droites  AB ,  DC  ( fig.  28  )  50/1/ é^o/es ,  ain» 
que  les  droites  AD ,  lit] .  ces  droites  égales  seront  aussi  parallèles. 
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En  effet,  en  menant  la  droile  DB,  on  aura  les  triangles  ADB,  DBC  qui 
seront  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux,  chacun  à  chacun;  les  angles 
de  ces  taiangles  seront  donc  égaux,  chacun  à  chacun  ;  donc  les  angles  ABD, 
BDG  seront  égaux;  mais  ces  angles  sont  alternes-internes;  donc  les  droites 
AB,  DC  sont  parallèles.  De  plus,  les  angles  ADB,  DBC  étant  égaux,  les 
droites  AD,  BC  sont  aussi  parallèles;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

74-  THÉOBÈME  5o.  Deux  droites  qui  se  rencontrent  ne  sont  pas  partout  à 
égales  distances. 

Carie  point  où  ces  deux  droites  se  rencontrent  appartient  &  toutes  les  deux, 
de  sorte  qu'en  ce  point  les  deux  droites  sont  à  une  distance  nulle;  si  donc 
elles  étaient  partout  à  la  même  distance,  elles  coïncideraient  dans  toute  leur 
étendue  et  ne  formeraient  qu'une  seule  et  même  droite,  ce  qui  est  contre 
rhypothèse. 

75.  Corollaire.  Il  suit  de  W  (\\ït  deux  droites  parallèles  ne  peuvent  jamais 
se  rencontrer  quelque  loin  qu'on  les  prolonge  l'une  et  Vautre  ;  car  si  elles  se 
rencontraient  elles  ne  seraient  pas  partout  à  égales  distances,  ou  elles  se  con« 
fondraient. 

76.  THEOREME  5i.  Si  les  extrémités  C  ^/  D  d'une  droite  CD  (fig.  29  )  n^ 
sont  pas  à  égales  distances  d'une  seconde  droite  AB,  en  abaissant,par  les  points 
Cet  Dde  la  droite  CD,  les  perpendiculaires  CA,  DB  sitr  la  droite  AB;  en  did- 
sont  la  distance  \l&en  autant  de  parties  égales  qu'on  voudra,  et,  par  ces  points 
âe  divisions  E,  T,  etc.,  en  éleçant  les  perpendiculaires  EG,  FH,  etc.,  à  Ifi 
droite  AB,  les  perpendiculaires  BD ,  FH,  EG,  etc.,  iront  en  décroissant  de 
k  même  quantité,  en  allant  successiçement  de  la  plus  grande  BD  à  la  plus 
petite  AC. 

D'abord  ces  perpendiculaires  iront  en  diminuant,  en  allant  successivement 
delà  plus  grande  à  la  plus  petite  ;  car  il  est  évident  que,  prises  dans  le  même 
ordre,  elles  ne  peuvent  pas  aller  en  augmentant,  et,  de  plus,  elles  ne  peuvent 
pv  être  égales,  puisque ,  si  elles  étaient  égales,  la  droite  CD  aurait  tous  ses 
point»  à  égales  distances  de  la  droite  AB  ;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi  donc,  si  par  les  points  H,  G,  C  on  mène  les  droites  HL,  GK,  CI, 

parallèles  à  la  droite  AB,  ces  droites  HL,  GK,  CI  rencontreront,  la  pre- 

nière  la  droite  BD,  la  seconde  la  droite  FH,  et  la  troisième  la  droite  EG, 

rapectîvement  aux  points  L,  K,  I  situés  au-dessous  des  points  D,  H,  G.  De 

plus,  les  droites  HL,  GK,  CI  sont  respectivement  égales  aux  droites  FB,  EF, 

AE ,  comme  parallèles  comprises  entre  des  parallèles ,  mais  ces  dernières  sont 

^les  entre  elles  ;  donc  les  premières  seront  aussi  égales  entre  elles  ;  d'où  il 

suit  que  les  triangles  HDL,  GHK,  CGI,  onttous  un  côté  égal.  De  pluslesangles 
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IILD,  GKII,  CIG  sont  dgaux  comme  ayant  les  côlcs  parallèles,  ainsi  que  les 
angles  DHL,  HGK,  GCI;  donc  les  triangles  HDL,  GHK,  CGL,  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun  ;  donc  ils  sont  égaux;  donc  les 
côtés  LD,  KH,  IG,  sont  égaux.  Maintenant  il  est  évident  que  pour  passer 
de  la  perpendiculaire  BD  à  la  perpendiculaire  FH,  il  faut,  de  BD,  retrancher 
DL;  pour  passer  de  la  perpendiculaire  FH  à  la  perpendiculaire  EG,  il  faut, 
de  FH,  retrancher  HK,  et  ainsi  de  suite  ;  car  on  a  BL=FH,  FK=£G,  etc., 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles;  donc  enfin  les  perpendiculaires 
BD,  FH,  EG,  AC  vont  en  diminuant  successiyement  de  la  même  quantité; 
ce  qu^il  fallait  démontrer. 

77.  THEOREME  52.  Les  mêmes  choses  que  dans  la  proposition  précédenie 
ayant  lieu ,  supposons,  de  plus ,  quon  prolonge  indéfirdment  la  droite  DC  du 
rôle  du  point  G ,  ainsi  que  la  droite  ÂB  ;  que  sur  le  prolongement  de  cette  der- 
nière ,  et  à  partir  du  point  A ,  on  porte  les  distances  AN,  NO ,  etc.,  traies  à 
AE  ;  que  par  les  points  N ,  O ,  etc. ,  on  élève  à  la  droite  AB  les  perpendicu- 
laires NQ ,  OP,  etc.;  je  dis  que  ces  nouvelles  perpendiciâcdres  corUimurmi 
de  décroître  successiçement  de  la  même  quantité  que  les  précédentes  BD,  FH, 
EG,  AC. 

En  effet,  si  par  les  points  Q,  P,  etc.,  on  mène  les  droites  QR,  PS,  etc. 
parallèles  à  OB,  les  triangles  QRC,  PSQ,  etc.  seront  dans  les  mêmes  dr- 
constances  que  les  triangles  CIG,  GKH,  etc.;  donc  CR=  QS=;,  etc.,  d'où 
il  suit  que  la  proposition  dont  il  s'agit  est  démontrée. 

78.  THEORiniviE  53.  Si  la  droite  CD  (fig.  29)  a  deux  points  CetH  in^ale^ 
ment  éloignés  d'une  droite  UV,  ces  deux  droites  prolongées  suffisamment  du 
côté  où  elles  sont  le  moins  écartées  l'une  de  Vautre  se  rencontreront. 

En  effet,  parallèlement  à  la  droite  UV,  menons  la  droite  MB  à  une  dis- 
tance quelconque  au-dessous  de  UV  ;  comme  deux  droites  parallèles  sont  par- 
tout à  égales  distances  Tune  de  Tautre,  la  droite  CD  ayant  deux  poiols 
inégalement  éloignés  de  la  droite  U  V,  ces  mêmes  points  de  la  droite  CD  seront 
aussi  inégalement  distans  de  la  droite  MB;  en  supposant  donc  les  mêmes 
constructions  que  dans  les  deux  dernières  propositions,  il  est  clair  qa^il  sera 
toujours  possible  de  prendre  assez  de  points  N,  O,  J,  M,  etc.,  au-delà  du  point 
A ,  sur  la  droite  MB  (de  manière  que  les  distances  AN ,  NO ,  OJ ,  etc. ,  soient 
égales  entre  elles),  pour  que  la  somme  des  différences  CR,  QS,  PY,  etc. des 
perpendiculaires  AC,  NQ,  OP,  etc.  soit  plus  grande  que  la  distance  CCda 
point  C,  de  la  droite  CD  (  qui  est  le  plus  près  de  la  droite  MB),  poiir  arrÎTer 
à  la  droite  UV;  donc  la  droite  CD,  prolongée,  aura  au  moins  un  point  situé 
au-dessous  de  la  droite  UV;  donc  les  deux  droites  CD,  UV,  sufiisamment  pro* 
longées,  se  rencontreront  en  un  point  T. 
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79.  THÉORàME  54*  Deux  droites,  qui  sont  situées  dans  un  même  plan,  et 
qui  ne  pew^erU jamais  se  rencontrer,  quelque  loin  quon  les  prolonge  rime  et 
l'autre,  sont  partout  à  égales  distances,  et  par  conséquent  parallèles. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  si  ces  deux  droites  n'étaient  pas  partout  à 
égales  distances ,  elles  se  rencontreraient ,  ce  qui  est  contre  Thypothèse  ;  donc 
ces  deux  droites  sont  partout  également  distantes;  donc  elles  sont  parallèles. 

En  examinant  ce  qui  précède  sur  les  parallèles,  on  Tcrra  qu'il  n'y  a  pas  une 
seule  proposition  ni  une  seule  réciproque,  qui  ne  soit  rigoureusement  dé- 
montrée, ce  que  personne  n'avait  fait  jusqu'ici  (i). 


(i)  «  Beancoap  d'aateurs,  a  dît  M.  J^croix  (  Ëlémens  de  géométrie  à  Tusagc  de  Técoie  centrale 
»  des  Qaatre-Natlons I  par  S.  F.  Lacroix,  septième  édition,  revue  et  corrigée ,  1808)  ,  beaucoup 
M  d'anieurs  ont  fait  4  pour  en  venir  à  bout ,  des  eflbrts  inutiles  ;  et  d'autres ,  comme  Bezmtt,  ont 
»  dissimulé  le  vice  du  raisonnement ,  ce  qui  me  semble  contraire  au  devoir  rigoureux  que  s'impose 
»  tout  anteur  d'ouvrages  élémentaires ,  de  ne  donner  jamais  que  des  notions  exactes  ,  et  surtout  dVn 
m  (aire  connaître  avec  soin  l'origine.  J'ai  jugé  convenable  de  mettre  en  évidence  ce  point  délicat , 
»  en  fofinant,  à  l'exemple  à'Euciidt^  nne  demande,  mais  que  je  crois  plus  aisée  à  accoider  que 
m  U  ttcmie ,  parce  qu'elle  présente  la  difficulté  réduite  à  ses  moindres  termes.  » 

m  Pfaiiiears  géomètres  ont  essayé  de  prouver  la  vérité  de  cette  demande ,  soit  directement , 
»  soît  en  transposant  la  difficulté  ;  presque  tous  sont  tombés  dans  de  très-grandes  longueurs ,  ou 
s'  d^«w  l'inconvénient  de  compliquer ,  par  des  raisonnemens  obscurs ,  des  propositions  dont  la  preuve 
m  dBiccte  est  extrêmement  simple.  On  doit  cependant  excepter  de  ce  reproche  la  démonstration 
»  donnée  par  M.  Bertrand  :  elle  m'a  paru  la  plus  simple  et  la  plus  ingénieuse  de  toutes  celles  que  je 
m  connab,  etc.  » 

La  démonstration  de  VL  Bertrand  n'est  qu'une  explication  comme  ceUe  de  M.  Legendre ,  et 
b'csI  point,et  ne  peut  point  être  regardée  comme  une  démonstration  rigoureuse  {vo/et  Touprage  cité 
plus  haut). 

Je  crois  que  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  d'établir  une  théorie  rigoureuse  des  parallèles 
y  seraient  panemis  comme  je  crois  l'avoir  fait  (ainsi  qu'on  a  pu  s'en  convaincre  par  ce  que  j'ai  dit  â 
ce  M^t) ,  s'ils  avaient  (ait  attention  qu'en  partant  de  la  définition  banale  des  parallèles ,  quelles  sont 
img  iniUs  sùuéis  dans  un  menu  plan ,  et  qu'elles  ne  peweni  jamais  se  rencontrer,  quelque  loin 
qt^ém  ks  prolonge  F  une  et  f  autre  9  il  était  impossible  d'en  pouvoir  rien  déduire  de  direct,  en  ce  que 
cette  définition  renferme  l'Infini  comme  idée  principale  ;  et  que  dans  l'infini  nous  ne  pouvons  voir  que 
rinfim  :  il  était  donc  impossible  de  pouvoir  déduire  les  propriétés  particulières  des  parallèles,  d'après 
cette  défimlion  beaucoup  trop  générale  et  trop  vague.  II  fallait  donc  l'abandonner  puisqu'elle  était 
déCedacose,  et  en  adopter  une  autre  plus  intimement  liée  à  la  nature  de  la  ligne  droite.  Il  me  semble 
qoe  let  propriétés  de  l'hyperi>ole  relativement  ^  ses  asymptotes ,  auraient  dû  éveiller  l'attention  drs 
•loaèlref  snr  le  vice  de  cette  définition  que  Manduit  semble  avoir  senti,  puisqu'il  appelle /Mi/i(i//^i!r#» 
iemxirwiUsquif  dans  un  ménuplauj  sont  également  inclinées  Jtun  mime  côté  sur  une  seule  etm/me 
demie;  mais  soit  qu'il  ait  craint  de  tomber  d|^us  des  raisonnemens  obscurs  et  longs ,  soit  qu'il  n'ait 
point  saisi  la  diatne  des  idées ,  il  ne  donne  pas  ,  des  parallèles  ,  une  théorie  plus  satisfaisante  que 
les  antres  géomètres.  Ainsi ,  si  je  ne  me  trompe ,  celle  qu'on  vient  de  lire  est  la  première  qui  soit 
yyg  rigonxeose  que  les  antres  parties  de  la  géométrie. 

3a 
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4™'*    LEÇON. 


Les  Droites  proportionnelles  et  les  Triangles  semblables. 

80.  THEOREME  55.  Supposons  que  le  côté  KR  du  triangle  ABC  (fig.  3o)  stM 
diçisé  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  en  S,  par  exemple;  si  parles 
points  de  divisions  D,  E ,  F  ^/  G,  on  mène  les  droites  DH,  £1,  FK  et  GL, 
parallèles  au  côté  BC ,  ces  parallèles  diçiseront  le  côté  AC  en  un  mêrrèe  nombn 
départies  égales  entre  elles. 

En  effet,  si  par  les  points  H,  I,  K  et  L  on  mené  les  droites  HM,  IN,  KO  et  LP 
parallèles  à  AB,  les  triangles  ADH,HMI,INK,KOL,LPC  seront  touségaux; 
car  i".  ces  triangles  ont  les  côtés  AD,  HM,  IN,  KO,  LP  qui  sont  ëgaux, 
puisqu'ils  sont  tous  égaux  aux  parties  égales  de  la  droite  AB,  comme  parallèles 
comprises  entre  des  parallèles;  s"",  les  angles  de  ces  triangles  sont  égaux, 
chacun  à  chacun,  puisquMls  ont  les  côtés  parallèles;  ces  triangles  ont  donc  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun  ;  donc  ils  sont  égaux; 
donc,  enfin,  le  côté  AC  est  divise  en  autant  de  parties  égales  que  le  côté  AB 
par  les  parallèles,  à  la  droite  BC ,  menée  par  les  points  de  divisions  de  AB. 

81.  Corollaire.  Il  suit  de  cette  proposition,  I^  que  si  Ton  prolonge  Ici 
côtés  AB,  AC  (fig.  3i)  indéfiniment  vers  les  points  V  et  X,  et  que  l'on  porte 
sur  le  prolongement  de  AB,  autant  de  parties  de  AB  qu'on  voudra  ;  en  me- 
nant ,  par  les  points  T,  V,... ,  les  droites  TS,  VX ,...  parallèles  à  BC,  le  prolon- 
gement de  AC  sera  coupé  en  parties  égales,  lesquelles  parties  seront  ^les 
aux  parties  de  AC  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura  GC  z=:  CS  =  SX  =,  etc.  Car  les 
triangles  CUS,  SYX,,..  sont  évidemment  égaux  aux  triangles  ADI,  lOQ,..; 

2^.  Si  l'on  prolonge  les  côtés  BA,  CA,  au-delà  du  sommet  A,  et  que  aor 
le  prolongement  de  AB  on  porte  autant  de  divisions  de  AB  qu'on  Toodra; 
si  par  les  points  K,  L...,  on  mène  les  droites  KN  ,  LM,...  parallèles  à  BC,le 
prolongement  de  CA  sera  coupé  en  parties  égales,  lesquelles  seront  égales 
aux  parties  de  AC  ;  c'est-à-dire  que  AI = AN  =  NM=,  etc.  ;  car  les  triangles 
AKN,  RNM, sont  évidemment  égaux  aux  triangles  ADI,  etc. 

82.  THEOREME  56.  Si  dans  un  triangle  ABC  (fig.  32  et  33)  on  mène  ym 
droite  DE  parallèle  à  un  côté  BC,  les  deux  autres  côtés  AB,  AC  senmt coupé 
proportionnellement;  c'est-à-dire  quon  aura  AB  ;  AD  1 1  AC  î  AE. 

En  effet,  d'abord  supposons  qu'il  soit  possible  de  diviser  AB  en  parties 
égales  de  manière  que  dans  la  longueur  AD  il  se  trouve  un  nombre  complet 
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de  ces  parties  égales;  c^est-à-dlre,  ea  d'autres  termes,  supposons  que  les 
droites  ÂB,  AD  soient  commensurables ;  d'après  la  proposition  précédente, 
il  est  clair  que  si  par  les  points  de  division  de  la  droite  AB  on  mène  des  pa- 
rallèles à  la  droite  BC,  le  côté  AC  sera  divisé  en  un  même  nombre  de  parties 
égales  entre  elles  ;  et  que ,  la  droite  AD  contenant  un  nombre  complet  des 
parties  égales  de  AB,  A£  contiendra  le  même  nombre  complet  des  parties 
égales  de  AC;  si  donc  on  suppose  que  AB  soit  divisé  en  60  parties  égales,  et 
que  AD  contienne  47  de  ces  parties,  AC  sera  de  même  divisé  en  60  parties 
égales,  et  A£  contiendra  47  de  ces  dernières  parties  égales  ;  on  aura  donc 
AB  :  AD  ::  60  :  47  ,   et  AC  :  AE  ::  6o  :  47  -,   donc  (alg.,  n^  137  ) 

ab;ad::  Ac:  AE. 

£n  second  lieu ,  supposons  qu'il  ne  soit  plus  possible  de  diviser  AB  en 
parties  égales  de  manière  que  AD  contienne  un  nombre  complet  de  ces  mêmes 
parties;  c'est-à-dire,  supposons  que  les  longueurs  AB,  AD  n'aient  point  de 
mesure  commune,  que  ces  longueurs,  en  un  mot,  soient  incornrnensumhles ; 
je  dis  que  la  proposition  aura  encore  lieu  ;  c'est-à-dire  que  si  la  droite  DE  est 
parallèle  à  BC,  quel  que  soit  le  rapport  des  droites  AB,  AD,  on  aura 

AB:AD::AC:AE (o. 

Si  cela  n'est  pas  vrai, il  est  clair  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion  (i) 
sera  trop  grand  ou  trop  petit;  supposons  qu'il  soit  trop  grand,  et  qu'au  lieu 
de  AE  il  ne  faille  que  AO  ;  on  aura  donc 

AB  :  AD  ;  :  AC  :  AO (2). 

Par  le  point  O  menons  la  droite  OF  parallèle  à  BC  ;  il  est  clair  qu'on 
pourra  toujours  diviser  AB  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales,  pour 
que  ces  parties  soient  plus  petites  que  la  distance  FD,  quelque  petite  que  soit 
cette  distance  FD  :  il  y  aura  donc  au  moins  un  point  de  division  entre  les 
points  F  et  D  (en  supposant,  pour  la  figure  33 ,  qu'on  porte,  sur  le  prolon- 
gement de  AB,  un  nombre  indéfini  des  parties  égales  de  AB  )  ;  soit  I,  ce  point  ; 
la  distance  AI  sera  commensurable  avec  AB  ;  si  donc  par  le  point  I  on  mène 
la  droite  IL  parallèle  à  BC,  on  aura  AB  :  AI  :  ;  AC  :  AL,  ou  (alg.,n^  i35) 
AI  l  AB  1 1  AL  :  AC  ;  multiplions  cette  dernière  proportion  par  celle  (2)  ci- 
dessus,  en  faisant  abstraction  des  termes  communs  aux  moyens  et  aux  ex- 
trêmes (alg.,  n^  i38),  et  nous  aurons  AI  ;  AD  1 1  AL  :  AO.  Mais  dans  cette 
proportion  nous  avons  AI  <  AD  ;  il  faudra  donc  que  AL  <  AO ,  or,  c'est  le 
contraire;  AO  est  donc  trop  petit;  donc  AE  de  la  proportion  (i)  n'est  pas 
trop  grand.  On  démontrerait  d'une  manière  semblable  que  AE  n'est  pas 
trop  petit;  donc  (pourvu  que  DE  soit  parallèle  à  BC)  on  aura  toujours 
la  proportion  (1)  ci-dessus. 


252  COURS  DE  CONSXarCTlON. 

83.  Corollaire  i.  De  la  proportion  AB  :  AD  :  :  AC  :  AE,  on  tire  i*.  AB 
:  AC  :  ;  AD  :  AE(alg.,n«.  i35);2*.  AB  :  AG  :  :  AB— AD  ;  AC— AECalg^n*. 
i44)ou  AB  :  AC  ::  DB  :  EC,  car  AB— AD  =  DB,et  AC— AE=EC;3\de 
la  proportion  AB  :  AC  I  :  AD  :  AE,  iK résultera  AB  —  AD  :  AC  — AE  ;; 
AD  ;  AE,  ou  DB  ;  EC  \  \  AD  :  AE  (comparez  toutes  ces  proportions  avec 
les  figures,  pour  en  bien  retenir  le  sens  ). 

84.  Corollaire  2.  La  droite  DE  étant  toujours  parallèle  à  BC  (  fig.  34)*  il 
suit  encore  de  là  que  AC  I  AE  :  :  BC  :  DE  ;  car  si  par  le  point  £  on  mène 
la  droite  EF  parallèle  à  AB,  on  aura  AC  :  AE  :  ;  BC  :  BF  ;  mais  BF  ==  DE 
(comme  parallèles  comprises  entre  parallèles)  ;  donc  AC  ;  AE  1 1  BC  :  D£, 
et  puisque  AC  :  AE  :  :  AB  :  AD ,  on  aura  aussi  AB  :  AD  :  ;  BC  :  DE. 

%S.  Corollaire  3.  Il  suit  encore  de  là  que  si  l'un  AB  (fig.  35  et  36)  des 
côtés  d'un  triangle  quelconque  ABC  estdiçisé  d'une  certaine  manière,  et  que 
par  les  points  de  division  on  mène  des  droites  FC ,  GC  (  fig.  35  )  ou  FH ,  GI 
(fig.  36)  au  sommet  C  ;  si,  ensuite,  on  mène  une  droite  quelconque  DE 
(fig.  35  et  36  )  parallèle  à  AB  ;  cette  droite  DE  sera  diçisée  de  la  menu  ma" 
nière  que  la  droite  AE  par  les  droites  FC ,  GC  (fig.  35)  ou  FH,  GI  (fig.  36); 
de  sorte  qu'on  aura 

AC  :  CD  :  :  AF  ;.  DH  :  :  F  G  :  Hi  :  :  GB  :  lE  :  :  AB  :  DE, 

En  effet,  il  est  évident  d'abord  que  AC  ;  CD  :  :  AF  :  DH  :  :  CP  :  CH ,  en 
ne  considérant  que  le  triangle  ACF  ,  dans  lequel  la  droite  DH  est  parallèle  i 
AF  ;  mais  si  Ton  considère  le  triangle  FCG,  dans  lequel  la  droite  HI  est 
parallèle  à  FG ,  on  aura  CF  :  CH  :  :  FG  :  HI ,  donc 

AC  :  CD  ::  AF  :  dh  ::  fg  :  m,  etc. 

86.  THEOREME  57.  Réciproquement,  si  les  côtes  AB,  AC  (fig.37  et  38)  dw 
triangle  ABC  sont  coupés  proportionnellement  par  une  droite  DE ,  cette  droit 
DE  sera  parallèle  à  BC. 

En  effet ,  si  la  droite  DE  n^est  pas  parallèle  à  BC ,  par  le  point  D  on  poom 
mener  une  droite  DF  qui  soit  parallèle  à  BC,  ce  qui  donnera  AB  l  AD!.' 
AC  ;  AF  ;  mais  par  hypothèse  AB  ;  AD  1 1  AC  l  AE  ;  or ,  ces  deux  propor- 
tions ont  les  trois  premiers  termes  communs;  donc  ies  quatrièmes  doiteot 
être  égaux;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  la  parallèle  DF  à  BC  ne 
coïncide  avec  DE  ;  donc  celte  dernière  DE  est  parallèle  à  BC;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

87.  THÉORÈME  58.  Si  l'on  dicise  en  deux  parties  égales,  par  une  droite  CD 
(fig.  39),  l'un  des  angles  ACB  d'un  triangle  quelconque  ARC ,  le  cAtéKh 
opposé  à  cet  angle  sera  coupé  en  deux  segmens  AD ,  DB  proportionnels  aus 
deux  autres  côtes  AC ,  CB  /  c'est-à-dire  qu'on  aura  AD  ;  DB  •  ;  AC  l  CB. 
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£n  effet»  si  Ton  prolonge  le  côté  AC  vers  le  point  E,  cl  que  par  le  point 
B  on  mène  la  droite  BE  parallèle  à  DC ,  on  aura  le  triangle  ABE ,  dans  lequel 
la  droite  DC,  parallèle  à  BE,  coupera  les  côtés  AB,  AE  proporlionnclicment; 
de  sorte  (n*.  83)  qu'on  aura  AD  :  DB  :  :  AC  :  CE....  (i).  Mais  le  triangle  CBE 
est  isocèle;  car  l'angle  BEC=:ACD(n\6i),  et  Pangle  CBE=DCB  (n^Sg); 
or,  la  droite  DC  divise  Tangle  ACB  en  deux  parties  égales;  donc  Tangle 
ACD  =  DCB  ;  donc  aussi  Tangle  CBE  =  BEC  ;  donc  (n^  45  )  CB  =  CE  ; 
ai  donc  on  met  CB  à  la  place  de  CE  dans  la  proportion  (t),  on  aura 
AD  ;  DB  :  :  AC  :  CB  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Les  Triangles  semblables. 

88.  DÉFINITIONS.  Deux  triangles  sont  dits  semblables  lorsqu'ils  ont  les  côtés 
homologues  proportionnels  et  les  angles  égaux,  chacun  à  chacun. 

On  appelle  côtés  homologues  ceux  qui  sont  semhlablement  placés  dans  les 
deux  triangles. 

Comme  dans  un  triangle  il  y  a  trois  angles  et  trois  côtés,  il  s'ensuit  qu'il  y 
a  six  conditions  nécessaires  pour  que  deux  triangles  soient  semblables;  mais 
nous  allons  voir  que  trois  de  ces  six  conditions  ayant  lieu,  les  trois  autres 
s'ensuivent  nécessairement. 

89.  THEOREME  Sg.  Deux  triangles  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  un  angle 
/gai  compris  entre  cotes  proportionnels. 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  triangles  AâC ,  abc  (fig.  40)  aient  l'angle 
A=a,  et  que  les  côtés  AB,  AC  et  ab^  ac  donnent  la  proportion  AB  \ab\\, 
AC  ;  iic...  (i);  si  l'on  porte  le  petit  triangle  ahc  sur  le  grand  ABC,  de  ma- 
nière que  l'angle  a  coïncide  avec  son  égal  A;  le  petit  triangle  deviendra  ADE, 
de  sorte  que  AD  =  a6,  et  AE  =  ac  ;  la  proportion  (1)  deviendra 
donc  AB  ;  ad:;  AC  ;  AE;  donc  la  droite  DE  divise  les  côtés  AB,  AC 
proportionnellement;  donc  (n^  86)  cette  droite  DE  est  parallèle  à  BC ,  et 
(n*.  84)  on  a  AB  :  AD  ou  a6  :  :  BC  :  DE  ou  bc\  àonc  les  trois  côtés  de  ces 
deux  triangles  sont  proportionnels,  et  les  angles  sont  égaux,  puisque  DE  est 
parallèle  à  BC  ;  donc  enfin  ces  deux  triangles  sont  semblables. 

90.  THEOREME  60.  Si  deux  triangles  ont  les  angles  égaux,  chacun  à  cJiacun, 
ils  auront  les  côtes  homologues  proportionnels,  et  seront  par  conséquent  sem- 
blables. 

Supposons,  en  effet,  que  les  deux  triangles  ABC,  aÂc(fig.4o)  aient  les 
angles  A =a,  B=6 et  C=:c;  plaçons  le  petit  sur  le  grand  triangle,  de  ma- 
nière que  l'angle  a  coïncide  avec  son  égal  A  ;  le  petit  triangle  deviendra  ADE, 
de  sorte  que  AD=:a£,  AE=acet  DE=:6c,  et  les  angles  du  triangle  ADE 
ne  seront  autre  chose  que  les  angles  du  triangle  abc  ;  mais  l'angle  6=B  ; 
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donc  Tangle  ADE  =  B;  donc  D£  est  parallèle  ( n'.  62)  à  BG;  d'où  il  suit 
que  AB  :  AD  ou  abuliCl  DE  ou  6c  :  ;  AC  :  AE  ou  aci  donc  les  deux 
triangles  ABC,  abc^  ayant  les  angles  ëgaux,  ont  aussi  les  côtés  homologues 
proportionnels  ;  donc  ils  sont  semblables. 

Remarque.  Comme  (n®.  70)  lorsque  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux 
ils  les  ont  tous  les  trois; il  s^ensuit  que  deux  triangles  qui  ont  deux  angles 
égaux  sont  semblables. 

9 1 .  TiiÉORÈME  6 1 .  Réciproquement,  si  deux  triangles  ont  les  ùws  câtes 
homologues  proportionnels,  ils  auront  aussi  les  trois  angles  égaux,  chacun  à 
chacun ,  et  seront  par  conséquent  semblables. 

Supposons  donc  que  les  triangles  ABC j  abc  ((ig.  4i  )  soient  tels,  qu'on  ait 
AB  labll  AC  lacn  BC  ;  bc...  (i)  ;  je  dis  que  ces  triangles  auront  les  angles 
égaux,  chacun  à  chacun.  En  effet,  sur  le  côté  ab  du  petit  triangle,  faisons 
Tangle  abd=zTi  et  Tangle  bad=^A\  nous  aurons  le  triangle  abd  qui  aura 
les  trois  angles  égaux,  chacun  à  chacun,  aux  angles  du  triangle  ABC  ;  on  aura 
donc  AB  :  abiiAC:  ad ::BC:bd. 

Si  nous  comparons  cette  suite  de  rapports  égaux  à  la  suite  (1)  ci-dessii5, 
nous  verrons  que  ces  deux  suites  ont  un  rapport  commun  qui  est  AB  I  ab; 
donc  tous  les  au  très  rapports  sont  égaux;  ainsi  nous  aurons  AC  ;  ac  HAC  lad 

ou  AC  :  AC  :  :  flc  :  ad]  donc  adz=  ac;  et  BC  :  bc  ::bc  :  bd  on  BC  :  BC  ;; 

bel  bd\  donc  bd  ;=  bc  ;  il  suit  donc  de  là  que  les  deux  triangles  abcj  abd  ont 
les  trois  côtés  égaux  ;  ces  deux  triangles  ont  donc  aussi  les  trois  angles  égaux, 
chacun  à  chacun  ;  mais  les  angles  du  triangle  a6J  sont  égaux,  chacunà  chacuiii 
aux  angles  du  triangle  ABC  ;  donc  les  angles  du  triangle  abc  sont  aussi  égaux, 
chacun  à  chacun,  aux  angles  du  triangle  ABC  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

92.  Corollaire.  Il  suit  de  ce  qui  précède  sur  les  triangles  semblables,  et  da 
n"".  68,  que  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  parallèles  sont  semblables,  car  ils 
ont  les  angles  égaux. 

11  sera  démontré  aussi  que  deux  triangles,  qui  ont  les  côtés  perpendicu* 
laires,  ont  les  angles  égaux,  et  sont  par  conséquent  semblables. 

b^\    LEÇON. 


Les  Polygones. 

93.  DÉnNiTiONs.  On  ^^i^QWe  figure  plane ,  une  surface  plane  terminée  de 
toutes  parts  par  des  lignes.  Si  ces  lignes  sont  droites,  la  figure  prend  le  nom 
de  polygone.  Les  droites  qui  terminent  le  polygone  s'appellent  les  côtés,  cl  leur 
ensemble  forme  le  contour  ou  le  périmètre  du  polygone. 
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Les  polygones  sont  régidiers  ou  irréguUers.  Ils  sont  réguliers,  lorsquMls  ont 
les  côtés  et  les  angles  égaux.  Ils  sont  irréguliers  dans  toute  autre  circons- 
tance.    . 

Les  polygones  sont  conçexes  ou  à  angles  rentrons.  Un  polygone  est  con- 
Tcze  quand  une  droite  ne  peut  couper  le  contour  qu^en  deux  points. 

Les  polygones  se  distinguent  encore  par  le  nombre  de  leurs  côtés.  Le  plus 
simple  de  tous  s^appelle  trilcUère,  parce  qu^il  a  trois  côtés,  et  triangle  parce 
qu^U  a  trois  angles  (n^  36).  Celui  qui  a  quatre  côtés  s^appelle  quadrilatère; 
celui  qui  en  a  cinq^  pentagone  ;  celui  qui  en  a  six,  exagone;  sept,  eptagonc; 
Yaml^oelogane;  neuf,  ennéagone;  dix,  déc€igone;  douze,  duodécagone ,  etc.; 
ou  bien  on  se  contente  d'énoncer  le  nombre  des  côtés  du  polygone  que  Ton 
veut  désigner. 

On  appelle  diagonale  une  droite  qui  joint  les  sommets  de  deux  angles  non 
adjacens  dans  un  polygone  quelconque. 

g4-  THÉORÈME  62.  Deux  polygones  quelconques  sont  égaux  lorsffuûs  ont 
les  côtés  et  les  angles  égaux,  chacun  à  chacun.  Un  est  pas  besoin  de  dire  que 
le  nanJbre  des  c&tés  est  le  même  dans  les  deux  polygones. 

Supposons,  en  effet,  que  les  polygones  ABCDEFG,  ahcdefg(JL\^.  42)  soient 

tels,  que  les  côtés,  AB  =  a6,  BC  =  6€:,  CD  =  €y;{,  etc.,  et  que  les  angles, 

Â^a,  B=&,  C  =  c,  Hzzzdy  etc.,  il  est  clair  qu^on  pourra  poser  ces  deux 

polygones  Tun  sur  Fautre,  de  manière  que  Tangle  a  coïncide  avec  son  égal  A, 

d^où  il  résultera  que,  i*.  le  côté  ab  coïncidera  avec  son  égal  AB,el  le  côté  ag 

arec  son  égal  AG  ;  2^  le  point  b  tombera  sur  le  point  B,  et  comme  Tangle  b 

est  égal  à  Tangle  B,  le  côté  bc  coïncidera  avec  BC  ;  3\  le  point  c  tombera  sur 

le  point  G ,  et  comme  Fangle  c=C,  le  côté  cd  coïncidera  avec  CD;  etc.  :  les 

deux  polygones  coïùcideront  donc  dans  tous  leurs  points;  donc  ils  seront 

égaux. 

g5.  THÉORÈME  63.  Si  deux  polygones  quelconques  sont  égaux,  on  pourra 

tOiuJQurs  les  décomposer  en  un  même  nombre  de  triangles  égaux,  chacun  a 

chacwi,  et  semblablemenÉ disposés. 

Soient  les  deux  polygones  égaux  ABCDEFG,  ahcdefg  (fig.  4^)'  ^i  dans 

ces  deux  polygones  on  mène  les  diagonales  BD,  BE ,  BF,  BG,  et  bd^  be^  b/^ 

bgy  par  les  sommets  homologues;  je  dis  que  les  triangles  BCD  =  bcd^ 
BDE  =  &fe,BEF=Aç/',  BFG  =  A/^,  etc. 

En  efTet,  i^  le  triangk  BCD=6cJ,  car  Tangle  C=:c,  et  les  côt/Js  BC=^ 
et  CD = of  ; dcMicles deux  triangles  BCD,  &a/ sont  égaux,  puisqu'ils  ont  on 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux ,  chacun  ii  chacun  ;  2".  le  triangle 
BDE  =&fe;  car  Tangle  CDE  =  eife  ,    et  langle    CDB  =  r€26  ;   donc 
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CDE  —  CDBz=cde—cdb,  ou  BBE=bde.  De  plus  ,  BD=M  et  I)E=uie  ; 

donc  les  deux  triangles  BDE ,  bde  sont  égaux ,  puisquMIs  ont  un  angle  égal 
compris  entre  côlés  égaux,  chacun  à  chacun  ;  S**,  etc.  La  proposition  se  trouTe 
donc  démontrée.  . 

96.  THEOREME  64*  Réciproquement,  si  deux  polygones  se  composent  d'un 
même  nombre  de  triangle  égaux,  chficun  à  chacun,  et  semblablement  disposés, 
les  deux  polygones  seront  égaux. 

Supposons  donc  (fig.  4^)  que  les  triangles  BCD  =  bcdj  BDE  =  &fe,  etc., 
I*.  Tangle  C=c,  les  côtés  BC=dé:  et  CJ)=cd\  2^.  comme  les  angles  BDG=&d^ 
et  BDE  =: bde,  on  aura  BDC -h BDE  =  ô^fc  4- We  ou  CDE  =  ccfe,  et 
DE  =  </e,  etc.  Les  deux  polygones  ont  donc  les  côtés  et  les  angles  égaux, 
chacun  à  chacun;  donc  ils  sont  égaux. 

97.  DEFINITION.  Deux  polygoues  sont  semblables  quand  ils  ont  le  même 
nombre  de  côtés,  les  angles  égaux,  chacun  à  chacun,  et  les  côtés  homologues 
proportionnels. 

98.  THEOREME  65.  Deux  polygones  semblables  pcuçcnt  tou/ouTS  sc  déconh 
poser  en  un  même  nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement  disposés» 

Supposons  (  fig.  43  )  que  les  deux  polygones  ABCDE ,  abcde  soient  sem- 
blables, et  menons  les  diagonales  AG ,  AD,...  dans  le  premier,  et  par  les  som- 
mets homologues  les  diagonales  ac,  ad,...  dans  le  second;  les  triangles  abc^ 

acd,  adcj seront  respectivement  semblables  aux  triangles  ABC,  ACD, 

ADE. 

En  effet,  les  deux  polygones  étant  semblables ,  ils  ont  les  angles  égaux, 
chacun  à  chacun,  et  les  côtés  homologues  proportionnels  :  on  aura  donc 
Vangle  B  =  6,  et  AB  IcLbn  BG  l  bc  ;  donc  les  triangles  ABG ,  cU^c  sont  sem- 
blables, puisqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionneb  ; 
donc  BClbc:  l  AC  lac,  et  Tangle  ACB  ==  acb.  Mais  BC  l  bcH  CD  Icd.i 
cause  que  les  polygones  sont  semblables;  donc  AG  l  acll GD  I  cd',  de  pliUi 
Tangle  BCD  z=bcd,  et  AGB  =  a£r6;  donc  ACD  =:acd\  les  deux  triangles  . 
AGD,  acd  ont  donc  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ;  ces 
deux  triangles  sont  donc  semblables ,  etc. 

99.  THEOREME  66.  Réciproquement,  si  deux  polygones  se  composent  dw^ 
même  nombre  de  triangles  semblables,  chacun  à  chacun,  et  sémblablenieni 
disposés ,  ces  deux  polygones  seront  semblables. 

Supposons  (fig.  43)  que  les  triangles  ABC  ,  AGD,  ADE  soient  respecti- 
Tcment  semblables  aux  triangles  abc,  acd,  ade)  je  dis  que  les  deux  polygones 
ABGDE ,  abcde  seront  semblables. 

En  effet,  d*abord  puisque  les  triangles  ^ans  lesquels  se  composent  les  pq- 
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lygoncs  sont  semblables,  chacun  à  chacun,  les  angles  de  ces  triangles  sont 
égaux^  chacun  à  chacun;  ainsi  on  aura  Tangle  B  =  6 ;  Tangle  C  =  c,  car  ces 
deux  angles  se  composent  de  deux  angles  égaux,  chacun  à  chacun;  Tangle 
D  =  df  par  la  même  raison,  etc.;  donc  ces  deux  polygones  ont  les  angles 
égaux.  Mais  la  similitude  des  triangles  donne  AB  l  abn  BC  l  bcll  AC  l  acH 
CD  I  cd^  etc.,  donc  les  côtés  de  ces  mêmes  polygones  sont  proportionnels  ; 
donc  ces  polygones  sont  semblables. 

loo.  THEOREME  67.  Les  contours  ou  périmètres  des  polygones  semblables 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  homologues  de  ces  polygones. 

Soient  ABCDE  ,  abcde  (fig.  43)  deux  polygones  semblables;  on  aura 
AB:ûA::BC  :Ô£:::CD:cJ;;DE  iJ^IlEAl^a;  mais  dans  une  suite  de 
rapports  égaux  (alg.,  n^  i4i)y  I^  somme  des  antéccdens  est  à  celle  des  con^ 
séquens,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent;  donc 

AB  4-  BC  +  DC  +  DE  4-  E A  :  aô  4-  it:  4-  Je  4-  cfe  +  en  ;  :  AB  :  ab. 
Or,  le  premier  terme  de  cette  proportion  n'est  autre  chose  que  le  contour 
du  grand  polygone,  et  le  second  terme  le  contour  du  petit  ;  appelons  donc  C 
et  c  CCS  deux  contours,  et  nous  aurons  C\c\\  AB  \ab\c(t  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

loi.  THÉORÈME  68.  La  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d* un  polygone 
cançexe  quelconque  est  toujours  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits 
quily  a  d'unités -moins  deux  dans  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

En  effet,  s'il  s'agit  du  polygone  ABCDE  (fig.  43),  en  menant  les  diagonales 
AC,  AD,  ce  polygone  se  trouvera  décomposé  en  autant  de  triangles  qu'il  y 
ade côtes  moins  deux  dans  le  polygone.  Or,  il  est  évident  que  l'ensemble  des 
^les  de  ces  triangles  forme  la  somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ; 
nuis  l'ensemble  de  tous  les  angles  de  ces  triangles  est  égal  à  autant  de  fois 
deax  angles  droits  (  n®.  69)  qu'il  y  a  de  ces  triangles,  ou  ,  en  d'autres  termes, 
qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  dans  le  polygone;  si  donc  n  est  le  nombre  des 
côtés  du  polygone,  en  prenant  l'angle  droit  pour  unité,  la  somme  de  tous  les 
^gles  intérieurs  d'un  polygone  quelconque  sera  égale  à  2(/^  —  2). 

102.  Corollaire,  Il  suit  de  là  que  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  valent 
ensemble  quatre  angles  droits.  Car  dans  ce  cas  n=4,  et  n  —  2  =  2;  donc 

a(ll— 2)  =  2X2=:4. 

io3.  TPEORÈME  69.  Si  deux  angles  CAB,  CDE  (fig.  ^/^)  ont  les  côtés  per- 
poidiculaùres ,  ils  seront  égaux. 

Eo  effet,  le  quadrilatère  ACDD  a  deux  angles  droits  ACD,  ABD;  mais 
les  quatre  angles  valent  quatre  angles  droits;  donc  les  deux  autres  angles 
CAB,  CDB  sont  supplémcns  l'un  de  l'autre  ;  mais  les  deux  angles  CDB,  CDS 


o*» 


258  COURS   DE  CONSTRUCTION. 

sont  aussi  supplcmcns  Tun  de  Tautre;  donc  les  angles  CAB,  CDE  ont  le 
même  supplément;  donc  ils  sont  égaux;  ce  quMl  fallait  démontrer. 

104.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  triangles  qui  ont  les  côtes  respec- 
tivement perpendiculaires  ont  les  angles  égaux,  et  sont  par  conséquent  sem- 
blables (n".  90). 

io5.  DÉFINITION.  Si  Ton  prolonge  les  côtes  d'un  polygone  ABCDE  (fig.45), 
les  angles  BAF,  CBG,  DCH ,  etc.,  seront  ce  qu'on  appelle  les  angles  exté- 
rieurs du  polygone. 

106.  THÉORÈME  70.  La  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  d'un  polygone 
quelconque  est  toujours  égale  à  quatre  angles  droits. 

En  effet,  il  est  évident  qu'en  ajoutant  les  angles  extérieurs  aux  angles  in- 
térieurs ,  on  aura  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le 
polygone;  ainsi  n  étant  le  nombre  des  côtés,  2/1  sera  la  somme  totale  des 
angles  du  polygone  ;  mais  si  l'on  ne  veut  avoir  que  la  somme  des  angles  exté- 
rieurs, il  est  clair  que  de  la  somme  totale  il  faudra  retrancher  la  somme  des 
angles  intérieurs,  qui  est  2(71  —  2)  ou  271  — 4  *  ^"  ^^^^  donc  pour  la  somme 
des  angles  extérieurs  un  —  2/ï  +  4  =  4  >  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

107.  THÉORÈME  71.  Deux  polygoncs  réguliers  d'un  même  nombre  de  câtés 
sont  semblables. 

En  effet,  la  somme  des  angles  intérieurs  de  ces  deux  polygones  est  la 
même,  puisque  le  nombre  des  côtés  est  le  même;  mais  les  polygones  sont 
réguliers;  les  angles  de  chacun  d'eux  sont  donc  égaux  entre  eux;  ces  deux  po- 
lygones auront  donc  les  angles  égaux ,  puisque  ces  angles  seront  des  fractions 
semblables  de  la  même  somme.  De  plus ,  les  côtés  de  chacun  des  polygones 
sont  égaux  entre  eux  ;  en  comparant  donc  les  côtés  de  l'un  aux  côtés  de 
l'autre ,  on  aura  une  suite  de  rapports  identiques  ;  donc  les  côtés  homologues 
seront  proportionnels;  donc  les  deux  polygones  seront  semblables. 

108.  THÉORÈME  72.  Si  sur  les  milieux  Y  et  G  des  deux  côtés  contigus  AB, 
BC  d'un  polygone  régulier  quelconque  (  fig.  46  )  on  élèçe  les  perpendiculains 
rO ,  GO  ,  ces  deux  perpendiculaires  se  rencontreront  en  un  point  O  qui  st^ 
également  éloigné  de  chaque  côté  du  polygone. 

Par  le  point  O  abaissons  les  droites  OH,  OI,  OK,...,  perpendiculaires aox 
côtés  CD ,  DE ,  EL ,...  ;  je  dis  que  ces  droites  seront  égales  entre  elles  et  aux 
droites  FO  ,  GO.  En  effet,  le  quadrilatère  GOHC  =  FOGB  ;  car  si  l'on  fait 
tourner  le  premier  autour  de  la  droite  OG ,  comme  les  angles  OGG,  0GB 
sont  droits,  GC  prendra  la  direction  de  GB  ;  mais  le  point  G  est  le  milieu 
de  BC  ;  donc  le  point  C  tombera  sur  le  point  B,  et  comme  les  angles  DCB, 
CBA  sont  égaux,  la  droite  Cil  prendra  la  direction  de  BF.  Je  dis  maintenant 
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que  le  point  H  tombera  sur  le  point  F,  car  si  cela  n^avait  pas  lieu,  par  le 
même  point  O  on  pourrait  abaisser  deux  perpendiculaires  différcnles  sur  la 
même  droite  AB,  ce  qui  est  impossible;  donc  les  deux  droites  OF,  OH  sont 
égales,  puisqu'elles  coïncident.  En  continuant  cette  manière  de  raisonner,  on 
démontrerait  que  le  point  O  est  à  égales  distances  des  autres  cAlcs  du  poly- 
gone. On  observera  que  les  droites  OH,  OI,...,  tombent  sur  les  milieux  des 
côtés  du  polygone. 

log.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  le  point  O  est  aussi  à  égales  distances 
des  sommets  K^  B^  C,...,  dupolygone,  caries  droites  AO,  BO,  CO,...,sont 
égales  comme  étant  des  obliques  également  écartées  de  la  perpendiculaire. 

iio.  Corollaire  2.  Il  suit  de  là  évidemment  que  les  triangles  AOB,  BOC, 
CDD,  etc. ,  seront  égaux  entre  eux. 

111.  DEFINITION.  Ce  point  O  situé  intérieurement  à  égales  distances  des 
côtés  du  polygone  et  des  sommets,  s'appelle  le  centre.  £t  la  perpendiculaire 
OF  abaissée  du  centre  O  sur  un  côté  se  nomme  V apothème. 

112.  DÉFINITION.  On  appelle  parallélogramme  un  quadrilatère  ABCD 
(fig.  47  )  dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles. 

ii3.  Corollaire  i.  11  suit  de  cette  défmition  que  les  côtés  opposés  d*un 
parallélogramme  sont  égaux,  puisqu'ils  sont  des  parallèles  compris  entre  des 
parallèles  (n"".  71). 

ii4-  Corollaire  2.  Si  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sont  égaux,  ils 
seront  parallèles  (  n^  yS  ),  et  le  quadrilatère  sera,  par  conséquent,  un  paral- 
lélogramme. 

ii5.  Corollaire  3.  Si  dans  un  quadrilatère  deux  côtés  opposés  sont  égaux 
et  parallèles,  les  deux  autres  côtés  (n"".  72)  seront  aussi  égaux  et  parallèles, 
et  par  conséquent  la  figure  sera  un  parallélogramme. 

1 16.  Corollaire  4*  Bans  tout  parallélogramme,  les  angles  adjaccns  au  même 
cÀté  Talent  ensemble  deux  angles  droits  ;  car  ces  deux  angles  A  et  B  (fig.  47) 
sont  intérieurs  aux  parallèles  AD,  BC,  et  du  même  côté  de  la  sécante  AB 

(n*.65). 

117.  Corollaire  5.  Il  suit  de  là  que  les  angles  opposés  A  et  C  ou  B  et  D 
dans  tout  parallélogramme  ABCD  (  fig.  47  )  sont  égaux  ;  car  Tangle  B  est  à 
la  fois  le  supplément  des  angles  A  et  C  ;  donc  A  =  C  ;  et  Tangle  A  est  à  la  fois 
le  supplément  des  angles  B  et  D  ;  donc  B  =  D. 

118.  Corollaire  6.  Il  suit  de  là  que  les  quatre  angles  d'un  parallélogramme 
valent  quatre  angles  droits;  car  les  angles  A  et  B  valent  ensemble  deux 
angles  droits,  et  les  deux  angles  D  et  C  aussi  ;  donc  ces  quatre  angles  valent 
ensemble  quatre  angles  droits,  ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  68,  car  le 


264  COURS  DE  CONSTRUCTION. 

qui  auronl  la  même  hauteur,  d'où  ABCD  :  EBCH  :  :  AB  :  EB (i),  cl  les 

lieux  rectangles  EBCH,  EBGF,  qui  auront  la  même  base;  donc  EBCII  ; 
EBGF  ;  :  BC  :  BG.  si  donc  on  multiplie,  par  ordre,  celte  dernière  propor- 
lîonpa/laproportion(0,onauraABCD  :  EBGF:: ABxBG  1  EBxBG...(2); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

i32.  Corollaire  i.  Si  donc  le  rectangle  EBGF  est  un  carré,  et  que  ce  carré 
soit  l'unité  de  superficie;  en  prenant  les  côtés  de  ce  carre  pour  unité  de  lon- 
i^ueur,  la  proportion  (2)  ci-dessus  se  réduira  à  ABCD  I  i  :  :  AB  X  BC  î  i  ;  si 
donc  on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens  dans  celte  dernière 
proportion,  on  aura  ABCD  =  AB  X  BC.  D'où  il  s'ensuit  que  la  superjicit 
(ïun  rectangle  est  égale  à  un  nombre  (ïuniiés  superficielles  égal  au  nombrt 
d'unités  linéaires  du  produit  de  la  base  par  la  hauteur  du  rectangle,  ou,  par 
abréviation ,  la  superficie  d'un  rectangle  est  égale  au  produit  de  la  ba^e  par  la 
hauteur. 

i33.  Corollaire  2.  Comme  tout  parallélogramme  peut  se  transformer  en 
\in  rectangle  de  même  base,  de  même  hauteur  et  de  même  superficie,  et  que 
la  superficie  d'un  rectangle  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  hauteur,  il 
s'ensuit  que  la  superficie  d\in  parallélogramme  quelconque  est  égale  de  mèmt 
nu  produit  de  la  base  par  la  hauteur  du  parallélogramme. 

134.  Corollaire  3.  Puisqu'un  triangle  est  toujours  la  moitié  d'un  parallé- 
logramme de  mên)c  base  et  de  même  hauteur  que  le  triangle,  il  s^ensuit  que 
la  superficie  de  ce  dernier  n'est  que  la  moitié  de  celle  du  parallélogramme, 
qui  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  hauteur  ;  mais  (arith.,  n^  45)  la  moitié 
d'un  produit  composé  de  deux  facteurs  s'obtient  en  multipliant  l'un  des 
facteurs  par  la  moitié  de  l'autre  ;  donc,  la  superficie  d'un  triangle  est  égale  à 
la  base  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur,  oiià  la  hauteur  multipliée  par 
la  moitié  de  la  base. 

i35.  Corollaire  4«  Ilsuit  de  ce  qui  précède  que,  pour  avoir  la  surface  d'un 
polygone  quelconque  ABCDEFG  (fig.  42),  il  suffit  de  décomposer  ce  poly- 
gone en  triangles  BDC ,  BDE ,  etc.  ;  de  prendre  la  surface  de  chacun  de  ces 
triangles ,  et  de  faire  ensuite  la  somme  des  surfaces  de  tous  ces  triangles  ;  il  est 
évident  que  cette  somme  sera  la  surface  demandée. 

i36.  DEFINITION.  Tout  quadrilatère  ABCD  (fig.  54  )  qni  n^a  que  deux  côtés 
AB,  DC  parallèles,  se  nomme  trapèze^  et  les  côtés  parallèles  prennent  le  nom 
de  bases  du  trapèze.  La  hauteur  est  la  perpendiculaire  £F  abaissée  d^un  point 
quelconque  de  l'une  des  bases  sur  l'autre. 

iSy.  THEOREME  8o.  La  Superficie  d'un  trapèze  est  égale  à  la  demi'^somme 
des  deux  bases  multipliées  par  la  hauteur. 
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£a  effet,  si  Von  mené  la  diagonale  AC  (iîg.  54),  ofi  pailagera  le  trapèze  en 

3eux  triangles  ÂCB,  ACD,  dont  la  hauteur  sera  celle  du  trapèze;  or,  la  su- 

AB 
>erficie  du  premier  ACB  =  EF  x ,  et  la  superficie  du  second  ^DC  = 

DG  •  ^ 

EF  X 5  niais  la  somme  des  deux  triangles  est  égale  au  trapèze;  donc 

\BCD  =  EFx  — +EFx-^ouABGD=EFx  ^^  +  °^  ,  à  cause 

ju  facteur  commun  EF  ;  donc,  ete. 

i38.  THEOREME  8i.  Si  par  le  milieu  I  d'im  côté  BC  du  trapèze  ABCD 
[fig.  54)  on  mène  une  droite  GH  parallèle  à  Vautre  côté  AD,  et  quonpro^ 
longe  la  base  DC Jusqu'à  sa  rencontre  en  II  açec  la  droite  GH,  on  aura  un 
r^araUélogramme  AGHD  qui  sera  équiimlent  au  trapèze  ABCD. 

Eneffet|4e  triangle  GIB,  qu^on  retranche,  est  égal  au  triangle  CIH,  qu*on 
ijoute,  pour  passer  du  trapèze  au  parallélogramme  ;  car  ces  deux  triangles  ont 
les  angles  égaux,  comme  alternes-internes  ou  comme  opposés  par  le  sommet, 
et  de  plus  un  côté  égal ,  puisque  le  point  I  est  au  milieu  de  BC  ;  donc,  etc. 

i3g.  Corollaire  i.  La  surface  du  parallélogramme  AGHD  est  égale  à 

AGxEF,  mais  celle  du  trapèze  est  égale  à — X  EF  ;     donc 

AB  \-  PC  •  *  ^ 

\G  = ;  c'est-à-dire  que  la  base  du  parallélogramme  est  égale  à 

la  derrèirsomme  des  bases  du  trapèze. 

i4o.  Corollaire  2.  Si  par  le  point  I,  milieu  de  BC  ou  de  GH  on  mène  une 
parallèle  IK  à  AB ,  cette  droite  IK  sera  à  égales  distances  des  bases  du 
trapèze^  et,  comme  cette  droite  Kl  est  égale  à  AG,  elle  sera  aussi  égale  à 
la  demi-somme  des  bases. du  trapèze. 

i4k*  Corollaire  3.  Il  suit  de  là  que  la  superficie  d'tm  trapèze  est  égale  à  la 
fuiuteur  multipliée  par  une  droite  menée  à  égales  distances  des  bases, 

i4a.  TSiEoaEiiiE  82.  La  superficie  d'un  polygone  régidier  est  égale  au  con- 
tour  ou  périmètre  dû  polygone  multiplié  par  la  moitié  de  l'apot/iême^  ou  à  la 
moitié  du  contour,  multipliée  par  t apothème  toute  entière. 

Supposons  quUl  s'agisse  du  polygone  régulier  ABCDE...  (fig.  46)  ;  si  par  le 
centre  O  on  mène  les  diagonales  OA,  OB,  OC,  «te,  on  décomposera  le 
polygone  en  autant  de  triangles  égaux  (n"".  1 10)  qu^il  y  a  de  côtés  dans  le  po- 
lygone; abaissons  Tapothéme  OF  sur  la  base  AB  de  Tun  de  ces  triangles; 

.                                          OF 
ta  superficie  du  triangle  ABO  sera  AB  x ,  mais  tous  les  autres  triangles 

auront  la  même  superficie;  pour  avoir  celle  du  polygone  il  suffira  donc  de 

OF 
multiplier  AB  X  par  le  nombre  des  triangles ,  ou  en  d'autres  termes 

par  le  nombre  des  côtés  du  polygone;  soit  n  ce  nombre  de  côtés  :  la  superr 

34 
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OF 

ficîe  du  pofygoiie  sera  donc  n  X  AB  x ;  mais  le  produit  n  x  AB  est 

évidemment  le  contour  du   polygone  ;   en  rappelant  G,  on   aura  donc 

OF 
C  X pour  la  superficie  demandée  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

7™"*    LEÇON. 


Comparaisons  des  Superficies  des  Polygones. 

143.  THEOREME  83.  Les  superficies  de  deux  triangles  qui  ontunangle  égal 
sont  entre  elles  comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  t angle  égal; 
c'est-à-dire  que  si  les  triangles  ABC,  abc  (  fig.  55  )  ont  l'angle  A=a,  on  aura 

ABC  :  abc::  AB  X  AC  :  ab  X  ac. 

En  effet,  transportons  le  triangle  abc  sur  Tautrc  ABC,  de  manière  que 
Tanglc  a  coïncide  avec  son  égal  A  ;  le  triangle  abc  deviendra  ADE.  Menons 
la  droite  EB  ;  nous  aurons  les  deux  triangles  AED ,  AEIB ,  qui  auront  leur 
sommet  au  même  point  E  et  leurs  bases  sur  une  même  droite  AB  ;  ces  deox 
triangles  auront  donc  la  même  hauteur,  et  (n^  i3o)  ils  seront  entre  eax 
comme  leurs  bases  ;  c'est-à-dire  que  AEB  :  AED  ;  :  AB  ;  AD...  (i).  De  plus, 
les  triangles  AEB ,  ABC  ont  leur  sommet  au  même  point  B  et  leurs  bases  sut 
une  même  droite  AC;  ces  deux  triangles  ont  donc  la  môme  hauteur,  ils  seront 
donc  entre  eux  comme  leurs  bases;  c'est-à-dire  qu'on  aura  ABC  l  AEB II 
AC  î  AE.  Multiplions,  par  ordre,  cette  dernière  proportion  par  celle  (1)  ci- 
dessus,  et  nous  aurons  ABC  ;  AED  :  :  AB  X  AC  :  AE  x  AD  ;  ce  qu'il  jfallait 
démontrer. 

i44*  Corollaire  i.  Si  les  deux  triangles  étaient  équivalens,   on  aurait 

(i) AB  X  AC  =  AE  X  AD,  ce  qui  revient  à  AB  :  AË  ;  :  AD  :  AC;  car  si 

dans  cette  proportion  on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens,  on 
aura  l'égalité  (i).  Il  suit  de  là  que  si  deux  triangles  sont  équivalens  et  ont  ua 
angle  égal ,  les  côtés  qui  comprendront  cet  angle  égal  seront  réciproquement 
proportionnels. 

145.  Corollaire  2.  Si  l'un  des  deux  triangles  est  isocèle,  les  cdtés  égaux 
comprenant  l'angle  égal,  Vun  de  ces  côtés  égaux  sera  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  côtés  correspondons  dans  le  second  triangle.  Car  (  fig.  56  )  si 
les  deux  triangles  ABC,  abc^  ayant  l'angle  C  =  c:,  sont  équivalens,  et  que  le 
triangle  abc  soit  isocèle,  on  aura  AC  \ac::cb\ÇlB\  mais  ac^^^bc'^  donc 

AC  ;  flc  ;  ;  ac  :  bc. 
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i46-  TH£OR]kME  84-  Les  superficies  des  triangles  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  côtés  homologues. 

En  effet,  soient  ABC,  abc  (fig.  40)  deux  triangles  semblables;  ces  deux 
triangles  auront  les  angles  égaux  ;  donc ,  en  considérant  les  angles  égaux 
A  et  a,  d'après  la  proposition  précédente,  on  aura 

ABC  :  aôc  :  :  AB  X  AC  :  aô  X  ac (i). 

Mais  en  vertu  de  la  similitude  des  triangles,  on  a  AB  \abii  AC  i  ac;  multi- 
plions cette  proportion  par  Tidentique  AB  labu  AB  lab^  et  nous  aurons 
(ABy  (*)  l  (aby  1 1  AB  x  AC  ;  «6  x  ^c]  mais  celte  dernière  proportion  a  le 
rapport  commun  AB  X  AC  l  ab 'x  ac  avec  celle  (i)  ci -dessus;  donc 
ABC  lobe::  (AB)"  :  (aby\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

i47-  Corollaire.  Ainsi,  si  les  côtés  de  l'un  étaient  5  et  les  côté^  de  l'autre 
2  9  les  superficies  seraient  entre  elles  ;  ;  25  ;  4  9  et  non  pas  ;  ;  5  ;  2. 

148.  THEOREME  85.  Lcs  Superficies  des  polygones  semblables  sont  entre 
elles  comme  les  carrés  des  côtés  homologues. 

En  effet,  soient  ABCDE,  abcde  (fig.  43  )  deux  polygones  semblables;  en 
décomposant  ces  polygones  en  un  même  nombre  de  triangles  semblables 
(n*.  98  ),  chacun  à  chacun,  on  aura 

i\  ABC  :  abc  :  :  (  AB)'  :  (aby; 
2,\  ACD  lacdi:  (DCy  :  (dey  ; 
Et  3».  ADE  lade:: (DE/  :  [dey; 
mais  les  polygones  étant  semblables,  on  a  AB  labu  BC  l  bcn  CD  l  cdn 
DE  ide]  or  (alg.,n\  139)  on  peut  carrer  tous  les  termes  d'une  suite  de 
rapports  égaux  ;   on  aura  donc  (AB)'  :  (aby  :  ;  (BC)'  :  (bcy  ;  :  (CD)»  :  (cJ>"  ;  : 
(DE)*  l  (dey.  Les  seconds  rapports  des  trois  premières  proportions  sont  donc 
égaux  ;  donc  ABC  :  abc  :  ;  ACD  ;  acd  :  :  ADE  :  ade  :  :  (AB)'  :  (aby.  Mais 
dans  toute  suite  de  rapports  égaux,  la  somme  des  antécédens  est  à  celle  des 
conséquens,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent;  on  aura  donc 
ABC  +  ACD  4-  ADE  :  abc+  acd  +  ade  ;  ;  (AB)'  :  (aby.  Le  premier  terme 
de  cette  proportion  n'est  évidemment  autre  chose  que  la  superficie  du  grand 
polygone,  et  le  second  que  celle  du  petit;  appelons  P  et^  ces  superficies,  et 
nous  aurons  P  :  ;9  :  ;  (AB)'  :  (aby;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

i49*  THÉORÈME  86.  Si  par  le  sommet  C  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec* 
tangle  ABC  (fig.  Sy)  on  abaisse  une  perpendiculaire  CD  sur  Ihypothénuse 


(*)  Au  lieu  d^ëcrire  (AB)*  pour  désigner  le  carré  £ût  sur  la  droite  AB ,  on  est  dans  Tusage 
d'écrire  AB'  ;  mais  comme  on  pourrait  confondre  le  trait  qui  est  sur  les  deux  lettres  AB  avec  le 
signe  — ,  je  crois  plus  convenable  d'écrire  (AB)'  ;  et  en  effet  ceUe  indication  ne  peut  se  confondre 
avec  aucone  antre. 


%(tH  coc;b8  de  coNSTaucnoK. 

A  H,  //'  Irhuiffh'  A  UC  serthty.composé en  deux  triangles  ADC,  DCB  semblables 
nn  fftnnil ,  /'/  ftar  consifqiirnt  entre  eux. 

Kri  l'in^l,  f:c.H  Ciiwïx  triangles  sont  rectangles  ainsi  que  le  grand,  et^deplos, 
iU  (jnl  rliacuii  un  angle  commun  avec  le  grand  ;  les  trois  angles  de  ces  deai 
triangles  sont  donc  rgaux,  cliacun  à  chacun,  a  ceux  du  grand  triangle;  ces 
d<!ux  Irian^lr.H  sont  donc  semblables  au  grand,  et  par  conséquent  entre  eux. 

i.'io.  (Inrnllahv  i.  Il  suit  de  lu  que  la  perpendiculaire  CI)  est  moyenne 
proporlionii(*ll(*  enlro  les  d(!ux  scgmens  AD,  DB  de  rhypothénu5e..Cardece 
i|iir  Irs  Irianglos  ADC  ,  \)C\\  sont  semblables,  il  en  résulte  en  effet, 

AD;DG::DC:DB. 

lii  I .  dnm/tatW  2.  Il  résulte  aussi  de  là  que  chaque  côte  AC,  BC  de  Tangle 
droit  ost  nioycMi  proportionnel  entre  Thypothénuse  entière  et  le  segment 
adja(Tnt,rar  \^.  de  ce  que  1rs  triangles  ABC,  ADC  sont  semblables,  on  a 
vu  rdVt  AU  :  AC  ;  ;  AC  :  AI),  et  2^  de  ce  que  les  triangles  ABC,  DBCsont 
soniblabhvH,  on  a  aussi  on  effet  AB  ;  BC  :  :  BC  :  BD. 

ilvÀ,  dofvttatW  3.  Si  dans  ces  deux  proportions  on  fait  le  produit  des 
moyens  el  relui  des  exlri^mes,  on  aura  (AC)'=ABx AD,  et  (BC)^=ABxDB; 
ajonloiis  ces  deux  i^galiu's,  membre  à  membre,  et  nous,  aurons 
(At.)  f  (BCy  =  AU  X  AD  + AB  x  DB  =  AB  x(AD-i-DB);  mais 
AD  ♦  DU-  AU:  donc  (ACyH-(BCy=ABxAB  =  (AB)'  :  il  suit  donc  deU 
que  Al  sU>mnir  ih\s  rarfys  Jonnrs  sur  les  côtt's  de  l'angle  droit  d'un  triangk 
r>*f7#wi5;/i'  ts<i  #yii/c'  nu  rarre'/hrmr  sur  Ihypotlu^huse  (fig.  58). 

iS:C  ConduW  4.  Do  rôgalilo  (ACy+(BC;  =  (ABy.  on  tîreCACyss 
(AUy  —  (Ur.V;  c'ost-à-diro  que»  le  carré  /ait  sia-  l'un  des  côtes  de  ïan^ 
d9\%it  dw»  tnaufte  reetisn^le  est  (*j:<i/ <i  celui Jait  sur  l'hypathénuse ,  moms 
ivlui/oiS  s<ur  l\uêt/r  eil^ede  Itingle  </ro;V. 

kÎ;.  t\v\L\uW  x  DocoquoCACy=ABxAD,  et(BCy=ABxAD,iI 
AnsuitquovAO'  ;  ^^UCV::AUxAD  :  AB\DB,ou(AC/:(BC)*;:AD:DB; 
oVnI  à-diiv  que*  /:\<  earrk\<t\v7nes  sur  les  cotes  de  l'angle  dmli  d'un  triangk 
9\'%^tk9f^ie  s%viS  «vKf-r  A'4.r  txvvifiH^  tes  se^mens  conYSfhMidims  de  fhypothaïusu 

\^^.  tutorxixiv  î^-.  Si  l c**i  cxvK^iniii  tn-^s  JIU:urrs  semblaUes  (^^.S^)^^ 
Vj.  U.  %h  f.'N:'::V-v  «;:*•  •V.'^*  «\\V.<  /:^xv;iV.\<':*sj.r  sczen:  les  trvis  cviêsd'tm  tHa^ 
FW^rNkc^*  vue .  Li /4,*.^re  %\^isir:£:e  szir  I  hvf\?^henus>e  egulem  la  somme  des 

VuotYot.  îos  tîi^iuvs  ^or.xKalCcs  i^t.int  enîrv?  olîes  comnie  les  carres  d» 
<s>tos  houu^U^^ws  ^i;'^  \  ;S\  on  jiiujiP  :  0  :  :  ^AC*  ;  ^CB;\ maU (alg., n*.  1^0) 
Jaw'*  U^uto  *^nv^s^rîioa  *c  ^'^ror.vlcr  î.^r.r.v'»  c<:  i  li  5o:atae  des  deux  piemienSf 
<oi:\o,;o  îo  l:v;.0;;\c  c;s:  i  Ij^  >>^::v:::;:  cc5  cc^  ôiniàc:^.  «kxK  P:P+Q;i 
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(ACy  :  (ACy  +  (CB)'  ou  P  ;  P  +  Q  ;  :  (ACy  :  (AB)*;  or,  on  a  aussi  p  :  R  ;  : 
(ACy  •  (AB)';  à  cause  de»  rapports  commun,  on  aura  donc  P  ;  R  :  ;  P  ;  P+Q  ; 
mais  dans  celte  dernière  proportion  les  antéccdens  sont  égaux;  les  conséquens 
)e  seront  aussi;  donc  enfin  R  =^P+  Q;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

i56.  Remarque.  Nous  avons  vu  (n®.  1^2)  que  le  produit  de  deux  lignes 
était  une  surface;  cela  posé,  si  Ton  se  rappelle  i^  que  le  carré  de  la  somme 
de  deux  quantités  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ces  quantités  plus  deux 
fois  leur  produit  (  alg.,  n*.  28)1  on  verra  que  le  carré formd  sur  la  somme  de 
deux  droites  est  égal  à  la  somme  des  carrés  formés  sur  chacwte  de  ces  droites, 
plus  deux  fois  le  rectangle  dont  l'une  des  droites  serait  la  base  et  Vautre  la 
hauteur;  2®.  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  ces  quantités  moins  deux  fois  leur  produit  (alg.,  n"".  29),  on 
▼erra  que  le  carré  formé  sur  la  différence  de  deux  droites  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  formés  sur  ces  mêmes  droites  et  moûts  deux  fois  leur  rectangle  ; 
3*.  que  la  différence  des  carrés-  de  deux  quantités  est  égale  au  produit  de  la 
somme  par  la  différence  de  ces  mêmes  quantités  (alg.^  n^.  3o);  on  verra 
enfin  que  la  différence  des  carrés  formés  sur  deux  droitesest  égale  àun  rectangle 
dont  la  base  serait  la  somme,  et  la  hauteur  la  différence  de  ces  deux  droites^*). 
iSy.  THÉORÈME  88.  Dans  un  ùiangle  quelconque  ABC  (fig.  60  ),  si  Ton 
considère  un  côté  AC  opposé  à  un  angle  aigu  ABC ,  en  abaissant  par  le  point 
C  une  perpendiculaire  CD-  au  côté  AB ,  on  aura 

(ACy  =r  (AB)'  4-  (BCy  —  2 AB  x  DB. 
En  effet,  le  triangle  A€I>éUnt  rectangle,  on  aura  (AC)'=(ADy-KDC)\.,  (i). 
Mais  AD  =  AB— DB  ou  AD=BD— AB;  donc(AD>=(ABy+(DBy— 
2  ABxDB..(2);  de  plus,DC  est  le  côté  de  Tangle  droit  CDB  du  triangle  rectangle 
GBD  ;  donc  (DCy=(CB)'— (DB)';  ajoutons  cette  dernière  égalité  à  T égalité  (2), 

et  nous  aurons  (3) (AD)»  +  (DC)'  =  (AB)'  -f  (CB)'  —  2AB  x  DB,en  ob- 

sepvant  que  (DB)'  se  trouve  avec  le  signe  —  dans  la  dernière  égalité,  et  avec 
le  signe  +  dans  Tégalité  (2);  Mais  le  premier  membre  de  Tégalité  (3)  est  le 
second  de  l'égaUté  (1).;  donc  (AC)'  =  (AByH-(CB/  — 2AB  X  DB;  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

i58.  THEOREME  8g.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  6i  )  si  Ton 
considère  un  côté  AC  opposé  à  un  angle  obtus  ABC ,  en  abaissant  par  le  point 
G  une  perpendiculaire  CD  sur  le  côté  AB  prolongé ,  on  aura 

(ACy  =  (ABy  4-  (BCy  4-  2 AB  x  BD. 

(^  On  a  l'habitude  de  démontrer  ces  propositions  au  moyen  de  figures ,  mais  je  croîs  nécessaire 
de  se  servir  du  calcul ,  le  plutôt  possible ,  pour  démontrer  les  propositions  de  la  géométrie ,  parce 
qa^il  (ant  enfin  en  venir  IL 
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En  effet,  le  triangle  ACD  étant  rectangle,  on  aura  (AC)'=(AD)»+(DCy...  (i). 
Maïs  AD  =  AB  +  BD;  donc  (AD)'  =  (ABy+(DB)>4.2AB  X  BD...  (a).  De 
plus,  AC  est  l'un  des  côle's  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle  BCD,  donc 
(DCy  =  (BC)'  —  (DB)\  Ajoutons  cette  dernière  égalité  à  Tégalité  (2),  en 
faisant  attention  que  (DC)*  se  trouve  en  signes  contraires,  et  nous  aurons 
(AD)'  +  (DCy  =  (ABy  +  (BCy  +  2AB  X  BD.  Or,  le  premier  membre  de 
cette  dernière  cgalitc  est  égal  au  second  de  Tégalilé  (i);  donc  (AC)'=(AB/+ 
(BC)"  +  2AB  X  BD;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

iSg.  Corollaire.  Il  suit  des  deux  dernières  propositions  que  si  Ton  a  un 
triangle  dans  lequel  le  carré  de  l'un  des  côtés  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  côtes,  ce  triangle  sera  rectangle,  et  l'angle  droit  sera  opposé  au 
côté  dont  le  carré  sera  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés.  Car 
si  cet  angle  était  obtus,  le  carré  du  côté  opposé  serait  égal,  non^seulement  à 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  mais  plus  encore  quelque  chose, 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse  ;  et  si  cet  angle  était  aigu,  le  carré  du  côté  opposé 
serait  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  moins  quelque  chose, 
ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse;  donc  cet  angle  serait  droit;  donc  enfin 
le  triangle  en  question  serait  rectangle. 

160.  THÉORÈME  90.  Si  dans  un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  62)  on 
diçise  un  côté  quelconque  AB  en  dewv  parties  égales  par  une  droite  CD  mena 
par  le  sommet  opposé  C ,  on  aura  (AC)'  4-  (CBy  =  2(AD)'  -f-  2(DC)\ 

En  effet,  la  droite  CD  rencontre  la  droite  AB  de  manière  que  les  angles 
adjaccns  ADC ,  BDC ,  qui  valent  ensemble  deux  angles  droits,  seront  tek, 
que  l'un  ADC  sera  aigu,  et  l'autre  CDB  sera  obtus,  à  moins  que  les  côtés 
AC,  CB  ne  soient  égaux  (n^'.  44)>  ^^ns  lequel  cas  la  proposition  aurait  évi- 
demment lieu.  En  considérant  le  triangle  ADC^  T)n  aura  (n^  i57)donc 

(AC)"  z=  (ADy  4- (DCy  —  2AD  X  DI (1),  et  en  considérant  le  triangle 

DCB,  on  aura  (n».  i58)  (CB)"  =  (DB)' 4- (DC)' +  2DB  x  DI  ou  (CB)' 
=:(ADy  +  (DC)^  +  2AD  X  DL...  (2),  à  cause  que  DB  =  AD;  si  donc  on 
ajoute  les  deux  égalités  (i)  et  (2),  membre  à  membre,  on  aura  (AC)"-+-(CB)'= 
2(AD)'  +  2(DC)';  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

161.  THÉORÈME  91.  La  somme  des  carrés  faits  sur  les  côtés  d'un  paraUi* 
'Jogram¥ne  est  égale  à  celle  des  carrés /ails  sur  les  diagonales. 

En  effet,  les  diagonales  AC,  BD  (fig.  47)  de  tout  parallélogramme  ABCD 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  au  point  I;  par  conséquent 
le  triangle  ADC  nous  donnera  (n^  160)  (AD)' -4-(DC)'  =  2(AI)*-+-2(Diy; 
et  le  triangle  ABC  nous  donnera  (AByH-(BCy  =  2(Aiy4-2(Biy  ou  2(D1)'; 
ajoutons  ces  deux  égalités,  membre  à  membre,  et  nous  aurons  (AD)'H-(DC)'4- 
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(AB)*-|-(BC)*  =  4(Aiy+4(DI)* (0;  mais  le  carré  de  la  moitié  d'une 

droite  est  évidemment  le  quart  du  carré  de  cette  droite  ;  4  fois  le  carré  de  la 
moitié  de  chaque  diagonale  égalera  donc  le  carré  de  la  diagonale  ;  le  second 
membre  de  l'égalité  (1)  sera  donc  (AC)'-KDB)';  donc  enfin  (AD/-+.(DC)'-h 
(ABy-H  (BCy=(ACyH-(DB)';  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

8"^    LEÇON. 


Le  Cercle. 

1 62.  DÉnNiTiONS.  Le  cercle  est  une  surface  plane  terminée  de  toutes  paris 
par  une  ligne  courbe  dont  tous  les  points  sont  à  égales  distances  d'un  point 
intérieur  pris  dans  le  même  plan. 

La  courbe  qui  termine  le  cercle  se  nomme  circonférence;  le  point  situe 
à  égales  distances  de  tous  ceux  de  la  circonférence  s^appclle  le  centre. 

La  courbe  DCBD  ( fig.  63  )  sera  donc  une  circonférence  de  cercle,  si  tous 
ses  points  sont  à  égales  distances  du  point  A,  qui  sera  le  centre. 

Toute  droite  AB  qui  va  du  centre  à  un  point  quelconque  B  de  la  circon-* 
férencCf  est  ce  qu^on  appelle  un  rayon.  Tous  les  rayons  sont  ég^ux,  puisqu'il» 
mesurent  la  distance  constante  du  centre  à  la  circonférence. 

Toute  droite  DC  qui  passe  par  le  centre  et  qui  se  termine  de  part  et  d^aulrc 
à  la  circonférence,  est  un  diamètre;  tous  les  diamètres  du  cercle  sont  égaux, 
puisqu'ils  se  composent  de  deux  rayons. 

Toute  droite  GH  qui  coupe  la  circonférence  en  deux  points  et  qui  se  pro- 
longe indéfiniment  de  part  et  d'autre  est  une  sécante. 

On  appelle  corde  toute  droite  £F  qui,  sans  passer  par  le  centre ,  se  termine 
de  part  et  d'autre  à  la  circonférence. 

Une  droite  IK  est  dite  tangente  à  la  circonférence  du  cercle,  lorsque  cette 
droite  ne  touche  la  circonférence  qu'en  un  seul  point  L,  auquel  on  donne  le 
nom  de  point  de  contact. 

On  dit  aussi I  dans  les  mêmes  circonstances ,  que  le  cercle  est  tangent  à  la 
droite  IK. 

Toute  portion  de  la  circonférence  s'appelle  arc  de  cercle. 

Un  segment  de  cercle  est  une  portion  du  cercle  comprise  entre  un  arc  et  la 
corde  £F  qui  passe  par  les  extrémités  £  et  F  de  cet  arc;  et  un  secteur  de 
cercle  est  une  porUon  du  cercle  comprise  entre  deux  rayons  AB,  AC,  qui  for- 
ment un  angle  quelconque  BAC,  et  Tare  de  cercle  BC  qui  joint  les  extrémités 
de  ces  deux  rayons. 


>7»  cor;»5  de  ro5snrcnoy. 

lOii.  Yffi^.ofskMK  r^2.  Tous  /!rj  diamètres  partagnû  le  cercle  et  la  àrcmjl^ 
rvnr.r.  m  ilr.nx  parties  égales. 

Vax  i:n'c'tf  si  par  le  centre  C  on  mène  nn  diamètre  AB  (fig.  64)  quelconque, 
f*fi  faisant  tourner  la  partie  ADB  autour  de  ce  diamètre,  comme  aie,  pour 
la  f'aitï:  toniiir;r  sur  Tautre  partie  AEB,  je  dis  qae  la  première  partie  ADB 
iomhera  swv  la  seconde  AEB,  carsirela  n'était  pas  vrai,  la  partie  ADBloiii- 
hcrail  v.w  diMlans  ou  en  dehors;  mais  dans  ces  cas  il  est  évident  que;  comme  le 
rrntrc:  i\  reste  sur  lui-même,  il  y  aurait  des  rayons  de  grandeur  différente, a 
<|iii  rst  roiilrairc  à  la  dcTinilion  de  la  circonférence  du  cercle;  donc,  etc. 

i(i/|.  TiiÉoiikME  93.  Si  deux  cercles  ont  h  même  rayon,  ces  deux  cenk$ 
imutTutit  iuiincidcT. 

Kii  cfirL,  en  faisant  coïncider  les  centres,  il  e&t^lair  que  les  circonf&coca 
roïnrldci'onl ,  car  autrement  elles  n'auraient  pas  le  même  rayon,  ce  qui  mit 
contre  Thypothèse. 

Va\  c|uc  nous  disons  de  deux  cercles  entiers  doit  s^ntendre  de  deux  au 
i]uclcon(|ucs  qui  auront  le  même  rayon. 

if)!).  TiiÉoniiiME  g4*  Le  diamètre  d'un  cercle  est  plus  grand  quune  €»tà 
qiwlvonque, 

Vax  rlïel,  soil  la  corde  AD  et  le  diamètre  AB  (fîg.  64)  mené  par  Texli^riJ 
A  dr  la  corde  AD  ;  si  par  Tautre  exlrémitc  D  de  la  corde  on  mène  le  nfm 
i:i),  le  triangle  CAD  nous  fera  voir  que  AC  +  CD  >  AD;  mab  les  cétéi 
.\(I,  (M)  de  ce  triangle  sont  des  rayons  du  cercle;  donc  leur  «eoie 
At:  +  Cl)  =  le  diumèUc  AB  ;  donc  AB  >  AD  ;  ce  qu'il  fallait  démoBiiff. 

i(U>.  lUKOukMK  gi).  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  ^ffaus,b 
ro/\/f\v  lyii/i'jf  soutrndrnt  des  arcs  égaux. 

Soient  AB»  CD  (lig.  GJi )  les  cordes  qu^on  suppose  ^les;  par  les  airf- 
inilôs  do  ces  cordos  on  mènera  les  rayons  AI,  BI,  CI  et  DI,  ce  qui  doiw0 
lo5  doux  triangles  \B1«  ICD,  qui  serontégaux,  puisqu'ils  auront  les  trois  CÔI& 
ôgaux»  chacun  à  chacun  :  on  pourra  donc  faire  coïncider  ces  deux  triaa^ 
do  uianioro  que  lo  côté  AB  coïncide  avec  son  égal  CD,  le  sommet  I 
sur  hn-niomo;  donc  les  doux  arcs  de  cercle  AB,  CD  coïncideront  i\ 
donc  iU  seront  ôgaux. 

it^v  TiitORkMC  i)G.  Heciproijutmcnt .  dans  le  mAne  cercte  ou  damé^  \ 


^yrx^h's  c^s:iA^ .  /i\<  cîn>-  ir^aiLv  xivi/  scHétcndus  par  des  cordes  i^ 

Soient  on  otYot  AB«  CD  (tig.  65]^  le$  arcs  égaux;  on  pourra  les  £dre  cdb- 
oidor  do  nunioiv  quo  lo  point  A  tombe  $ur  le  point  C  et  le  point  B  saritfàài 
D;  lo$  oxtrcmitc$  de$  cordc5  AB.  CD  coïncideront  donc:  elles  seront  ènC 
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168.  TnÉOREME  97.  Si,  dans  le  même  cercle  ou  dans  de  cercles  égaux , 
^euœ  cordes  sont  inégales ,  la  plus  grande  soutendra  le  plus  grand  arc ,  ces 
rcs  étant  supposés  plus  petits  quune  demi-circonférence. 

Soit  la  corde  AB'(fig.  G6)  plus  grande  que  la  corde  CD  ;  si  aux  extrémités 
le  ces  cordes  on  mène  les  rayons  Al,  BI,  DI  et  CI,  on  aura  les  triangles 
^BI,  CDI,  qui  auront  deux  côtés  égaux  comme  rayons  du  même  cercle,  mais 
e  troisième  coté  ABdeTunsera  plus  grand  que  le  troisième  côlé  CD  de  l'autre  : 
lonc  (n".  42)  l'angle  AIB  du  premier  sera  plus  grand  que  l'angle  CID  du  se- 
rond;  si  donc  on  superpose  ces  deux  triangles  de  manière  que  le  côté  AI 
:oïncide  avec  CI,  l'autre  côté  BI  prendra  une  direction  lE  extérieure  à  l'angle 
CID  ;  donc  le  point  B  sera  en  £  au-delà  du  point  D;  donc  l'arc  AB  est  plus 
grand  que  l'arc  CD. 

169,  THEOREME  98.  Si,  dans  h  même  cercle  ou  dans  de  cercles  égaux , 
deux  arcs  de  cercle  AB,  CD  (fig.  66)  sont  inégaux,  le  plus  grand  AB  sera 
sautcndu  par  la  plus  grande  corde ,  ces  arcs  étant  moindres  quune  demi-cir- 
cmférence. 

En  effet,  en  superposant  ces  deux  arcs  de  manière  que  l'extrémité  A  du 
grand  coïncide  avec  l'extrémité  C  du  petit,  il  est  clair  que  l'autre  extrémité  B 
du  grand  tombera  en  £  sur  le  prolongement  du  petit  CD  ;  les  rayons  lA ,  IB 
qui  Tont  aux  extrémités  A ,  B  du  grand  formeront  donc  un  angle  AIB  qui 
sera  plus  grand  que  celui  formé  par  les  rayons  menés  aux  extrémités  du  pelit 
arc  CD  ;  mais  les  deux  triangles  AIB ,  CID  ont  deux  côtés  égaux  ;  donc  (n"".  4 1) 
la  corde  AB  est  plus  grande  que  CD. 

170.  THEOREME  99.  La  plus  grande  droite  quon  puisse  mener  par  wi 
point  donné  A  (fig.  67  )  dans  un  cercle,  est  celle  AB  qui  passe  par  le  centre  C. 

En  effet,  si  l'on  mène  une  autre  droite  AD  quelconque  qui  ne  passe  pas 
parle  centre,  en  menant  le  rayon  CD,  on  aura  AD<  AC  +  CD;  mais 
CD=:CB,  d'où  AD  <  AC4-CB;  or  AC-hCB=AB;  donc  enfin  AD<AB. 

17 1.  THEOREME  loo.  fjaplus  petite  droite  quon  puisse  mener  par  un  point 
A  donné  dans  un  cercle  (  fig.  68  )  est  ceÛe  AB  dont  le  prolongement  passerait 
parle  centre  C. 

En  effet,  si  Ton  mène,  par  le  point  A,  une  autre  droite  AD  qui,  prolongée, 
ne  passe  pas  par  le  centre ,  en  menant  ensuite  le  rayon  CD ,  on  aura 
AD+AODC.  Or  DC  =  BC  =  BA+AC ;  donc  AD+AOBA+AC, 
ou  AD>>BA,  en  supprimant  le  terme  commun  AC. 

172.  THÉORÈME  10 1.  La plus grande  droite  qù*on  puissc  mener  d'un'point 
A  donné  hors  d'un  cercle  (  fig.  69  )  est  celle  AB  qui  passe  par  le  centre  C. 

Si  par  le  point  donné  A  on  menait,  en  effet,  une  droite  AD  qui  ne  passut 
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pas  par  le  cenlrc;  en  menant  le  rayon  CD,  on  aurait  AD  <  AG  H- CD.  O 
CD  =  CB;  donc  AD<ACH-CB  ou  AD<AB;  ce  qu'il  fallait  à& 
montrer. 

lyS.  THÉORÈME  I02.  La pliis pcltie  divile  (fuonpuùse  mener porim pot 
A  donné  hors  d'un  cercle  (fig.  6^)  est  celle  AT  dont  le  prolongement  passerai 
par  le  cenlre  C. 

En  effet,  si  l'on  en  mène  une  aulre  AE  (fig.  6g)  dont  le  prolongement n( 
passe  pas  par  le  cenlre,  en  menant  le  rayon  CE,  on  aura  AC  <C  AE  +  EC 
Or  AC=:AFH-FC  =  AF  +  CE;  donc  AF +CE  <  AE  H- EC  , 
AF<AE,  en  supprimant  le  terme  commun  CE  de  part  et  d'autre;  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

174.  THÉORÈME  io3.  Si  par  le  centre  J)  {?\^.  •]o)  d'itn  cerclc  on  abaisse 
perpendiculaire  CD  sur  une  corde  AB,  cette  perpendiculaire  passera  par  le 
milieu  de  la  corde  AB  et  le  milieu  de  l'arc  ACB  soutendu  par  la  corde  AB. 

En  effet,  le  centre  D  est  à  égales  distances  des  points  A  et  B,  puisque  ces 
points  sont  sur  la  circonférence  du  cercle;  donc  le  point  D  appartient  àli 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  AB;  mais  par  un  point  donné 
D  hors  d'une  droite  AB  on  ne  peut  abaisser  qu'une  seule  perpendiculaire  i 
cette  droite  AB;  donc,  enfin,  la  droite  DC  abaissée  du  centrcDsur  la  corde  AB 
divise  cette  corde  ABen  dcuxpartieségalesaupointl.  Celte  droite  DC  din« 
aussi  Tare  ACB  en  deux  parties  égales  au  point  C,  car  le  point  G,  appa^I^ 
nant  à  la  perpendiculaire  DC  sur  le  milieu  de  AB  ,  est  à  égales  distances  du 
points  A  et  B  ;  les  cordes  AC ,  CB  sont  donc  égales  ;  mais  les  cordes  ^galM 
■  Routendent  des  arcs  égaux;  donc  enfin  l'arc  ACB  est  divise  en  deux  parti» 
"gales  au  point  C. 

lyS.  THÉORÈME  104.  Si,  sur  le  milieu  de  la  corde  AJi(  fig.  y  o),  on  eTèftif^ 
,  perpendiculaire  CD,  celti;  pcrjiendiculaire  passera  par  le  centre,  et  dieisef^ 
l'arc  ACB  soutendu  par  la  corde  AB  en  deux  parties  égales. 

En  effet ,  si  la  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  de  AB  ne  passait  pas  p*r 
le  centre,  comme  le  centre  est  à  égales  distances  dcsextre'mitcs  A  et  B  (leU 
corde  AB,  il  y  aurait  des  points  qui  ne  seraient  pas  sur  cette  perpcndical«ic< 
qui  seraient  pourtant  à  égales  distances  des  extrémités  de  la  droite  AB,ccÇ'' 
(n°.  35)  est  impossible;  donc  la  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  de  AB 
passe  par  le  centre,  et  divise  en  deux  parties  égales  (n°.  174)  l'arc  ACB, 

176.  THÉOKÈME  io5.  Si  par  le  centre  D  et  le  milieu  C  de  l'atv  ACR  (Ri^.  f^ 
on  mène  le  rayon  CD ,  //  sera  perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  AB. 

En  effet,  le  centre  D  est  à  égales  distances  des  extrémités  A  et  B  de 
corde  AB  ;  donc  le  point  D  appartient  à  la  perpendiculaire  menée  au  inili* 
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le  la  droite  AB.  De  plus,  le  point  C  étant  le  milieu  de  Tare  ACB,  les  cordes 
^C,  CB  sont  égales;  le  point  C  est  donc  à  égales  distances  des  extrémités  de 
a  corde  AB  ;  le  point  C  appartient  donc  aussi  à  la  perpendiculaire  menée  par 
e  milieu  de  la  droite  AB;  donc  la  droite  CD  qui  passe  par  les  points  C  et  D 
;era  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AB. 

177.  TUEOBEME  io6.  Dans  Ic  même  cercle  ou  dans  de  cercles  égaux,  les 
:ordes  égales  AB ,  CD  (fig.  71)  sont  à  égales  distances  du  centre. 

En  effet,  si  par  le  centre  G  on  abaisse  une  perpendiculaire  GE,  GF  sur 
:hacune  de  ces  cordes,  ces  perpendiculaires  seront  les  distances  du  centre  à 
!es  cordes;  il  faut  donc  démontrer  que  ces  perpendiculaires  sont  égales. 

Pour  cela,  menons  les  rayons  AG,  CG;  les  triangles  AGE,  CGF  seront 
îgaux.  Car  ces  triangles  sont  rectangles,  les  hypothcnuses  sont  égales  puis- 
qu'elles sont  des  rayons  du  cercle;  les  côtés  AE,  CF  sont  égaux,  puisqu'ils 
}ont  les  moitiés  des  cordes  égales  AB,  CD  ;  donc  GE  =  GF  ;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

178.  TnÉORÈME  107.  Réciproquement,  dans  le  même  cercle  ou  dans  de 
cercles  égaux ,  les  cordes  qid  sont  à  égales  distances  du  centre  sont  égales. 

En  effet,  soient  AB,  CD  (fig.  71)  deux  cordes  également  écartées  du 
centre  G;  abaissons  par  ce  centre  G,  les  droites  GE,  GF  respectivement 
perpendiculaires  sur  les  cordes  AB,  CD;  ces  droites  GE ,  GF  sont  égales  et 
divisent  les  cordes  en  deux  également.  Menons  les  rayons  AG,  CG,  les 
triangles  rectangles  AGE,  CGF  seront  égaux  comme  ayant  Thypothénuse  et 
un  côté  de  Fangle  droit  égaux;  donc  AE=CF ,  et  par  conséquent  AB=CD  ; 
ce  qu^il  fallait  démontrer. 

17g.  THEOBEME  108.  Dans  h  même  cercle  ou  dans  de  cercles  égaux,  si 
deux  cordes  sont  inégales ,  la  plus  grande  sera  le  plus  près  du  centre. 

En  effet,  soit  la  corde  CH  plus  grande  que  la  corde  AB  (fig.  7 1)  ;  par  Tex- 

trcmité  C  de  la  grande  CH,  menons  la  droite  CD,  de  manière  que  CD= AB  ; 

comme  la'plus  grande  corde  soutend  le  plus  grand  arc,  le  point  D  sera  entre 

les  points  C  et  H,  et  par  conséquent  la  corde  CH  sera  comprise  entre  le  centre 

et  la  corde  CD  ;  donc  cette  dernière  sera  plus  loin  du  centre  que  CH  ;  mais 

CD  et  AB  étant  deux  cordes  égales ,  sont  à  égales  distances  du  centre  ;  donc 

enfin ,  etc. 

180.  THEOBEME  log:  Réciproquement,  dans  le  même  cercle  ou  dans  de 
cercles  égaux ,  si  deux  cordes  sont  à  inégales  distances  du  centre ,  celle  qui  s  en 
approchera  le  plus  sera  la  plus  grande. 

En  effet,  soit  CH  la  corde  (fig.  71  )quiestplus  près  du  centre  que  la  corde 
AB  ;  je  dis  que  CH  >  AB  ;  car,  si  cela  n^cst  pas  vrai,  ces  deux  cordes  seront 
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(îgatcs;  mais  si  elles  étaient  égales  elles  seraient  à  égales  dislancesdu  centre 
ce  qui  est  contre  l'hypolhcsE  ;  ou  bien  la  corde  AB  >  Cil  ;  mais  dans  ce  der- 
nier cas  la  corde  AB  serait  plus  près  du  centre  que  la  corde  Cil,  ce  qui  c! 
encore  contre  l'hypothèse  ;  donc ,  enfin ,  la  corde  Cil  >  AB. 

181.  THÉORÈME  110.  Par  trois  points  donnés,  non  en  ligne  droite,  a 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence  de  cercle,  mais  on  n'en  poiarù 
faire  passer  qu'une. 

En  effet,  soient  A,  B,CCfig.  72)  les  trois  points  donnes;  si  l'on  joint  ces  Iroi» 
points  par  les  droites  AB,BC,  et  qu'au  milieu  de  ces  droitcson  mène  les  perpen- 
diculaires ED,  FD,  ces  perpendiculaires  se  rencontreront  en  un  point  D  qui 
sera  également  cloignû  des  trois  points  A,  B  et  C.  Car  ce  point  D  étant  sur  la 
perpendiculaire  ED  élevée  sur  le  milieu  de  AB,  est  à  égales  distances  des  point» 
A  et  B;  et  ce  même  point  D  étant  sur  la  perpendiculaire  1)F  élevée  sur  Icmi- 
lieu  de  BC,  est  à  égales  distances  des  points  B  et  C  ;  les  distances  AD,  DC  sont 
donc  égales  à  une  troisième  DB,  donc  elles  sont  égales  entre  elles  ;  donc,  par  Ifr 
point  D,  comme  centre,  et  avec  le  rayon  DA,  on  pourra  décrire  une  circon- 
férence de  cercle  ABC  qui  passe  par  les  trois  points  donnés  A ,  B  et  C. 

Je  dis  maintenant  qu'on  n'en  peut  décrire  qu'une  seule  ;  car  si  l'on  pouvait 
en  décrire  deux,  il  faudrait  qu'elles  eussent  des  centres  différons,  sans  cela 
elles  coïncideraient  l'une  avec  l'autre,  et  n'en  formeraient  qu'une  seule.  Sup- 
posons donc  que  le  contre  de  la  seconde  soit  le  point  l ,  situé  même ,  si  l'on 
veut ,  sur  la  perpendiculaire  FD;  ce  point  I  sera  bien  à  égales  distances  des 
points  B  et  C  ;  mais  comme  il  n'est  plus  sur  la  perpendiculaire  ED  élevée  sur 
le  milieu  de  AB,  ce  point  I  ne  sera  pas  à  égales  dislances  des  points  A  et  B; 
donc  la  circonférence  qui  passera  par  les  points  C  et  B  ne  passera  pas  parle 
point  A;  donc  celte  seconde  circonférence  ne  passera  pas  par  les  trois  point» 
donnés;  donc  enfin,  etc. 

182.  Corollaire.  II  suit  de  là  que  deux  circonférences  de  cercle  de  rayons 
diffcrens,  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points,  ou  n'avoir  que  deui 
points  de  communs  ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

i83.  TnÉORi:HE  m.  Si  une  droite  k^  est  tangente  à  une  cîrconfe'renceo» 
point  D  (fig.  73  ) ,  le  rayon  CD  mené  au  point  de  contact  D  sera  perpendkit^  ' 
laire  à  la  tangente  AB. 

En  effet,  puisque  la  droite  AB  est  tangente  i  la  circonférence ,  cette  droite 
est  toute  entière  au  dehors  de  cette  circonférence,  de  manière  pourtant 
qu'elle  a  le  point  de  contact  D  de  commun  avec  la  circonférence  ;  si  donc  on 
mène  une  droite  quelconque  CE  parle  centre  à  la  rencontre  de  la  tangente 
AB ,  le  point  E  où  ccUe  droite  CE  rencontrera  la  tangente,  sera  hors  de  la 
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circonférence  ;  donc  celte  droite  CE  >  que  le  rayon  CD;  ce  rayon  CD  est 
donc  la  plus  courte  distance  du  centre  à  la  tangente  ;  donc  (n*".  29  )  ce  rayon 
CD  mené  au  point  de  contact  est  perpendiculaire  à  la  tangente. 

i84-  THÉOBÈME  1 12.  Réciproquement,  si  à  Vextrémiié  D  (ïun  rayon  CD 
(fig.  78)  on  mène  une  perpendiculaire  AB ,  cette  droite  AB  sera  tangente  à  la 
circonférence. 

En  effet,  la  droite  CD  étant  perpendiculaire  à  AB,  elle  est  la  plus  courte 
distance  du  centre  du  cercle  à  la  droite  AB  ;  mais  celte  droite  CD  est  le  rayon 
du  cercle  ;  tout  autre  point  de  la  droite  AB,  différent  du  point  D ,  est  donc 
à  une  dislance  du  centre  C  plus  grande  que  le  rayon  du  cercle;  cette  droite 
AB  a  donc  tous  ces  points  hors  de  la  circonférence ,  excepté  le  point  D  qui 
est  dessus;  donc  enfin  la  droite  AB  est  tangente  au  cercle  au  point  D. 

i85.  THEOREME  ii3.  Si  deux  circonférences  de  cercle  se  coupent  aux 
points  A  e/  B  (fig.  74  et  75  ),  la  droiie  CD  qui  joint  les  centres  C  ^/  D  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  la  droite  AB  qui  joint  les  points  A  et  h  d  intersection 
des  deux  circonférences. 

En  effet,  le  centre  C  est  à  égales  distances  des  points  A  et  B ,  et  il  en  est  de 
même  pour  le  centre  D  ;  donc  ces  deux  centres  appartiennent  à  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  AB  ;  donc  la  droite  CD  est  cette 
perpendiculaire. 

186.  THÉORÈME  II 4.  Si  deux  circonférences  de  cercle  se  coupent  en  deux 
points  A  e/  B  (fig.  74  et  75),  la  distance  des  centres  sera  plus  petite  que  la 
somme  ou  plus  grande  que  la  différence  des  rayons. 

£n  effet ,  les  points  A  et  B  étant  hors  de  la  droite  CD  qui  joint  les  centres, 
â  est  clair  que  les  rayons  forment  un  chemin  brisé  CAD  ou  CBD  qui  est  plus 
grand  que  cette  distance  CD  des  centres;  ainsi  on  a  CD<CA+AD.  Mais  on 
^  3.ussi  AD  <  DC+CA.  Si  de  chaque  membre  de  cette  dernière  égalité  nous 
'^tranchons  CA,  il  nous  viendra  AD  —  CA  <  DC  ;  donc  aussi  la  distance 
l^d  des  centres  est  plus  grande  que  la  différence  des  rayons. 

X87.  THÉORÈME  ii5.  Si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  ou  à 
^B^  différence  des  rayons,  les  deux  cercles  seront  tangens  Vun  à  Vautre,  et  le 
povi/  de  contact  sera  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  centres. 

En  effet,  d^abord  il  est  clair  que  les  deux  cercles  ont  un  point  A  (fig.  76 

et  77  )  de  commun  sur  la  droite  CD  qui  joint  les  centres;  car  dans  le  cas  où 

la  distance  des  centres  (fig.  76)  égale  la  somme  des  deux  rayons,  les  extrémités 

'  des  deux  rayons  se  toucheront  évidemment  au  point  A,  et  dans  le  cas  où  la 

distance  des  centres  (fig.  77  )  est  égale  à  la  différence  des  rayons,  il  en  sera  de 

marne  9  car  le  grand  rayon  dépassera  le  centre  du  petit  cercle  d'une  quantité 
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égale  au  petit  rayon.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  démontrer  que  ce  point  A  est 
le  seul  qui  soit  commun  aux  deux  cercles, 

Supposons,  par  impossible,  que  le  point  B  soit  un  second  point  commun 
aux  deux  cercles;  en  menant  par  les  centres  les  droites  CB,  DB  à  ce  point  B, 
on  aura  (fig.  7G)  CB  -f  BD >  CD;  mais  CD=CA  +  AD,  d'oîi  CB+BD> 

CA4-  AD (i),  et  BC  ^  CA,  comme  rayon  du  grand  cercle;  on  pourra 

donc  retrancher  BC  dans  le  premier ,  et  CA  dans  le  second  membre 
de  rincgalite'  (i),  ce  qui  donnera  DB  >  AD.  Mais  AD  est  le  rayon  du  petit 
cercle  ;  donc  le  point  B  est  hors  de  la  circonfcrcnce  de  ce  petit  cercle;  donc 
enfin  le  point  B  n'appartient  qu'au  grand  cercle.  De  plus  (fig-77)i  CB  < 
CD-t-DB;  cr  CB  =  CA=CD  +  DA;  donc  CD-+-DA<CD-I-DB,  OH 
DA  <  DB  ;  mais  D  A  est  le  rayon  du  petit  cercle  ;  donc  le  point  B  esl  hors  de 
te  petit  cercle;  donc,clc. 

188.  TiiÉOHÈME  116.  Réciproquement,  si  deux  cercles  sont  tangem(fi^'}i 
et  77)  la  droite  CD  qui  joint  les  deux  centres  sera  égale  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  rayons ,  et  passera  par  le  point  de  contact  A 

En  effet,  la  droite  CD  est  cgale  à  la  somme  (fig.  7G)  ou  à  la  différence 
(fig.  77)  des  rayons,  car  si  cela  n'était  pas  vrai,  cette  droite  serait  plus  petite 
ou  plus  grande  que  cette  somme  ou  cette  différence.  Si  la  droite  CD  élait  p!us 
grande  que  la  somme  et  plus  petite  que  la  différence  des  rayons,  il  est  cvidcnl 
que  les  deux  cercles  ne  pourraient  point  se  toucher,  et  si  cetle  radme  droilc 
était  plus  petite  que  la  somme  ou  plus  grande  que  la  différence  des  rayons, 
les  deux  cercles  se  couperaient  en  deux  points;  dans  l'un  et  l'autre  cas  iUne 
seraient  donc  pas  tangcns,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse;  donc  la  droite  CD 
qui  joint  les  centres  est  égale  à  la  somme  (fig,  76)  ou  à  la  différence  (fig.  77)(Ie* 
rayons.  Je  dis,  maintenant,  qu'elle  passe  parle  point  de  contactA;carsicepoiDt 
,  de  contact  n'était  pas  sur  la  droite  CD ,  les  deux  rayons  menés  à  ce  poinl  Je 
contact  formeraient  un  chemin  brisé  qui  serait  plus  grand  que  la  droite  CD; 
cette  droite  CD  serait  donc  plus  petite  que  la  somme  (fig.  76) ,  et  plus  grande 
que  la  différence  (fig.  77)  des  rayons;  ce  qui  serait  contraire  à  ce  que  nooJ 
venons  de  démontrer;  donc  enfin  le  point  de  contact  est  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  centres. 

189.  THÉORÈME  117.  Dans  le  même  cercle ,  deua;  droites  parallèles  û 
ceplent  entre  elles  des  arcs  égaux. 

1°.  Supposons  qu'il  s'agisse  des  parallèles  AB,  CD  (fig.  78),  je  dis  que  l'a 
AC=BD.  Car  si  par  le  centre  I  on  mène  la  droite  IK  perpendiculaire  h  Va 
AB  de  CCS  parallèles,  la  droite  IK  sera  perpendiculaire  à  l'autre  CD,  eidi' 
sera  en  deux  parties  égales  les  arcs  AKB ,  CKD  ;  on  aura  donc  AK^  BK, 
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CK  =  DK;  retranchons  la  seconde  de  ces  égalités  de  la  première,  et  nous  au- 
rons AK  —  CK  =  BK  —  DK,  ou  AC  =  BD  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2**.  Supposons  que  Tune  des  droites  parallèles  soit  une  corde  AB ,  et  Tautrc 
une  tangente  EF  ;  je  dis  que  Tare  AK  =  BK  ;  car  la  perpendiculaire  IK 
abaissée  du  centre  I  sur  la  corde  AB  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  EF, 
et  passera,  par  conséquent,  par  le  point  de  contact  K  ;  mais  la  droite  IK 
divise  en  deux  parties  égales  Tare  AKB  soutendu  par  la  corde  AB  ;  donc 
AK=BK, 

3^  Supposons  que  les  deux  parallèles  dont  il  s^agit  soient  les  deux  tan- 
gentes EF,  GH;  si  par  le  centre  I  on  abaisse  une  perpendiculaire  KL,  cette 
perpendiculaire  sera  commune  aux  deux  tangentes,  passera  évidemment  par 
les  deux  points  de  contact  et  sera  un  diamètre  ;  donc  elle  divisera  la  cir- 
conFércnce  en  deux  parties  égales  aux  points  L  et  K;  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 


9"'.    LEÇON. 

Les  Angles  par  rapport  au  Cercle: 

igo.  THÉORÈME  II 8.  Si  dcux  angles  égaux  ont  leur  sommet  au  centre  du 
mime  cercle  ou  de  cercles  égaux ,  les  arcs  compris  entre  les  côtés  de  ces  angles 
seront  égaux. 

En  effet,  soient  les  angles  égaux  ACB,  DCE  (fig.  79);  si  Ton  fait  coïncider  ces 
angles  égaux,  il  est  évident  que  les  arcs  AB ,  DE  coïncideront  aussi  ;  donc  ces 
deux  arcs- sont  égaux. 

igi.  THEOREME  II g.  Si  deux  angles ,  qui  ont  leur  sommet  au  centre  du 
même  cercle  ou  de  cercles  égaux ,  comprennent,  entre  leurs  côtés ,  des  arcs 
^aux,  ces  angles  seront  égaux. 

En  effet,  Soient  ACB,  DCE  (fig.  79)  les  angles  qui  comprennent  des  arcs 
AB,  DE  égaux;  si  Ton  fait  coïncider  ces  arcs  égaux,  il  est  évident  que  les 
angles  ACB,  DCE  coïncideront  également,  et  seront  par  conséquent  égaux. 

ig2.  THÉORÈME  120.  Si  par  les  sommets  de  deux  angles  quelconz/ues 
AGE ,  DFE  (  fig.  80  ) ,  comme  centres ,  et  avec  le  même  rayon  on  décrit  des 
arcs  de  cercle  AB ,  DE  entre  les  côtés  de  ces  angles ,  ces  arcs  seront  entre 
eux  comme  les  angles;  cest-à-dire  quon  aura  ACB  î  DFE  ;  ;  AB  ;  DE. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  arcs  AB ,  DE  soient  commensurables , 
qu'ils  soient,  par  exemple ,  :  :  5  ;  3;  c'est-à-dire  que  si  Ton  divise  Tare  AB  en 
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5  parties  c'galcs  ;  et  Tare  DE  en  3 ,  les  parties  de  AB  soient  cgalcs  h  celles  de 
DE.  Si  par  les  points  de  division  de  ces  deux  arcs  on  mène  des  droites  au 
sommet  de  chaque  angle ,  chacun  de  ces  angles  sera  divisé  en  autant  d'angle» 
égaux  qu'il  y  a  de  parties  égales  dans  l'are  correspondant  ;  on  aura  donc  5  de 
ces  petits  angles  cgaux  dans  l'angle  ACB,  et  3  dans  l'angle  DFE;  ces  deux 
angles  seront  donc  entre  eux  ^  5  ;  3  ;  mais  les  deux  arcs  AB ,  DE  sont  dans 
le  même  rapport;  on  aura  donc  ACB  :  DFE  :  :  AB  ;  DE. 

En  second  lieu ,  supposons  que  les  arcs  AB ,  DE  (  fig.  8 1  )  compris  entre 
les  côtés  des  angles  ACB,  DFE,  et  décrits,  avec  le  même  rayon,  par  les 
sommets  des  angles,  ne  soient  plus  commensurables;  je  dis  qu'on  aura  tou- 
jours ACB  :  DFE  ;  ;  AB  :  de (i). 

En  effet,  portons  l'angle  DFE  sur  l'angle  ACB,  de  manière  que  le  côté 
DF  coïncide  avec  AC  ;  l'arc  DE  deviendra  AG,  et  Tangle  DFE  l'angle  ACG; 
de  sorte  que  la  proportion  (i),  si  elle  est  vraie,  deviendra 

ACB  :  ACG  :  :  AB  :  ag (2). 

Si  cette  proportion  n'est  pas  vraie,  ce  sera  parce  que  le  dernier  terme  AG 

sera  trop  grand  ou  trop  petit;  supposons  qu'il  soit  trop  petit,  et  qu'au  lieu 

de  AG  n  faille  AO,  de  sorte  qu'on  ait  ACB  :  ACG:  .*  AB  ;  AO...C3).  Quelque 

petit  que  soit  l'arc  GO ,  il  sera  toujours  possible  de  diviser  l'arc  AB  en  un 

assez  grand  nombre  de  parties  cgalcs  pour  que  ces  parties  soient  encore  plu* 

petites  que  GO  ;  on  aura  donc  au  moins  un  point  I  compris  entre  les  points 

G  et  O  ,  de  sorte  que  AI  sera  commensurablc  avec  AB  ;  si  donc  nous  menooï 

la  droite  CI,  nous  aurons  nécessairement  AGI  ;  ACB  ;  :  AI  ;  AB.  Multiplions 

cette  dernière  proportion  par  celle  (3)  ci-dessus,  et  nous  aurons  A  CI  l  ACGIC 

AI  î  AO;  mais  l'angle  AGI  >  ACG,  il  faudrait  donc  que  l'arc  AI>- AO.oc 

c'est  le  contraire;  donc  AO  est  trop  grand  ,  ou  ,  en  d'autres  termes,  AGdc 

_  la  proportion  (2)  n'est  pas  trop  petit  ;  on  démontrerait  que  ce  terme  AG  n'cît 

!  pas  trop  grand,  par  un  raisonnement  analogue;  donc  cnBn,  on  a  toujours  1* 

I  proportion  (2)  ou  la  proportion  (1),  pourvu  que  les  arcs  AB,  DE  coaifàs 

l  entre  les  côtés  des  angles  soient  décrits  des  sommets,  comme  centres,  aveclc 

b^ème  rayon. 

193.  Corollaire.  Si  donc  l'arc  DE  était  l'unité  d'arc,  et  l'angle  DFE 
[  J'unitc  d'angle ,  on  aurait  ACB  :  i  :  :  AB  l  1  ;  d'où  ACB  =  AB  ;  c'est4-dire 
Lque  l'angle  ACB  contiendra  autant  d'unités  d'angle  que  l'arc  AB  contiendra 
l  ^'unités  d'arc.  Il  suit  dune  de  là  que  ta  mesure  d'au  angle  est  l'arc  de  ctrcU 
^  compris  entre  ses  côtés  et  décrit  Je  son  sommet  comme  centre;  en  entendant  * 
par  cette  expression,  que  ce  n'est  pas  la  grandeur  absolue  de  l'arc,  matsl^ 
nombre  d'unite's  d'arc  qu'il  comprend  qui  est  la  mesure  de  l'angle, 
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194.  Remarque.  Pour  fixer  Tunité  d'arc,  les  gdomètres  sont  convenus  de 
diyiscr  la  circonférence  d'un  cercle  quelconque  en  36o  parties  égales,  qu'on 
appelle  degrés;  le  degré  en  60  parties  égales,  qu'on  appelle  minutes;  la  minute 
en  60  parties  égales,  qu'on  appelle  secondes;  la  seconde  en  60  parties  égales, 
qu*on  appelle  tierces;  etc.  C'est  le  degré  qui  est  l'unité  principale  des  arcs,  et 
Tangle  qui  répond  à  un  arc  d'un  degré  et  l'unité  principale  des  angles  qu'on 
appelle  aussi  degré.  L'angle  qui  répond  à  l'arc  d'une  minute  se  nomme  mi- 
mite,  etc. 

Quand  on  écrit  un  nombre  de  degrés,  pour  se  dispenser  d'écrire  à  la  suite 
do  nombre  le  mot  degré,  on  est  dans  l'usage  de  mettre  le  signe  o  à  la  droite, 
et  un  peu  au-dessus  du  nombre.  Ainsi,  par  exemple,  pour  écrire  25  degrés, 
on  écrit  25^.  Quand  le  nombre  de  degrés  est  accompagné  de  minutes,  de 
secondes,  de  tierces,  etc.,  on  se  sert  d'un  accent  pour  les  minutes,  de  deux 
pour  les  secondes,  de  trois  pour  les  tierces,  et  ainsi  de  suite.  S'il  s'agissait, 
par  exemple,  d'écrire  37  degrés,  i5  minutes,  45  secondes  et  18  tierces,  on 
ccriraitSy*.,  i5',  45'',  18"'. 

A  l'époque  où  l'on  a  établi  en  France  le  nouveau  système  de  mesures,  on 
I change  la  division  de  la  circonférence  du  cercle  pour  avoir  le  degré;  de 
sorte  qu'au  lieu  de  la  diviser  en  36o  parties  égales,  on  l'a  divisée  en  400.  Le 
degré  a  été  divisé  en  100  minutes;  la  minute  en  100  secondes;  etc. 

Certainement  cette  nouvelle  division  offre  des  avantages  pour  les  calculs; 
mais  non  pas  dans  la  pratique,  soit  parce  que  36o  a  un  bien  plus  grand 
sombre  de  diviseurs  exacts  que  4oo ,  soit  parce  que  la  presque  totalité  des 
instrumens  de  pratique  sont  encore  divisés  en  36o  degrés,  soit  enfin  parce 
qu'il  n'y  a,  je  crois,  qu'une  seule  table  trigonométrique  qui  soit  calculée  d'après 
Il  nouvelle  division.  Toutes  ces  raisons  me  font  préférer  dans  cet  ouvrage 
Tandenne  division  à  la  nouvelle;  mais  il  sera  facile  au  lecteur  de  ramener  à  la 
nouTcUe  division  les  calculs  qu'il  trouvera  dans  ce  livre,  en  faisant  attention 

que  le  degré  ancien  est  les -Tg —  ou  du  nouveau,  ou  ^ue  le  nouveau 

et  les  0,9  de  l'ancien. 

195.  Corollaire.  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède  sur  la  mesure  des 

Uigles,  i\  que  quatre  angles  droits  valent  ensemble  36o^  ;  2"*.  que  deux  angles 

ifoits  valent  ensemble  i8o®.;  3®.  qu'un  seul  angle  droit  est  de  go**.;  4*«  que 

tout  angle  plus  grand  que  ^o®.  est  obtus,  et  que  tout  angle  plus  petit  est  aigu  ; 

S** que  deux  angles  adjaccns  valent  ensemble  I8o^;  6^  que  le  complément 

d'un  angle  est  ce  qui  manque  à  cet  angle,  ou  ce  qu'il  faudrait  en  retrancher, 

pour  avoir  90*. ,  et  7*,  que  le  supplément  d'un  angle  est  ce  qu'il  faudrait 

ajouter  à  cet  angle  ou  en  retrancher  pour  avoir  I8o^ 

36 
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196.  THEOREME  121.  Tout  angle  ACB  (fig.  82)  qui  a  son  sommet  G  sur 
la  circonférence  d'un  cercle  y  et  qui  est /orme  par  une  corde  AC  et  un  dia- 
mètre BG ,  a  pour  mesure  la  moitié  de  lare  AB  compris  entre  ses  côtés. 

En  effet,  si  par  le  centre  I  du  cercle  on  mène  le  diamètre  DE  parallèle  au 
côté  AG,  Tangle  DIB  =  AGB;  mais  la  mesure  de  Tangle  DIB,  qui  a  son 
sommet  au  centre  (n^  igS),  a  pour  mesure  l'arc  DB;  cet  arc  DB  sera  donc 
aussi  la  mesure  de  Tangle  en  question  AGB.  Il  faut  donc  démontrer  que  Tare 
DB  est  la  moitié  de  AB.  Or,  les  angles  DIB,  GIE  sont  égaux  comme  opposes 
par  le  sommet;  donc  Tare  DB=GË;  mais  GE=AD,  à  cause  des  parallèles 

AG,  DE  (n^  189);  donc  AD  =  DB;  donc  DB  est  la  moitié  de  AB;  donc 

AB 
enfin  l'angle  AGB  =  — ; — ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

197.  THEOREME  122,  Tout  angle  AGB  (fig.  83)  qui  a  son  sommet  sur  la 
circonférence,  et  qui  estf orme  par  deux  cordes  quelconques  KC,  GB  (le  centre 
I  du  cercle  étant  situé  dans  l'angle),  a  pour  mesure  la  moitié  de  ïarc  AB 
compris  entre  ces  côtés. 

En  effet,  si,  par  le  centre  I  du  cercle  et  le  sommet  G  de  rangle,nous  menons 

le  diamètre  GD,  d'après  la  proposition  précédente,  nous  aurons  AGD= — , 
et  DGB  = ;  ajoutons  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  nous  au- 
rons AGD + DGB  =  ^""^"^  ;  mais  AGD+DGB=AGB,  et  AD+DB=AB; 

AB  ^ 

donc  AGB  = ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

198.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  si  un  angle  AGB  (fig. 84)9  qui  a  son 
sommet  à  la  circonférence  et  dont  les  côtés  G  A,  GB  passent  par  les  extrémités 
A  et  B  du  diamètre  AB,  cet  angle  sera  droit,  car  il  aura  pour  mcsare  la 
moitié  de  la  demi- circonférence. 

199.  inÉOREME  123.  Tout  angU  ACB  (fig.  85)  ^zi/ a  son  sommet  C  sur 
la  circonférence,  et  qui  est  formé  par  deux  cordes  quelconques  AG ,  BC  (te 
centre  I  du  cercle  étant  situé  hors  de  l'angle),  a  pour  mesure  la  moitié  de 
rare  AB  compris  entre  ses  côtés. 

En  effet,  si  par  le  sommet  G  de  l'angle  AGB,  nous  menons  le  diamètre 

GD,  nous  aurons  AGD  = ,  et  BGD  = ;  retranchons  la  seconde, 

de  ces  deux  égalités,  de  la  première,  et  il  nous  viendra  AGD  —  'BCH^ 

^^"^^  .  Mais  AGD— BGD=AGB,  et  AD~DB=AB;  donc  ACB=— ; 

1  2 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

200.  Corollaire.  Il  suit  de  Ih  et  de  la  proposition  précédente,  qne  tous  les 
angles  ACB ,  ADB ,  AEB,...,  (fig.  86)  qui  ont  leur  sommet  à  la  circonférence, 
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et  dont  les  côtés  passent  par  les  cxlrcmiiés  de  la  même  corde  AB  ,  sont 
tous  égaux  entre  eux  ;  car  ils  ont  la  même  mesure. 

Le  segment  ACDEB  dans  lequel  les  angles  égaux  ACB,  ADB,.,.,  sont 
inscrits,  est  ce  qu'on  appelle  lui  segment  capable  dun  angle  donné  ACB. 

20 1.  THEOREME  iil^.  Tout  angle  ACB  (fig.  87)  qui  a  son  sommet  C  à  la 
circonférence,  et  qui  est  formé  par  une  corde  AC  et  le  prolongement  BC  d'une 
auire  DC ,  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  somme  des  arcs  sontendus  par  les 
deux  cordes  AC^  DC. 

En  effet,  si  par  le  point  D  nous  menons  la  droite  DE  parallèle  a  AC,  l'angle 
EDB  =  ACB;  mais  l'angle  EDB  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  EAC , 

Tangle  ACB  aura  donc  la  même  mesure  ;  donc  ACB  = = — — -  ; 

mais  Tare  EA=;=DC,  à  cause  des  parallèles  AC,  £D;  donc  enfm  ACB=; 

^^^ ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

202.  THEOREME  125.  Tout  angle  ACB  (  fig.  88  )  formé  par  une  corde  BC 
fil  une  tangente  CA  (  le  sommet  étant  le  point  C  de  contact),  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  BC  compris  dans  V angle. 

En  effet ,  par  le  point  B,  menons  la  corde  BD  parallèle  à  la  tangente  CA; 
les  angles  DBC,  BCA  seront  égaux  comme  alternes-internes;  mais  la  mesure 

de  Tangle  DBC  est  la  moitié  de  l'arc  DC  ;  donc  l'angle  BCA  aura  la  même 

DC 
mesure;  c'est-à-dire  que  BCA= .  Or  l'arc  CD  =  BC,  à  cause  des  pa- 

^      BC 
^Uèles  AC,  BD;  donc  enfin  BCA  = ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

203.  THEOREME  126.  Tout  angle  ACB  (fig.  89)  qui  a  son  sommet  C  hors  de 
la  circonférence  d'un  cercle,  a  pour  mesure  la  derru- différence  des  deux  arcs 
compris  entre  ses  côtés. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  par  le  point  F,  menons  la  droite  FD 
parallèle  au  côté  AC;  l'angle  DFB  ==  ACB;  mais  la  mesure  de  l'angle  DFB 

Mt  la  moitié  de  l'arc  DB;  donc  ACB  =  -5L.  Or  DB=AB  — AD,et  AD= 

EF,  à  cause  des  parallèles  DF,  AC  ;  donc  DB  =  AB  —  EF,  et  par  consé- 

ab   ef 

quent  ACB  = ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2o4*  THÉORÈME  127.  Tout (mgle  hC&  (J\^, ^o)  qui  a  son sommet  C  dans k 
cercle,  a  pour  mesure  la  demi-^omme  des  arcs  AB,  DE  compris  entre  ses 
côtés  et  leurs  prolortgemens. 

En  effet,  si  par  le  point  E  nous  menons  la  droite  £F  parallèle  à  DB, 
l'angle  AEF==ACB;  mais  la  mesure  de  l'angle  AEF  est  la  moitié  de  l'arc 
ABF;  Tangle  ACB  aura  par  conséquent  b  même  mesure  »  de  sorte  que 
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ACB  = =  —  Or,  Br=DE,  à  cause  des  parallèles  BD,  FE; 

donc  enfin  ACB  =  — -^ ;  ce  qu'il  fallait  démontrer.  • 

10"".    LEÇON. 


Les  Lignes  proportionnelles  considérées  dans  le  Cercle. 

205.  THEOREME  1 28.  Si  dciix  cordes  AB ,  DC  (  fig.  ^i)se  coupent  comme 
on  voudra  en  un  point  I ,  le  produit  des  deux  parties  Al  ^IH  de  la  premièrt, 
sera  égal  à  celui  des  deux  parties  TU,  \Q  de  Vautre;  c'est-à-dire  quon  aura 

AIxIB  =  DIxIC. 
En  effet,  en  menant  les  cordes  AC,  BD,  nous  aurons  les  triangles  AIC, 
DIB  qui  seront  semblables,  car  ces  triangles  auront  un  angle  oppose  parle 
sommet,  et  les  angles  CAB ,  CDB  seront  égaux,  ainsi  que  les  angles  ACD, 
ABD,  comme  ayant  pour  mesure  la  moitié  des  mêmes  arcs  ;  donc  AI  I IDI* 
IC  ;  IB;  d'où  AI  X  IB  =  ID  X  IC;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

206.  Corollaire.  Si  l'une  AB  des  cordes  était  un  diamètre  (fig.  92),  et  que 
l'autre  DC  fût  perpendiculaire  à  la  première ,  on  aurait  toujours  AI  I ID;; 
IC  :1B,  ou  AIxIB  =  IDxIC;  mais  dans  ce  cas  IC  =  ID;  donc  AI  :IC;; 
IC  I  IB,  ou  AI  X  IB  =(ICy;  d'où  il  suit  que  toute  perpendiculaire  CI, 
abaissée  d'un  point  de  la  circonférence  sur  le  diamètre  du  cercle,  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deuxscgmens  AI ,  \hdu  diamètre. 

Ce  corollaire  est  une  suite  du  n"".  i54,  car  si  l'on  mène  les  cordes  AC,  CBi 
le  triangle  ACB  sera  rectangle  ,  puisque  l'angle  ACB  est  droit  (n*.  198). 

207.  THÉORÈftiE  129.  Soii  K&  (fig.  98)  le  diamètre  d'un  cercle;  si  par  /" 
même  extrémité  K  de  ce  diamètre  AB  0/1  mèr^e  les  cordes  AC,  AD,  AE,  de-  » 
et  que  par  les  extrémités  C ,  D ,  E ,  etc.  de  ces  cordes ,  on  abaisse  au  diaxtèU^ 
AB  les  perpendiculaires  CF,  DG,  EH,  etc.  ;  je  dis  quon  aura 

(Acy  :  (AD/  :  (AE)'  :  (ab/  ;  :  af  :  ag  :  ah  :  ab. 

En  effet,  si  par  l'autre  extrémité  B  du  diamètre  AB,  on  mène  les  cordc^ 
CB,  DB,  EB,  etc.,  les  triangles  ACB,  ADB,  AEB,  etc.  seront  rectangles, 
puisque  les  angles  ACB,  ADB,  AEB,  etc.  sont  droit  (n*.  198).  Or,  d'après 

len».  i52  onaura(ACy=ABxAF,(AD)'  =  ABxAG,(AEy=ABxAH,... 
et  (ABy  =  AB  X  AB  ;    donc    (AC)'  :  (AD/  :  (AEy  :  (AB)>  :  :  AF  ;  AG  ; 

AH  :  AB. 

208.  THÉORÈME  i3o.  Si  par  un  point  A  (^fi^.  Q^)  pris  hors  delà  circmjé- 
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rmce  d'un  cercle  on  mène  deux  sécantes  quelconques  ÂB ,  AC ,  le  produit  de 
la  première  sécante  entière  par  sa  partie  extérieure  égalera  celui  de  Vautre  sé- 
cante entière  par  sa  partie  extérieure  ;  de  sorte  quon  aura 

ABx  AD  =  AC  X  AE. 

■ 

En  effet  y  en  menant  les  cordes  BE  et  DC,  on  aura  les  triangles  AEB, 
ACD  qui  seront  semblables;  car  Tanglc  A  est  commun  aux  deux,  et  les 
angles  ABE,  ACD  sont  égaux,  comme  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  Tare 
DE  (n^  199);  donc  ces  triangles  AEB,  ACD  sont  semblables,  puisquMls  ont 
deux  angles  égaux  (n*.  99)  ;  donc  AB  :  AC  :  :  AE  ;  AD  ;  d'où  AB  x  AD  = 
AC  X  AE  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

209.  THEOREME  i3i.  Si  par  un  point  K  (fig.  95)/9m  hors  de  la  circonfé^ 
rence  d'un  cercle  on  mène  une  tangente  AB ,  ^/  une  sécante  quelconque  AC ,  la 
tangente  sera  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  ex- 
térieure, ou,  en  d'autres  termes,  le  carré  de  la  tangente  sera  égal  au  produit 
de  la  sécante  entière  par  sa  partie  extérieure;  de  sorte  qu'on  aura 

AC  :  AB  ::  AB  ;  ad,  ou  (AB)'  =  AC  X  AD. 
En  effet,  si  Ton  mène  les  cordes  BC,  BD,  on  aura  les  triangles  ACB, 
ADB  qui  seront  semblables,  car  ils  ont  Tangle  commun  A,  et  les  angles  ACB, 
ABD  qui  sont  égaux,  puisqu'ils  ont  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BD 
(voyez  le  n*.  199  pour  Tangle  ACB,  et  le  n".  202  pour  Tangte  ABD);  donc, 
AC  :  AB  ::  AB  ;  AD;  d'où  (AB)'  =  AC  x  AD. 

210.  THEOREME  i32.  Si dcux  arcs  de  cercle  AB ,  ah  (fîg.  96)  situés  dans 
des  cercles  différens  ont  le  même  nombre  de  degrés ,  les  cordes  AB ,  ah ,  qui 
soutendront  ces  arcs,  seront  proportionnelles  aux  rayons. 

En  effet,  en  menant  les  rayons  CA,  CB,  ca  et  c6,  on  aura  les  triangles 
ACB,  abc  qui  seront  semblables;  car  ces  deux  triangles  ont  les  angles  égaux 
G  et  c,  puisque  les  arcs  AB ,  ab  qui  les  mesurent  ont  le  même  nombre  de 
degrés,  et  de  plus  ces  triangles  sont  isocèles,  les  autres  angles  sont  donc 
égaux;  donc  ces  deux  triangles  sont  semblables  ;  donc  AB  labu  AC  l  ac\CQ 
qu'il  fallait  démontrer. 

211.  THEOREME  i33.  Réciproquement,  si  dans  deux  cercles  dijfférens  on  a 
deux  cordes  AB,  ab  (  fig.  96  )  qui  soient  entre  elles  comme  les  rayons,  les  arcs 
Sùutendus  par  ces  cordes  auront  le  même  nombre  de  degrés. 

En  effet,  menons  les  rayons  AC,  BC,  ae  et  bc  aux  extrémités  de  ces  cordes, 
et  nous  aurons  les  triangles  ACB,  ahc^  qui  seront  isocèles,  et  qui,  d'après 
rhypothèse,  donneront  AB  \ctb\l  AC  \acli  BC  ;  6c;  ces  deux  triangles  ont 
donc  les  côtés  homologues  proportionnels ,  ils  auront  donc  les  angles  égaux 
(n*.  91),  donc  les  angles  C,  c  sont  égaux,  et  par  conséquent  les  arcs  AB> 
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ah  qui  mesurent  ces  angles  égaux  auront  le  même  nombre  de  degrés;  ce  qu  II 
fallait  démontrer. 

212.  THÉORÈME  iS/f.  Si  daus  des  cercles  diffc'rens  on  a  deux  cardes  AB, 
ab  proportionnelles  aux  rayons  ;  en  abaissant  par  les  centres  les  perpendicu- 
laires CD,  cd  sur  les  cordes,  ces  perpendiculaires  seront proporlianneUes  aux 
cordes  et  aux  rayons. 

En  effet,  il  est  évident  que  les  triangles  ACD,  acd  sont  semblables,  puis* 
(]u'ils  sont  rectangles,  et  que  les  angles  A,  a  sont  égaux  à  cause  de  la  simili- 
tude des  triangles  ABC,  abc\  on  aura  donc  CD  :  cd\\hJ}  \  aduAÇ  l  ac^  ou 
CD  :  cJ;c  AB  :  aô;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

21 3.  THEOREME  i35.  BjéciproquemeiU ,  si  dans  dcux  ccrclcs  différcns  wiG 
deux  cordes  Ah ,  ab  (fig.  97  )  dont  les  distances  aux  centres  sont  propm^ 
tionnelles  aux  rayons ,  ces  cordes  seront  aussi  proportionnelles  aux  rayons , 
et  par  conséquent  les  arcs  quelles  soutendent  auront  le  même  nombre  de  degrés. 

En  effet,  par  les  centres  C,  c,  abaissons  sur  les  cordes  AB,  ab^  les  perpen- 
diculaires CD,  cd^  lesquelles  seront  les  distances  des  cordes  aux  centres, et 
menons  les  rayons  AC,  BC,  ac^  bc^  et  nous  aurons  les  triangles  ABC,  abc 
qui  seront  semblables.  Car  si  nous  faisons  CE  et  CF  =:ac,  et  nous  menons 
la  droite  EF,  elle  sera  parallèle  à  AB,  et  les  deux  triangles  ADC,  ECG  seront 
semblables  ;  nous  aurons  donc  AC  :  CE  ;  :  CD  :  C  G;  mais,  par  hypothèse, AG: 
ac  \  \  CD  :  cd\  et  ac  =  CE  ;  ces  deux  proportions  ont  donc  les  trois  premiers 
termes  égaux  ;  les  quatrièmes  le  seront  donc  aussi  ;  si  donc  00  transporte  le 
triangle  abc  de  manière  que  cd  vienne  coïncider  avec  son  égal  CG,  la  base  ai 
prendra  la  direction  de  EF ,  puisque  les  angles  adc^  EGC  sont  droits.  Main* 
tenant,  je  dis  que  ab  =  EF,  c'est-à-dire  que  le  point  a  tombera  sur  le  point 
£,  et  le  point  b  sur  le  point  F ,  car  les  obliques  égales  ac  et  EC  ou  bc  et  FC 
s'écartent  également  de  la  perpendiculaire  (n"".  82).  Donc  les  triangles  abc% 
ECF  sont  égaux;  mais  ECF  est  semblable  à  ABC;  donc  aussi  abc  est  sem- 
blable à  ABC;  de  sorte  que  les  angles  ACB,  acb  sont  égaux;  donc  les  arcs 
AB,  ab  ont  le  môme  nombre  de  degrés,  donc  les  cordes  AB,  ab  sont  propor* 
tionnelles  aux  rayons. 

2 1 4-  THEoRiiiME  1 36.  «Si  Von  mène  une  tangente  OP  commune  à  deux  cerd^ 
(fig.  97  et  98),  et  la  droite  DC  ,  prolongée,  qui  joint  les  centres  D  eiC;  sifor 
le  point  A  ^  ois  ces  deux  droites  se  coupent,  on  mène  une  droite  quelconque 
IIM  qui  rencontre  les  deux  cercles;  si  par  les  points, .  ois  cette  dernière  droUt 
rencontre  les  circonférences  des  cercles,  on  mène  les  rayons  CM,  CL,  DK^ 
DH  ;  je  dis  que  les  triangles  ACM  et  ADK  seront  semblables ,  ainsi  que  It^ 
triangles  ACL  et  ADH. 
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En  effet,  par  les  centres  G  et  D  menons  les  droites  CO,  DP  aux  poinls  de 
:ontact  O  et  P ,  et  les  droites  CN,  DI  perpendiculaires  à  la  droite  IIM;  nous 
lurons  les  triangles  ACO,  ADP  qui  seront  évidemment  semblables,  ainsi  que 
es  triangles  ACN,  ADI;  il  en  résultera  donc  que  AC  l  AD  i  ;  CO  ;  DP,  et 
lue  AC  :  AD  ;  :  CN  :  DI-,  donc  CN  :  DI  :  :  CO  :  dp,  à  cause  du  rapport 
:ommun  AC  :  AD  à  ces  deux  proportions;  mais  CO  et  DP  sont  les  rayons 
les  cercles;  les  distances  CN ,  DI  des  centres  aux  cordes  LM,  HK  sont  donc 
proportionnelles  aux  rayons;  donc  les  arcs  LM,  HK,  soutendus  par  ces  cordes, 
int  le  même  nombre  de  degrés  (n".  2i3);  donc  les  angles  LCM,  HIK  sont 
^gaux.  Mais  les  triangles  LCM,  IIDK  sont  isocèles;  les  perpendiculaires  CN, 
DI  abaissées  de  leurs  sommets  sur  leurs  bases  divisent  donc  les  angles  des 
commets  en  deux  parties  égales;  donc  les  angles  NCM,  IDK,  NCL,  IDII 
donnent  NCM  =  IDK,  etNCL  =  IDH...  (i).  Mais  les  droites  CN,  DI  étant 
parallèles,  on  a  aussi  NCB=IDF  et  NCG=IDË...  (2).  Si  de  la  première  des 
égalités  (2)  on  retranche  la  première  des  égalités  (i),  on  aura  NCB  —  NCM  = 
IDF  —  IDK,  ou  MCB  =KDF;  donc  les  rayons  CM,  DK  sont  parallèles,  et 
les  triangles  ACM,  ADK,  sont  semblables.  Si  de  la  seconde  des  égalités  (i>) 
on  retranche  la  seconde  des  égalités  (i),  on  aura  NCG— NCL=IDE— IDII 
ou  LCG=HDE;  donc  les  rayons  CL,  DH  sont  parallèles;  donc  les  triangles 
ACL,  ADH  sont  semblables,  et  la  proposition  se  trouve  entièrement  dé- 
montrée, 
ai 5.  Corollaire  i.  Il  suit  de  la  similitude  des  triangles  ACM,  ADK,  que 

AC  :  AD  :  :  AM  :  AK (O,  et  que  AC  :  AD  :  :  CM  :  DK  ou  AC  :  AD  ;  : 

CB  :  DF-  Mais  dans  cette  dernière  on  tire  AC  :  AD  ;  :  AC+CB  :  AD-f-DF 

ou  AC  ;  AD  :  :  ab  :  af (2),  et  ac  :  ad  :  :  ac  —  cb  :  ad  —  df  ou 

AC  :  AD  :  :  ac— CG  :  ad— de,  ou  enfin,  AC  :  AD  :  :  AG  :  AE...  (3).  Or, 
les  proportions  (i),  (2)  et  (3)  ont  le  rapport  commun  AC  :  AD  ;  donc 
AM  :  AK  :  :  AB  ;  AF  ;  :  AG  :  AE  ;  d'où  AMxAF=:AKxAB,  AMx AE= 

AK  X  AG. 

216.  Corollaire  2.  Il  suit  de  la  similitude  des  triangles  ACL,  ADH,  que 
AC  :  AD  :  :  AL  :  ah.....  (O,  et  que  AC  :  AD  :  :  CL  ;  DH  :  :  CB  :  df.  Mais 
<te  cette  dernière  on  tire   AC  :  AD  i:  AC  +  CB  ou  AB;AD  +  DF   ou 

Al" (2) ,  et  AC  :  AD  :  :  AC  —  CB  ou  AG  I  AD  —  DF  ou  AE (.3).  Or 

ï^  proportions  (i),  (2)  et  (3)  ont  le  rapport  commun  AC  î  AD;  donc 
AL  :  AH  :  :  AB  ;  AF  :  :  AG  :  AE  ;  d'où  ALx  AF=AHxAB  et  ALxAE= 
AHxAG. 

217.  THEOREME  iSy.  Si  Us  deux  triangles  ABC^  DEC  (fig.  99  et  100)  sorU 
^mblables,  les  deux  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  seront  iangens  lun  à 
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l'autre ,  et  le  point  de  contact  sera  le  sommet  C  commun  aux  ileuj;  triangle. 
Pour  dcmonlrcr  que  les  deux  cercles  sont  tangcns,  il  sufGt  (n*.  187)  tl 
faire  voir  que  la  droite  qui  joint  les  centres  passe  par  le  point  C  commti 
aux  deux  cercles. 

Cela  pose,  en  premier  lieu,  parles  ccnlres  T  et  G  de  ces  cercles  (fig.  gg] 
menons  au  point  G,  les  droites  FC  ,  GC  ;  et  faisons  voir  que  ces  deux  droite 
sont  l'une  le  prolongement  de  l'autre.  Pour  cela  ,  par  le  centre  F  ahais-wn) 
Ja  droite  FL  perpendiculaire  sur  la  corde  AC  ;  celle  droite  FL  divisera  l'art 
ALC  on  deux  parties  égales;  de  sorte  que  la  mesure  LG  de  l'angle  LFC  «t 
ia  moitié  de  l'arc  ALC  ;  mais  l'angle  ABC  a  aussi  pour  mesure  1.T  moitié  ils 
l'arc  ALC; donc  l'angle  LFC :=  ABC.  En  faisant  la  même  construction  surk 
centre  G  et  la  corde  CE,  on  aura  la  droite  GH  qui  divisera  l'arc  CliE  en 
deux  parties  égales;  la  mesure  Cil  de  l'angle  CGH  sera  donc  la  moitié  de  l'arc 
GUE  ;  mais  l'angle  CDE  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  CHE  ;  donc 
l'angle  CGH  =  CDE  ;  ainsi  d'une  part  nous  avons  LFC  =;  ABC,  et  de  l'autre 
CGH  =  CDE;  mais  les  triangles  ABC ,  CDE  étant  semblables,  on  a  ABC  = 
CDE  ;  donc  LFC  =  CGH.  Or,  les  triangles  CKF ,  CGI  sont  rectangles  en 
K  cl  I  ;  donc  les  angles  KCF,  GCl  sont  égaux;  mais  ces  angles  sont  opposw 
par  le  sommet,  et  la  ligne  KCE  est  droite;  donc  (  n".  24  )  les  droites  FC, 
C  G  sont  l'une  le  prolongement  de  l'autre;  donc  enfin  les  cercles  circonscrîis  à 
deux  triangles  semblables  qui  ont  un  angle  opposa  par  le  sommet  sont  ian^fu. 
En  second  lieu,  par  le  point  G  cl  les  centres  F  et  G  des  deux  cercle* 
(fig.  100)  menons  les  droites  CF  ,  CG,  et  faisons  voir  que  la  première  CF 
passera  par  le  centre  G  du  petit  cercle. 

En  effet,  par  les  centres  F,  G,  abaissons,  à  la  droite  GA,  les  perpcnJicu- 

'  laires  FL,  GH;  la  première  divisera  l'arc  ALC  en  deux  parties  égales,  et  la 

I  seconde  GH  divisera  l'arc  EHC  de  la  mOme  manière;  de  sorte  que  la  mesufi! 

I  CL  de  l'angle  CFL  sera  la  moitié  de  l'arc  ALC;  donc  l'angle  CFL^CBA. 

I  ,el  la  mesure  CU  de  l'angle  CGH  scia  la  moitié  de  l'arc  EHC  ;  donc  rangl' 
CGH  =  CDE  ;  mais  les  angles  CBA,  CDE  sont  égaux,  à  cause  de  la  simili' 

,  lude  dos  triangles  ABC,  ECD;  donc  l'angle  CFK  =tCGI;  mais  les  triangle* 
IFK,  CGI  sont  rectangles  en  K  et  I^donc  les  angles  ECF,  ECG  sont  égauit 
nais  ces  deux  angles  égaux  ont  un  côté  CE  et  le  sommet  C  commun ,  doi)'^ 
enfin  les  droites  (^F  ,  CG  coïncident;  donc,  si  deux  triangles  semblables  <^ 

\  un  angle  commun,  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  seront  tangens. 

i.  TOÊOBÈME.  i38.  licciproquemcnt ,  si  les  deux  cercles  ABC,  DE** 
(  fig.  99  et  1 00)  sont  tangens,  si  par  le  point  de  contact  C  on  mène  deux  droite 
AE  ,  BD  (fig.  gg),  et  AC,  BC  (lig.  100),  et  qu'ensuite  on  joigne  les  poinU 


GEOM^RIE  plane;  289 

/  B ,  D  £/  E  par  les  droites  AB,  DE ,  ces  droites  seront  parallèles ,  et  par  con-- 
équerU  les  triangles  ABC ,  DEC  seront  semblables. 

En  effet ,  dans  chacune  des  deux  figures,  par  les  centres  F  et  G  des  cercles, 
baissons  les  perpendiculaires  FL ,  GH  sur  la  droite  AC ,  et  joignons  les  mêmes 
entres  parla  droite  FGqui,  prolongée ,  passera  par  le  point  de  contact  C  ;  les 
Iroites  FL,  GH  seront  parallèles,  et  comme  elles  sont  coupées  par  la  sécante 
rG,les  angles  CFL,  CGH  seront  égaux;  mais  la  mesure  CL  de  Tangle  CFL 
istla  moitié  de  Tare  ALC;  or,  Tangle  ABC  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de 
^arc  ALC;  donc  ABC  =  CFL;  mais  la  mesure  CH  de  Tangle  CGH  est  la 
noitié  de  Tare  CHE  ;  or,  Tangle  CDE  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  de  Tare 
::HE  ;  donc  CDE  =  CGH  ;  donc  Fanglc  CD£  =  ABC  ;  donc  enfin  les  droites 
\B ,  DE  sont  parallèles. 

11""%    LEÇON, 


IjBs  Polygones  viscriptibles  et  circonscriptibles  au  cercle ,  et  la  superficie  du 

cercle, 

aig.  DÉFINITION.  On  appelle,  en  général, yi^^zi/^  inscrites^  celles  dont  les 
sommets  sont  tous  sur  la  circonférence  du  cercle  ;  et  figures  circonscrites  celles 
dont  les  côtés  sont  tous  tangens  à  la  circonférence  du  cercle. 

220.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  tous  les  polygones  réguliers  sont  ins- 
criptibles  au  cercle ,  car  (  n^.  log  )  tous  les  sommets  A ,  B ,  C ,  D,  etc.  (fig.  46) 
de  ces  sortes  de  polygones  sont  à  égales  distances  du  centre  O  (  n"".  1 1 1  )  ;  si 
donc,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  du  centre  O  à  Tun  des  sommets,  on 
décrit  une  circonférence  de  cercle ,  par  le  centre  du  polygone ,  cette  circon-' 
fà^nce  passera  par  tous  les  sommets  de  ce  dernier. 

221.  Corollaire  a.  Il  suit  encore  de  là  que  tous  les  polygones  réguliers  sont 
circonscriptibles  au  cercle  ;  car  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
du  polygone  sur  les  côtés  (n^  108)  sont  égales;  en  décrivant  donc,  par  le 
centre  da  polygone ,  une  circonférence  de  cercle  avec  un  rayon  égal  à  Tune 
de  ces  perpendiculaires,  cette  circonférence  sera  tangente  à  tous  les  côtés  du 
polygone  (n^  184). 

222.  THiÉOBJtittE  i3g.  Tout  quadrilatère  qui  a  deux  angles  droits  B  e/  D 
(fig.  101  )  opposés  est  inscriptible  au  cercle. 

En  effet ,  si  Ton  mène  la  diagonale  AC  par  les  sommets  A  et  C  des  deux 
utres  ugles  ;  en  décrivant  une  circonférence  de  cercle  sur  cette  diagonale 
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AC  comme  diamètre  ,  à  cause  que  les  angles  B  et  D  sont  droits ,  il  est 
évident  (n°.  ig8)  que  cette  circonférence  passera  par  les  points  B  etD; 
donc,  etc. 

223.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  tous  les  rectangles  sont  inscriptibles, 
car  ils  ont  les  angles  droits. 

224*  THEOREME  i^o.  Le  côié  de  Te^ogone  ùiscntest  égal  OU  royonducerck. 

En  effet ,  soit  Texagone  ABGDEF  (fig.  102);  si  par  le  centre  O  on  mène 
les  rayons  OA,  OB,  je  dis  que  le  triangle  ABO  sera  équilatéral  (n"".  36).  Car 
le  polygone  ayant  six  côtés,  Tangle  AOB  est  le  6"^.  de  36o*.,et  par  conséquent 
cet  angle  est  de  60°.  ;  mais  la  somme  des  trois  angles  de  ce  triangle  AOB 
est  de  iSo"*.  ;  la  somme  des  deux  angles  OAB ,  ABO  sera  donc  de 
iSo**.  —  60".  =  120°.  ;  or,  le  triangle  AOB  est  ispcèle ,  puisque  les  côtés  OA, 
OB  sont  des  rayons  du  cercle;  donc  les  angles  OAB,  ABO  sont  égaux;  et, 
comme  leur  somme  est  120^,  chacun  d^eux  est  de  Go"".;  donc  les  trois  angles 
du  triangle  AOB  sont  égaux;  donc  enfin  ce  triangle  est  équilatéral ,  et  par 
conséquent  le  côté  AB  du  polygone  est  égal  au  rayon  AO. 

225.  Remarque.  Il  est  évident  que  si  d^abordFon  inscrit  un  carré  abcdti 
circonscrit  un  autre  carré  ABCD  (fig.  io3)  à  un  même  cercle,  le  carré  ABGD 
circonscrit  sera  plus  grand  que  Finscrit  abcd.  Si,  ensuite,  on  double  le 
nombre  des  côtés  de  ces  deux  polygones ,  on  aura  deux  octogones,  Fun  ins- 
crit et  Tautre  circonscrit.  L'octogone  inscrit  sera  plus  petit  que  le  circonscrit, 
mais  il  sera  plus  grand  que  le  carré  inscrit,  tandis  que  Toctogone  circonscrit 
sera  plus  petit  que  le  carré  circonscrit.  Si  Ton  continue  de  doubler  successi- 
vement et  indéfiniment  les  côtés  des  polygones  inscrits  et  circonscrits,  il  est 
clair  que  les  circonscrits  resteront  toujours  plus  grands  que  les  inscrits  d^on 
même  nombre  de  côtés  ;  que  les  circonscrits  iront  en  diminuant  et  les  inscrits 
en  augmentant,  et  que,  par  conséquent,  la  différence  des  polygones  inscrits 
et  circonscrits  d'un  même  nombre  de  côtés  ira  en  diminuant  à  mesure  qœ 
le  nombre  des  côtés  des  polygones  augmentera.  Lors  donc  que  le  nombre  des 
côtés  des  polygones  sera  très-grand ,  la  différence  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  sera  très-petite  ;  on  pourra  donc  pousser  Taugmentation  da 
nombre  des  côtés  des  polygones  assez  loin,  pour  que  cette  différence  soit  plus 
petitC^ue  la  plus  petite  quantité  qu'on  pourra  imaginer;  mais  le  cercle  se  troQ- 
vera  toujours  compris  entre  les  polygones  inscrits  et  circonscrits;  ladinérence 
du  cercle  à  Fun  des  polygones  sera  donc  encore  moindre;  d'où  Ton  voitqoe 
les  deux  polygones  inscrits  et  circonscrits  coïncideraient  tous  les  deux  atec 
le  cercle,  si  le  nombre  des  côtés  était  infini,  les  côtés  étant  infiniment  petits. 

22^. Corollaire  i.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  un  cercle  comme  un  poly- 
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gone  régulier  d^une  infinité  de  côtds  infiniment  petits ,  dont  Tapothéme  serait 
le  rayon  du  cercle. 

227.  Corollaire  2.  Comme  les  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  côtés  sont  semblables  ,  tous  les  cercles  sont  des  figures  semblables  ; 
d'où  il  suit  I^  que  les  contours  ou  circonférences  des  cercles  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  ou  comme  les  diamètres ,  et  2^  les  superficies  des  cercles 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  des  diamètres;  car  dans  les 
polygones  réguliers  semblables  »  les  apothèmes  sont  proportionnelles  aux 
côtés  homologues. 

228.  Corollaire  3.  De  ce  que  la  superficie  d'un  polygone  est  égale  au  con- 
tour multiplié  par  la  moitié  de  Tapothémc  (n"*.  14^  )  9  il  s'ensuit  que  celte  d'un 
cercle  sera  égale  à  la  circonférence  multipUée  par  la  moitié  du  rayon ,  ou  à 
la  moitié  de  la  circonférence  multipliée  par  le  rayon  tout  entier.  Si  donc  C 
représente  la  circonférence ,  R  le  rayon  et  S  la  superficie  d'un  cercle ,  on  aura 

généralement  S  =  C  x  -^  =     ^    » 

229.  Corollaire  4-  Puisque  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  diamètres,  si  C  et  C!  sont  les  circonférences,  et  R,  R'  les  rayons 

de  dcax  cercles,  on  aura  C  :  C  :  :  2R  :  2R',  d'où  C  =  -^^  =  2R  x  -—- 

Mais  — ^  est  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence  de  l'un  des  cercles; 

si  donc  Ton  connaissait  ce  rapport  (comme  ce  rapport  est  le  même  pour  tous 

les  cercles,  puisque  de  la  proportion  ci-dessus  on  tire  — —  =  —=77-),  il  suf- 

findt  de  le  multiplier  par  le  diamètre  d'un  cercle  quelconque  pour  avoir  la 
circonférence  de  ce  cercle  quelconque.  Appelons  p  ce  rapport ,  nous  aurons 

C  =  aR/?. 

Il 

230.  Corollaire  5.  Si  dans  l'égalité  S  =  G  X —  (n*.  228),   nous  met* 

a     R 

tons  2R/7  à  la  place  de  G,  nous  aurons  S  =  2R/7  x  — *  ou  S  =  VCp  :  d'où  il 

suit  que  la  superficie  d'un  cercle  est  égale  au  rapport  du  diamètre  à  la  circon- 
férence multiplié  par  le  carré  du  rayon  (*). 

23 1.  Corollaire  6.  Si  S  et  S'  sont  les  superficies,  et  R,  R'  les  rayons  de 
deux  cercles,  on  aura  Sz=zpK  et  S'=;?R'*;  d'où  S  :  S' ::;?R' ;;?R'':: 
R*  :  R**;  c'est-à-dire  que  les  supeificù'.s  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  (n*.  227). 

232.  THioREME  il^i.  La  loT^ueuT  dun  arc  est  égale  à  la  circonférence 


(*)  Nous  donnerons ,  parmi  les  problèmes ,  le  mojen  d'avoir  la  yaleor  da  rapport  p  da  diamètre 


à  la  cSrconférence  d'an  cercle. 
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entière  midUpliée  par  le  nombre  des  degrés  de  Varc,  et  dwisée  par  36o  ;  de  sorte 
nue  si  A  est  la  longueur  de  rare,  n  le  nombre  de  ses  degrés,  et  C  la  circon- 

férence  du  cercle,  nous  awrons  A  =  -  »^    . 

En  effet ,  la  longueur  d^un  degré  est  évidemment  la  360"*.  partie  de  la 

C 

circonférence  ;  ainsi  la  longueur  d^un  degré  sera  —^ — ,  et  par  conséquent 

celle  de  n  degrés  sera  -^^ — ;donc.  enfin,  A=-5-^-. 

000  3oo      Q 

233.  Corollaire  i.  Si  dans  la  formule  A=  -^tt-  on  met,  au  lieu  de 

C  ,  sa  valeur  2R/? ,  trouvée  au  n**.  22g ,  on  aura  A  =     T^  =    ^     ;  d*m 

il  suit  que  la  longueur  d*un  arc  de  cercle  est  égale  au  produit  du  nombre  des 
degrés  de  Varc ,  du  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence  et  du  rayon  du 
cercle,  diçisé  par  i8o. 

234.  Corollaire  2.  Si  donc  on  a  deux  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés, 
ces  arcs  seront  entre  eux  comme  les  rayons  ;  car  si  A  et  A^  sont  ces  arcs,  // 

leur  nombre  de  degrés,  R,  R'  leurs  rayons,  on  aura  A  =    T     X  I\,et 

A'  =  -X-  X  R',  donc  A  :  A'  :  :  R  ;  R'  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

lOO 

235.  Corollaire  3.  Si  les  nombres  des  degrés  étaient  différens,  on  aurait 

A       A' 
A  ;  A'  I  î  /iR  \  n'R'  ou  -—  :  -^  r  ;  n  I  n';  d'où  il  suit  que  les  nombres  des  degrés 

sont  entre  eux  comme  les  arcs  diçisés  par  leurs  rayons  respectifs. 

236.  Corollaire  4*  Puisque  les  nombres  des  degrés  sont  comme  les  arcs 
divisés  par  leurs  rayons ,  et  que  les  angles  sont  comme  les  nombres  des  degrés 
qui  les  mesurent,  deux  angles  mesurés  par  des  arcs  de  rayons  différens  seront 
entre  eux  comme  les  arcs  diçisés  par  les  rayons. 

237.  THEOREME  1^2.  La  Superficie  d'un  secteur  circulaire  ACB  (figgS) 
est  égale  à  la  superficie  entière  du  cercle  multipliée  par  le  nombre  des  degrés  de 
Varc  du  secteur,  et  diçisée  par  36o;  de  sorte  que  S  étarU  la  superficie  entièrt 
du  cercle ,  n  le  nombre  des  degrés  de  l'arc,  sect  la  superficie  du  secteur^  m 

aura  sect  =  ^7^- . 

000 

En  effet,  s'il  ne  s'agissait  que  d'un  secteur  dont  l'arc  serait  d'un  degré,  il 
est  évident  que  ce  secteur  serait  la  36o"".  partie  de  la  superficie  entière  da 

cercle;  de  sorte  que  la  superficie  d'un  secteur  d'un  degré  serait         -^ et, par 

conséquent,  la  superficie  d'un  secteur  de  n  degrés  sera  sect.  =:-r^. 

238.  Corollaire  i.  Si  dans  la  formule  sect.=-^7r-  on  met,  au  lieu  de  S,  sa 
valeur  /?R'  trouvée  au  n^23o,  on  aura  sect,=-^— ;  d'où  la  superficie 
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d'un  secteur  est  égale  au  produit  du  nombre  des  degrés  du  secteur^  du  rap- 
j}ort  du  diamètre  à  la  circonférence  et  du  carré  du  rayon ,  diçisé  par  36o. 
23g.  CoroUcure  2.  Si,  dans  le  même  cercle ,  on  avait  un  autre  secteur  dont 

le  nombre  de  degrés  serait  n\  on  aurait  sect/  =  -^^ — ,  d'où  scct.  j  sect/  ;  ; 

n  inf\  c'est-à-dire  que  les  secteurs  seraient  entre  eux  comme  les  nombres  des 
degrés ,  ou  comme  les  arcs. 

240.  Corollaire  3.  Si,  dans  un  autre  cercle  dont  le  rayon  serait  R',  on 

avait  un  secteur  d'un  même  nombre  de  degrés,  on  aurait  sect/=  -^ — ; 

d'où  sect.  î  sect.'  Il  R'  î  R'*;  c'est-à-dire  que  les  secteurs,  qui  ont  le  même 
nombre  de  degrés ,  et  qui  appartiennent  à  des  cercles  différens ,  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  des  rayons. 

la"**    LEÇON. 


Des  Figures  Isopérimètres, 

24t.  DEFINITION.  On  appelle  figures  isopérimètres  celles  qui  ont  le  même 
périmètre  ou  contour. 

242.  THEOREME  143.  Supposons  une  droite  AR  (fig.  lol^^etdeux  points  C 
et  D  quelconques  donnés  de  position  hors  de  cette  droite;  si  par  les  points  C  e/  D 
on  mène  deux  droites  CE,  DE,  en  un  même  point  K  de  la  droite  AR,  de 
manière  que  les  angles  CEA,  DER  soient  égaux  entre  eux,  la  sormne  des 
droites  CE,  DE  sera  plus  petite  que  celle  de  deux  autres  droites  Ce,  De 
menées  des  mêmes  points  CetD  àun  autre  point  e  quelconque  de  la  droite  AR. 

En  effet,  si  par  le  point  C  on  abaisse  une  perpendiculaire  CF  sur  la  droite 
AB ,  et  qu'on  prolonge  la  droite  DE  jusqu'à  sa  rencontre  en  F  avec  la  per- 
pendiculaire GF,  je  dis  que  la  droite  DF  =  DE  +  EC...  (1).  Car  les  angles 
DEBf  CE  A  sont  égaux  par  hypothèse,  et  les  angles  DER,  AEF  comme 
opposés  par  le  sommet  ;  donc  les  angles  CE  A,  AEF  sont  égaux.  Mais  les  deux 
triangles  AGE ,  AEF  sont  rectangles  et  ont  un  côté  commun  AE  ;  donc  ces 
triangles  sont  égaux;  donc  EF=GE;  si  donc  nous  mettons  EF  à  la  place  de 
son  égal  CE ,  dans  l'égalité  (i) ,  nous  aurons  DF  =:  DE + EF ,  ou  DF = DF, 
donc  DF=DE+EC.  Je  dis  maintenant  que  CE+DE<C^4-D^.  Car  si  nous 
menons  la  droite  eF ,  nous  aurons  DF  <  D^  4- ^F  ;  mais  eT=Cdy  puisque 
la  droite  AR  est  perpendiculaire  au  milieu  de  CF;  donc  DF  <D^+C^;  or 
DF=DE+CE;  donc  DE-1-CE<D^+Cé?;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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243.  THEOREME  i44-  Si  dcuop  triangles  ABC,  ABD  (fig.  io5)  dcntlm 
ABC  est  isocèle  et  l'autre  ABD  quelconque,  ont  même  btêse  AB,  et  mime 
contour,  celui  qui  est  isocèle  aura  la  plus  grande  superficie. 

Par  les  sommets  C  et  D  abaissons  les  perpendiculaires  CE,  DF  sur  la  base 
commune  AB  aux  deux  triangles  ABC ,  ABD  ;  ces  perpendiculaires  seront 
les  hauteurs  de  ces  triangles;  si  donc  nous  faisons  voir  que  la  hauteur 
CE  >  DF,  à  cause  de  la  base  commune  AB,  il  sera  démontré  que  le  triangle 
ABC  >  ABD.  Or,  si  par  le  sommet  D  du  triangle  ABD  on  mène  la  droite 
DH  parallèle  à  la  base  AB ,  cette  droite  DH  rencontrera  la  perpendiculaire 
CE  en  un  point  G,  situé  au-dessus  ou  au-dessous  du  sommet  C.  Menons  3i  ce 
point  G  les  droites  GA,  GB  aux  extrémités  A  et  B  de  la  base  AB;  le  triangle 
AGB  sera  isocèle,  et  par  conséquent  les  angles  AGE,  EGB  seront  égain; 
mais  les  angles  HGE ,  DGE  sont  droits  ;  donc  les  angles  HGB ,  DGA  sont 
égaux  ;  donc  (n".  243)  AG-i-GB<AD+DB;  mais  AD-t-DB=AC-f-CB;  donc 
AG  +  GB<AC  +CB;  donc  le  point  G  est  au-dessous  du  point  C,  et  par 
conséquent  GE=DF<CE;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

244*  THEOREME  i45.  De  tous  Ics  triangles  inscrits  ACR,  ADB  (fig.  106] 
dans  un  même  segment  ACB ,  le  plus  grand  est  celui  ACB  qid  est  isocèle,  soii 
pour  le  contour,  soit  pour  la  superficie. 

En  effet,  si  par  les  sommets  C  et  D  des  triangles  ACB,  ADB  on  abaisse 
les  perpendiculaires  CE,  DF  à  la  base  commune,  celle  CE  abaissée  du  sommet 
C  du  triangle  isocèle,  tombera  sur  le  milieu  de  la  base  AB  (  le  point  C 
étant  à  égales  distances  des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB),  et  passera  par 
le  centre  O;  tandis  que  Tautre  DF  ne  passera  ni  par  le  centre,  ni  parle 
milieu  de  la  corde  AB.  Il  suit  de  là  évidemment  que  la  hauteur  EC>DF,et 
que  par  conséquent  ABC  >  ABD. 

Il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  faire  voir  que  le  contour  AC  +  CB> 
AD  +  DB.  Or,  prolongeons  le  côté  AD  d'une  quantité  DG  =  DB,  et  me- 
nons la  droite  GC;  les  deux  triangles  BDC,  GDC  auront  deux  côtés  égioXt 
chacun  à  chacun,  car  BD  =  DGetDC  est  commun  aux  deux;  de  plaSi 

Tanglc  BDC  de  Tun  est  égal  à  Tangle  GDC  de  Tautre  ;  car  Tangle  BDC  apoor 

AB  I  AC 
mesure  la  moitié  de  Tare  BAC,  c'est-à-dire ,  et  Tangle  GDC,qQi 

est  formé  par  une  corde  DC  et  le  prolongement  DG  d*un  autre  corde  ADt 

CDB  I  AB 

a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  CD  -+•  DBA,  ou — ;  mais  CDB^ 

CA,  donc III = — ;  donc  les  deux  angles  BDC,  GDC  sont 

égaux;  donc  les  deux  triangles  BDC,  GDC  sont  aussi  égaux,  puisqu'ils  ontun 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  chacun  à  chacun;  donc  enfin  CG=CB. 


geomëtrie  plane.  29!) 

Si  maintenant  nous  considérons  le  triangle  GAC,  nous  verrons  que  GC4-CA 
>GA,ou  GG+CA>GD-hDA;mai5GC=CB,  et  GD=BD;donc  AG-hCB> 
AD-t-DB;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

245.  THEOREME  i46.  Soitun polygone  ABCDE  (fig.  107  )  dont  les  côtés  sont 
inégaux;  je  dis  que  sans  changer  le  périmètre  de  ce  polygone  on  pourra  aug^, 
menier  sa  superficie. 

En  effet,  si  Ton  mène  la  diagonale  AC,  on  partagera  le  polygone  proposé 
en  deux  parties  dont  Tune  sera  le  triangle  ABC,  et  Tautre  le  polygone  ACDE. 
Mais  le  triangle  ABC  pourrait  se  changer  en  un  autre  AFC  qui  fût  isocèle, 
de  même  périmètre,  et  qui  aurait  une  plus  grande  superficie  (  n^.  241  );  donc 
le  polygone  AFCDE  serait  plus  grand  que  le  polygone  ABCDE,  et  ces  deux 
polygones  auraient  pourtant  le  même  contour. 

246.  Corollaire.  Ainsi,  tant  que  les  côtés  d'un  polygone  quelconque  ne 
seront  pas  égaux,  ce  polygone  sera  susceptible  d'augmentation,  sans  chan- 
ger de  contour.  Mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  tout  polygone  qui  a  ses 
côtés  égaux  n^est  plus  susceptible  d^augmentation ,  sans  changer  de  contour, 
car  on  va  voir  bientôt  que  ce  serait  une  erreur. 

247-  THÉORÈUE  i47*  D^  tous  les  triangles  qu  on  peut  construire  açec  deux 
côtes  donnés ,  le  plus  grand  est  celui  dans  lequel  l angle  compris  par  les  côtés 
donnés  est  droit. 

En  effet,  soient  AB  et  BC  (fig.  108)  les  côtés  donnés;  si  Tangle  ABC  est 

droit,  le  triangle  ABC  sera  le  plus  grand  de  tous  ceux  qu'on  pourra  former 

avec  les  mêmes  côtés.  Car  si  par  le  point  B,  comme  centre,  et  avec  le  rayon 

BG,  on  décrit  Tare  de  cercle  ECD;  si  ensuite  on  mène  les  rayons  BD  et  BE, 

et  les  droites  AD,  AE,  on  aura  les  deux  triangles  ABD,  ABE,  formés  par 

les  mêmes  côtés  donnés;  mais  dans  Tun  ABD  Tangle  compris  ABD  sera  obtus, 

et  dans  l'autre  ABE  l'angle  compris  ABE  sera  aigu  :  je  dis  que  ces  deux 

triangles  sont  tous  les  deux  plus  petits  que  le  triangle  rectangle  ABC  ;  car  la 

Wteur  CD  de  ce  dernier  est  le  rayon  du  cercle,  tandis  que  celles  DF,  EG 

des  deux  autres  sont  moindres  que  le  rayon  ;  mais  les  bases  sont  égales  ;  donc 

le  triangle  rectangle  ABC ,  qui  a  la  plus  grande  hauteur,  est  le  plus  grand. 

248.  THÀ)RÀME  148.  De  tous  les  polygones  que  ï  on  peut  former  açec  des 
eôlés  donnés  et  un  dernier  côté  indéterminé,  le  plus  grand  est  celui  qui  est 
inscrit  dans  un  élemircercle  dont  le  côté  indéterminé  serait  le  diamètre. 

Soient  AB,  BC,  CD  et  DE  (fig.  109)  les  côtés  donnés,  déjà  inscrits  dans  le 
demi-cercle  ABE  ;  si  par  les  points  B  et  E  on  mène  la  diagonale  BE,  le  polygone 
/UBGDE  sera  partagé  en  deux  parties  ABE ,  BCDE,  dont  la  première  est  un 
riangle  rectangle ,  puisque  son  sommet  est  sur  la  circonférence  en  B ,  et  que 
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les  côtés  AB,  BE  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  :  ce  triangle  ABR 
est  donc  le  plus  grand  qu^on  puisse  former  avec  les  côtés  AB,  BE.  Or,  la 
partie  BCDE  pourrait  rester  la  même,  et  le  polygone  ABCDE  ne  pas  être 
inscrit  dans  un  demi-cercle;  mais,  dans  ce  cas,  le  triangle  ABE  serait  plus 
petit  que  dans  le  premier  cas,  puisqu^il  ne  serait  plus  rectangle;  donc  le 
polygone  entier  ABCDE  diminuerait  aussi;  donc  ce  polygone  ABCDE  est  le 
plus  grand  possible  quand  il  est  inscrit  dans  un  demi-cercle. 

Reniaj'qiie.  La  superficie  du  polygone  ABCDE  ne  changera  pas,  quelque 
soit  Tordre  que  Ton  suive  en  portant  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE  sur  la  demi- 
circonférence  du  cercle ,  pour  former  ce  polygone ,  car  la  superficie  de  ce  po- 
lygone  est  égale  à  celle  du  demi-cercle  moins  la  somme  des  segmens  AB,  BC, 
CD,  DE,  qui  reste  toujours  la  même. 

249.  THEOREME  i49.  Açec  des  côtes  dormes,  le  plus  grand  polygone  que 
l'on  puisse  jormer  est  celui  qui  est  inscrit  dans  un  cercle. 

Soient  ABCDE,  abcde  (fig.  1 10)  deux  polygones  formés  avec  les  mêmes 
côtés,  dont  Tun  ABCDE  soit  inscrit  et  Tautre  ne  le  soit  pas,  je  dis  que  le 
premier  sera  plus  grand  que  le  second. 

En  effet,  par  le  centre  O  du  cercle,  à  un  sommet  A  du  polygone  ABCDE, 
menons  un  diamètre  AF,  et  joignons  les  points  C  et  D  avec  le  point  F  par 
les  droites  CF,  DF;  le  polygone  sera  augmenté  du  triangle  DFC,  et  le  con- 
tour de  DF  +  FC.  Sur  le  côté  crf=DC,  faisons  le  triangle  cc^rzrDCF,  le 
polygone  abcde  sera  augmenté  de  la  même  quantité  que  le  premier,  ainsi  que 
le  contour;  si  donc  le  polygone  ABCFDE  est  plus  grand  que  abcfde^lt  poly- 
gone ABCDE  sera  plus  grand  que  abcde.  Or,  la  partie  ABC  F  a  les  côtés 
respectivement  égaux  à  la  partie  aLcf\  mais  la  partie  ABCF  est  inscrite  dans 
un  demi-cercle;  donc  (n^  248)  ABCF  >  abcf.  De  plus,  la  partie  AEDFa 
les  côtés  respectivement  égaux  aux  côtés  de  la  partie  aedf\  mais  la  partie 
AEDF  est  inscrite  dans  un  demi-cercle;  donc  AEDF  >aedf.  Ajoutons  ces 
deux  inégalités,  membre  à  membre,  et  nous  aurons  ABCF -4- AEDF > 
ahef -^^ aedf  oxjl  ABCFDE  >  abcfde\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Cette  proposition  a  lieu  lors  même  que  les  côtés  donnés  sont 
tous  égaux  entre  eux  ;  ainsi  donc,  un  polygone  qui  a  les  côtés  égaux  estplos 
^rand  que  quand  les  côtés  sont  inégaux  (n"".  245  );  mais  de  ce  qu'un  polygone 
a  les  côtés  égaux  il  ne  s'ensuit  pas  qu'il  soit  le  plus  grand  qu'on  puisse  former 
avec  les  mêmes  côtés,  à  moins  qu'il  ne  soit  inscrit  dans  un  cercle;  ce  qui 
confirme  ce  que  nous  avons  annoncé  au  n^.  246. 

250.  THÉORÈME  i5o.  De  deux  polygones  inscrits  de  même  contour  et  d'un 
même  nombre  de  côtes,  celui  qui  sera  régulier  sera  le  plus  grand. 


En  effet,  le  polygone  régulier  ayant  les  côtés  égaux,  il  esl  plus  grand  que 
celui  qui  a  les  côtés  inégaux  (n^  243),  et  étant  inscrit,  il  est  plus  grand  que 
tous  ceux,  de  même  contour,  qui  auraient  les  côlés  égaux  et  en  même  nombre 
st  qui  ne  seraient  pas  inscrits. 

25 1.  THÉORÈME  i5i.  De  deuœ  polygoms  répdiers  de  même  coïUour ,  celui 
fjui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  est  le  plus  grand. 

Soient  BC  la  moitié  d'un  côté  du  polygone  qui  a  le  plus  grand  nombre  de 
côtés,  AB  son  apothème  et  A  son  centre;  soient  EF  la  moitié  d'un  côté  de 
l'autre  polygone,  DE  son  apothème  et  D  son  centre;  et  plaçons  les  deux  apo- 
thèmes sur  une  même  droite  AH ,  les  centres  A  et  D  étant  à  une  distance 
quelconque  l'un  de  l'autre  :  comme  les  angles  C  AB ,  FDE  ne  sont  pas  égaux , 
les  côtés  AC,  DF,  prolongés,  se  rencontreront  en  un  point  G;  par  ce  point 
G ,  soit  abaissée  la  perpendiculaire  GH  sur  la  droite  AH  ;  les  triangles  ACB , 
AGH  seront  semblables,  ainsi  que  les  triangles  DFE  ,  DGH  :  on  aura  donc 
AB  ;  BC::  AH  :  GH,etDE  :  EF::DH  :  HG,  et,  de  ces  deux  proportions,  on 

tirera  AB=  — gg et  DE  = gg (i). 

Gela  posé ,  par  les  points  A  et  D,  comme  centres,  décrivons  les  arcs  HK,  HI  ; 

nousaurons(n«.236)rangleCAB:FDE::-^:.i (2).  Maïs  l'angle 

CAB  :36o^::BC  :  c,  c  étant  le  contour  du  polygone  qui  a  le  plus  de 
côtés,  et  Tangle  FDE  :  36o**.  :  :  EF  :  C,  C  étant  le  contour  de  l'autre  poly- 
gone; or  les  deux  contours  sont  égaux  ;  donc  CAB  ;  FDE  :  :  BC  :  FE  ;  mais 
cette  dernière  proportion  a  le  rapport  commun  CAB  :  FDE  avec  celle  (2) 

HK  HI 

d-dessus;  donc  BC  :  FE  :  :  ■     „    :   j^„  .  De  cette  dernière ,  multiplions  les 

antécédens  par  AH  et  les  conséquens  par  DH,  et  nous  aurons 

BC  X  AH  :  FE  X  DH  :  :  HK  ;  HI (3). 

Cela  posé,  faisons  l'angle  MDF  =  FDE;  prolongeons  l'arc  HI  jusqu'en 

M;  avec  le  rayon  AH,  et  par  le  centre  O  pris  sur  la  droite  MD,  prolongée  , 

décrivons  l'arc  ML;  cet  arc  coupera  l'arc  HK  en  un  point  L  situé  sur  la  droite 

DG;  car  à  cause  de  l'égalité  des  angles  MDF,  FDE,  en  faisant  tourner  la 

figure  DHL  autour  de  la  droite  DL,  le  point  H  coïncidera  avec  le  point  M, 

puisque  DH=DM;  la  droite  HA  coïncidera  avec  la  droite  MO,  et  le  point  A 

avec  le  point  O,  puisque  MO  =  AH;  donc  les  deux  arcs  HL,  ML  seront 

i'un  sur  l'autre  ;  et  comme  le  point  L  a  tourné  sur  lui-même ,  il  s'ensuit  que 

HL=ML.  Maintenant, il  est  clair  que  HL+LM>HI -h IM,  ou  HL>HI; 

mais  HK  >  HL;  donc  à  plus  forte  raison  HK  >  III.  Il  suit  de  là  que  dans  la 

proportion  (3)  on  aura  BC  x  AH  >  FE  X  DH.  Si  donc  nous  remontons  aux 

38 
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égalités  (1),  nous  verrons  que  AB>DE;  mais  AB  est  rapolhéme  du  polygone 
qui  a  le  plus  de  côtés;  et  DE  celle  de  Tautre  ;  mais  les  contours  sont  égaux  ; 
donc  (n^.  142  )  le  premier  polygone  est  plus  grand  que  le  second. 

252.  Corollaire.  Comme  (n**.  225)  un  cercle  peut  être  regardé  comme  un 
polygone  régulier  d^une  infinité  de  côtés  infiniment  petits,  il  s^ensuit  que,  de 
toutes  les  figures  de  même  contour,  le  cercle  a  la  plus  grande  superficie. 

l5°'\    LEÇON. 


Moyens  de  mener  des  perpendiculaires,  défaire  des  angles  et  des  polygones 

égaux,  etc. 

253.  PROBLÊBiE  I.  Sur  le  milieu  d'une  droite  AB  (fig.  112)  éleçer  une  per- 
pendiculaire CD  à  cette  droite  AB. 

Par  les  extrémités  A  et  B  de  la  droite  AB,  comme  centres ,  avec  un  i-ayon 
arbitraire  plus  grand  que  la  moitié  de  la  droite  AB,  on  décrira  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  couperont  aux  points  C  et  D ,  par  lesquels  on  mènera  la  droite 
CD,  qui  sera  la  perpendiculaire  demandée.  Car  les  points  C  et  D  sont  tous 
les  deux  à  égales  distances  des  extrémités  A  et  B  de  la  droite  A  (n"*.  35*). 

254.  PROBLÈME  2.  Par  un  point  donné  D  sur  une  droite  AB  (fig.  ii3), 
on  demande  d'éleçer  une  perpendiculaire  CD  à  cette  droite  AB. 

On  prendra  les  distances  arbitraires  DE ,  DF  égales  entre  elles,  et  parles 
points  E  et  F,  comme  centres,  et  avec  un  rayon  plus  grand  que  ED,  on  dé- 
crira deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  un  point  C,  par  lequel  et  le  point 
donné  D,  on  mènera  la  droite  CD  qui  sera  la  perpendiculaire  demandée.  Car 
les  points  D  et  C  sont  à  égales  distances  des  points  E  et  F  (  n^.  35  ). 

255.  PROBLEME  3.  Par  un  point  donné  C  hors  d'une  droite  AB  (fig.  ii4)i 
on  demande  d'abaisser  une  perpendiculaire  à  la  droite  AB. 

Par  le  point  donné  C ,  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  assez  grand ,  on 
décrira  un  arc  de  cercle  AB  qui  coupera  la  droite  donnée  AB  en  deux  points 
A  et  B ,  qui  seront  à  égales  distances  du  point  C  ;  par  ces  points  A ,  B,  coiniDe 
centres,  et  avec  le  même  rayon,  on  décrira  deux  arcs  de  cercle  qui  se  cou- 
peront en  un  point  D  qui  sera  à  égales  distances  des  points  A,  B  :  la  droite 
CD  menée  par  les  points  C  et  D  sera  donc  la  perpendiculaire  demandée. 

256.  PROBLÊME  4-  P^^  l'une  B  des  extrémités  de  la  droite  AB  (fig.  ii5) 
on  demande  d' éleçer  une  perpendiculaire  BC ,  sans  prolonger  cette  droite  AB. 
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Par  un  point  D  pris  comme  on  voudra  hors  de  la  droite  AB ,  comme 
centre,  et  avec  le  rayon  DB,  on  décrira  un  arc  de  cercle ,  plus  grand  qu^une 
demi-circonfcrence ,  qui  coupera  la  droite  AB  en  un  point  A;  par  ce  point 
A  et  le  centre  D,  on  mènera  le  diamètre  AC ,  par  Textrcmitc  G  duquel  et  le 
point  donne  B  on  mènera  la  droite  BC  »  qui  sera  la  perpendiculaire  demandée. 
Car  Tangle  ABC  est  droit  »  comme  ayant  son  sommet  à  la  circonférence  et 
ses  côtés  passant  par  les  extrémités  du  diamètre  AC  (n"".  198). 

257.  PROBLÊME  5.  Par  un  point  C  donné  hors  d'une  droite  AB  (fig.  ii6) 
et  vers  son  extrémité  B,  on  demande  d'abaisser  une  perpendiculaire  à  celle 
droite  AB. 

Pour  cela ,  on  prendra  un  premier  point  D ,  arbitrairement  sur  la  droite 
AB,  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  DC  égal  à  la  distance  de  ce  point  D  au 
point  donné  C ,  on  décrira  un  arc  de  cercle  indéfini  vers  F  ;  on  prendra  un 
second  point  E ,  arbitrairement  sur  la  droite  AB ,  comme  centre ,  et  avec  le 
rayon  EC  égal  à  la  distance  de  ce  point  E  au  point  donné  C,  on  décrira  un 
second  arc  de  cercle  indéfini  vers  F ,  qui  coupera  le  premier  en  un  point  F , 
par  lequel,  et  le  point  donné  C,  on  mènera  la  droite  CF  qui  sera  la  perpendi- 
culaire demandée. 

En  effet,  si  par  les  points  C  et  F  on  mène  les  droites  CD  et  FD  au  point 
D  »  et  les  droites  CE  et  FE  au  point  E ,  on  aura  CD  =  FD ,  et  CE  =  EF , 
comme  rayons  de  mêmes  arcs  de  cercle  :  les  points  D  et  E  sont  donc  à  égales 
distances  des  extrémités  C,  F  de  la  droite  CF  ;  donc  la  droite  AB  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  CF  (n*^.  35). 

258.  Remarque.  Nous  avons  vu(n^  igS)  que  la  mesure  d'un  angle  était 
le  nombre  de  degrés  de  Tare  de  cercle  compris  entre  s^s  côtés  et  décrit  de  son 
sommet  comme  centre.  Pour  savoir  le  nombre  des  degrés  d'un  angle ,  on  se 
sert  d'un  instrument  qu'on  appelle  rapporteur,  qui  est  représenté  par  la 
figure  117,  et  qui  consiste,  comme  on  voit,  en  une  demi-circonférence 
divisée  en  180  parties  égales,  qui  sont  autant  de  degrés.  Cet  instrument  se 
fait  en  corne  ou  en  cuivre  ;  ceux  en  corne  sont  plus  commodes ,  parce  que 
la  corne  étant  transparente ,  en  posant  l'instrument  sur  le  papier ,  on  voit  les 
lignes  au  travers,  ce  qui  permet  de  mesurer  les  angles  sans  compas. 

259.  PROBLÊME  6.  Un  angle  étant  donné,  on  demande  le  nombre  des 
degrés  de  cet  angle. 

On  posera  le  rapporteur  de  corne  sur  cet  angle  ,  de  manière  que  le  centre 
de  l'instrument  soit  au  sommet  de  l'angle,  et  qu'un  côté  de  ce  dernier  coïn- 
cide avec  le  diamètre  du  rapporteur  ;  le  nombre  de  degrés  demandé  sera  celui 
auquel  l'autre  côté  de  l'angle  répondra  sous  l'instrument. 
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On  conçoit  comment,  au  moyen  du  rapporteur,  on  ferait,  sur  le  papier, 
un  angle  d'un  nombre  de  degrés  donné. 

Nous  verrons  comment  on  mesure  les  angles  sur  le  terrain. 

260.  PROBLÊME  7.  Sur  itne  droite  ah  (fig.  iiS)^  faire  ttn  angk  égal  à 
un  angle  donné  BAC  ,  sans  en  connaître  le  nombre  de  degrés. 

Par  le  point  a  qu^on  voudra  de  la  droite  ab^  comme  centre ,  et  avec  un 
rayon  arbitraire,  on  décrira  un  arc  de  cercle  bc  indéfini;  par  le  sommet  A, 
comme  centre ,  et  avec  le  même  rayon  ab ,  on  décrira  Tare  de  cercle  BC  ;  on 
fera  6^  =  BC;  par  les  points  a  et  c  on  mènera  la  droite  oc,  et  Tangle  bac 
sera  l'angle  demandé,  car  les  arcs  6c,  BC  étant  égaux  et  de  même  rayon,  les 
angles  BAC,  bac  qu^ils  mesurent  sont  égaux  (n"".  igi  ). 

261.  PROBLEME  8.  Diviser  un  angle  donné  BAC  (fig.  1 19)  en  deuœ parties 
égales  BAD,  DAC  par  une  droite  AD. 

Par  le  sommet  A,  comme  centre  »  et  avec  un  rayon  arbitraire ,  on  décrira  un 
arc  de  cercle  BC  ;  par  les  extrémités  B  et  C  de  cet  arc,  comme  centres,  et  avec 
le  même  rayon,  on  décrira  deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  un  point 
D ,  par  lequel  et  le  sommet  A ,  de  Fangle  donné ,  on  mènera  la  droite  AD,  qui 
divisera  en  deux  également  Tangle  donné  BAC. 

En  effet,  les  points  D  et  A  sont  évidemment  à  égales  distances  des  extré- 
mités de  la  corde  BC;  donc  (n"".  35)  la  droite  AD  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  corde  BC  ;  donc  cette  droite  AD  passe  par  le  milieu  de  Tare 
BC  (n^  175  )  ;  donc  (n^  191  )  les  angles  BAD,  DAC  sont  égaux. 

262.  PROBLÊME  9.  On  donne  un  angle  abc  (fig.  120)  d'un  triangle,  et  les 
deux  côtés  M ,  M  qui  comprennent  cet  angle  ;  on  demande  de  construire  k 
triangle. 

On  mènera  une  droite  AB,  quelque  part  qu^on  voudra,  qu^on  fera  égale  à 
Fun  M  des  côtés  donnés;  par  Tune  A  des  extrémités  de  la  droite  AB,  comme 
sommet,  et  sur  cette  droite  AB,  on  fera  Tangle  BAC=^bac  (n^  260);  on 
fera  le  côté  AC  =M  ;  on  joindra  les  points  B  et  C  par  la  droite  BC,  et  le 
triangle  demandé  sera  ABC  ,  ce  qui  est  évident  d'après  le  n"".  4o. 

263.  PROBLÊME  10.  On  donne  un  angle  bac  (fig.  120)  d*un  triangle,  uncôk 
M  adJcLcent  à  cet  angle ,  et  le  côté  N  opposé  à  ce  même  angle,  et  wi  dewanif 
de  construire  le  triangle. 

On  fera  un  angle  BAC=6ac,  et  le  côté  AB,  de  cet  angle  BAC,  égal  au  côté 
donné  M.  Puis,  parle  point  B,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  se- 
cond côté  donné  N,  on  décrira  un  arc  de  cercle  CD  qui  (si  le  problême  est 
possible  )  coupera  la  droite  AD  en  deux  points  C  et  D ,  ou  qui  sera  tangente 
•à  cette  droite  AD.  Si  l'arc  CD  coupe  la  droite  AD  en  deux  points  C  et  D, 
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comme  rien  n^indique  lequel  de  ces  deux  points  on  doit  préférer,'  par  le  point 
B  et  les  points  C  et  D,  on  mènera  les  droites  BC,  BD ,  ce  qui  donnera  les 
deux  triangles  ABC,  ABD,  qui  satisferont  également  à  la  question.  Pour 
savoir  lequel  de  ces  deux  triangles  il  faut  prendre,  outre  les  données  ci-dessus, 
il  faut ,  de  plus ,  qu^on  sache  si  V angle  opposé  an  côté  AB  doit  être  aigu  on 
obtus.  Si  cet  angle  doit  être  aigu,  le  triangle  demandé  sera  le  triangle  ABD, 
et  s'il  doit  être  obtus,  le  triangle  demandé  sera  le  triangle  ABC.  Dans  le  cas 
où  Tare  CD  est  tangent  à  la  droite  AD ,  il  n'y  a  qu'un  seul  triangle  qui  satis- 
fasse à  la  question ,  et  ce  triangle  unique  est  rectangle  ;  car  alors  la  droite 
BC  ou  BD  est  un  rayon  de  Tare  de  cercle,  qui  va  au  point  de  contact,  et 
est,  par  conséquent  (n''.  i83),  perpendiculaire  à  la  tangente  AD. 

a64.  PROBLEME  1 1 .  On  donne  un  côté  M  (fig.  121)  d'un  triangle,  et  les  deux 
angles  adja^ens  bac ,  edf,  et  on  demande  de  construire  le  triangle. 

On  mènera  une  droite  quelconque  AB  qu'on  fera  égale  au  côté  donné  M; 
aux  extrémités  A  et  B  de  cette  droite,  comme  sommet,  on  fera  les  angles 
BAC,  ABC  respectivement  égaux  aux  angles  donnes  bac^  edf^  et  on  aura  le 
triangle  ABC  qui  sera  le  triangle  demandé  (n®.  89). 

265.  PROBLÈME  12.  On  donne  les  trois  côtés  M,  N  ^/  P  (fig.  122)  d'un 
triangle ,  et  on  demande  de  construire  ce  triangle. 

On  observera  que,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  deux 
quelconques  des  côtés  donnés  pris  ensemble  soient  plus  grands  que  le  troi- 
sième, car  il  faut  que  le  chemin  brisé  ACB  ait  lieu. 

Pour  résoudre  le  problême,  on  mènera  une  droite  quelconque  AB,  qu'on 
fera  égale  à  un  des  côtés  donnés  M  ;  parles  extrémités  A  et  B  de  ce  côté,  comme 
centres,  et  avec  des  rayons  respectivement  égaux  aux  deux  autres  côtés  donnes 
T9  et  P,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  un  point  C,  par  le- 
quel et  les  extrémités  A  et  B  de  la  droite  AB  on  mènera  les  droites  AC ,  BC, 
qui,  avec  la  première  AB ,  formeront  le  triangle  demandé  ABC  (  n^  4^  ). 

266.  PROBLÊME  i3.  Deux  angles  d*un  triangle  étant  donnés,  trouçer  le 
troisième. 

Soient  bcLc,  def(^fig.  128)  les  deux  angles  donnés;  pour  avoir  le  troisième, 
on  mènera  une  droite  AB ,  quelconque ,  sur  laquelle  on  décrira  une  demi- 
circonférence  de  cercle,  avec  un  rayon  à  volonté  ;  par  les  sommets  des  angles 
donnés  bac,  defj  comme  centres,  et  avec  un  rayon  égal  à  celui  de  la  demi- 
circonférence,  on  décrira  les  arcs  bc,  df\  on  portera  le  premier  bc  de  A  en  D, 
et  le  second  ^  de  D  en  E  ,  sur  la  demi-circonférence  ADEB  ;  par  le  point  E 
et  le  centre  C  on  mènera  le  rayon  EG ,  et  l'angle  ECB  sera  l'angle  demandé. 
Car,  si  Ton  mène  le  rayon  DC ,  on  aura  l'angle  ACD=6â:c,  et  l'angle  DCE  = 
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def\  or,  puisque  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  égale  à  I8o^,  et 
que  les  trois  angles  ACD,  DCE  et  ECB  valent  aussi  iSo**.,  comme,  déplusses 
deux  premiers  de  ces  trois  derniers  angles  sont  les  angles  donnés,  le  troisième 
KGB  sera  nécessairement  le  troisième  angle  du  triangle. 

267.  PROBLÊME  14.  On  dorme  un  angle  abc  (fig.  124)  d^un  parallélo- 
gramme .  et  les  deuœ  côtés  M ,  N  qid  comprennent  cet  angle ,  et  on  demande  de 
construire  le  parallélogramme. 

On  fora  un  angle  BAC=aôc,  et  on  fera  les  côtés  AC,  AB  de  cet  angle, 
respectivement  égaux  aux  côtés  donnes  M,  N  ;  puis,  par  le  point  G,  comme 
centre ,  et  avec  un  rayon  égal  à  N  ou  AB,  on  décrira  un  arc  de  cercle  en  D; 
par  le  point  B  ,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  M  ou  AC,  on  dé- 
crira un  second  arc  de  cercle  en  D,  qui  coupera  le  premier  au  point  D,  par 
lequel  et  les  points  G  et  B  on  mènera  les  droites  CD,  BD,  et  on  aura  le  pa- 
rallélogramme demandé  ABDC. 

268.  PLOBLÊME  i5.  On  donne  deux  côtés coniigus  M,  N  (fig.  t25)  dm 
parallélogramme ,  et  la  diagonale  O  qui  aboutit  aux  extrémités  des  côtés 
donnas  ;  on  demande  de  construire  le  parallélogramme. 

On  mènera  une  droite  AB,  qu'on  fera  égale  au  côté  M;  par  le  point  A, 
comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  côté  donné  N,  on  décrira  un  arc  de 
cercle  en  D  ;  par  le  point  B,  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  égal  à  la  diago- 
nale donnée  O,  on  décrira  un  second  arc  en  D,  qui  coupera  le  premier  au 
point  D,  auquel  on  mènera  la  droite  AD  ;  par  ce  point  D,  comme  centre,  et 
avec  un  rayon  égal  au  côté  donné  M  ou  AB ,  on  décrira  un  arc  en  C  ;  par  le 
point  B ,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  aux  côtés  donnés  N  ou  AD, 
on  décrira  un  second  arc  en  C ,  qui  coupera  le  premier  au  point  G ,  par  lequel 
et  les  points  D  et  B  on  mènera  les  droites  DC ,  BC ,  et  on  aura  le  parallélo- 
gramme ABCD  demandé,  ce  qui  est  évident. 

269.  PROBLEME  i6.  On  dorme  une  droite  AB  (fig.  126  )  ^/  un  point  C  hcrs 
de  cette  droite  AB ,  et  on  demande  de  mener  par  le  point  C ,  tme  droite  CH  pa- 
rallèle à  la  droite  AB, 

Par  le  point  donné  C,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  arbitraire;  on  dé- 
crira un  arc  de  cercle  BD  indéfini  ;  par  le  point  B  où  Tare  DB  coupe  la  droite 
AB,  comme  centre,  et  avec  le  même  rayon,  on  décrira  Tare  de  cercle  CA; 
on  fera  BD  =  AC ,  et  par  le  point  D  et  le  point  donné  C  on  mènera  la  droite 
CD  qui  sera  parallèle  à  AB  ;  car  les  angles  alternes-internes  BCD,  CBA  sont 
égaux  (n°.  60). 

Remarque  i.  On  pourrait  résoudre  ce  même  problème  en  faisant  les 
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angles  alternes-externes  cgaux,  ouïes  angles  correspondans  égaux,  ou  enfin 
en  faisant  les  angles  intérieurs  ou  extérieurs  du  même  côté  de  la  sécante  CB 
(menée  comme  on  voudra  par  le  point  donné  G)  supplémens  Tun  de  Tautre 
(voyez  les  n***.  64, 6i  et  66), 

Remarque  2.  Sans  doute  chacun  de  ces  moyens  est  excellent  comme 
théorie ,  mais  pour  la  pratique  ils  sont  tous  beaucoup  trop  longs ,  et  on  aime 
mieux  se  servir  d'un  moyen  mécanique  »  qui  est  aussi  simple  que  précis,  et  qui 
consiste  à  faire  glisser  un  triangle  quelconque  abc  (  fîg.  127  )  le  long  d'une 
règle  AB  convenablement  placée,  ou  un  T  abcdefg  (fig.  128)  le  long  d'un 
des  bords  d'une  planche  à  dessiner  ABCD ,  qui  doit  être  un  rectangle  le  plus 
parfaitement  possible,  et  les  deux  branches  du  T  à  angle  droit,  pour  qu'on 
puisse  faire  glisser  ce  dernier  indifféremment  sur  l'un  des  quatre  bords  de  la 
planche,  et  donner  toujours  des  lignes  parallèles  ou  perpendiculaires  entre 
elles.  Cependant,  pour  mener  des^parallèles  dans  toute  sorte  de  directions,  on 
compose  quelquefob  la  courte  branche  du  T  de  deux  morceaux  de  bois  minces 
plaqués  l'un  sur  l'autre,  mais  réunis  seulement  par  un  axe  autour  duquel  l'un 
de  ces  morceaux  de  bois  peut  tourner  en  glissant  sur  l'autre  qui  reste  fixe  à 
angle  droit  sur  la  grande  branche,  ainsi  qu'on  le  voit  indiqué  dans  la 
figure  129. 

270.  phobijIme  17.  On  donne  une  fgure  plane  quelconque  abcdefghi 
(fig.  i3o)  et  on  demande  de  construire  une  autre  figure  ABCDEFGHI  qui 
soit  parfaitement  égale  à  la  première. 

On  commencera  par  mener  une  droite  quelconque  c^^  près  ou  dans  la 

figure  abcdefghi  donnée  ;  puis,  par  les  points  les  plus  remarquables  a,  6,  c,  d^ 

de  la  figure,  on  mènera  des  droites  bbf^  cd^  dd\  eé^  etc.  parallèles  entre  elles, 
mais  dans  une  direction  quelconque  par  rapport  à  la  droite  €/^(  qu'on  appelle 
directrices^  seulement,  il  faut  que  ces  parallèles  rencontrent  la  directrice 
é^^  et,  quand  rien  ne  s'y  oppose ,  il  vaut  mieux  qu'elles  soient  à  angle  droit 
sur  cette  directrice.  Cela  fait,  on  mènera,  où  l'on  voudra,  une  directrice  C'G' 
indéfinie  ;  pub  on  prendra  le  point  G'  à  volonté  sur  cette  directrice,  et  à  partir 
de  ce  point  C^  on  fera  les  distances  C'A,  C'B',  CE',  G'F',  etc.  respectivement 
égales  aux  distances  c'a,  dll^  dd^  df^  etc.;  par  les  points  G',  B',  £',  F',  etc. 
on  mènera  les  droites  C'C ,  B'D ,  E'E ,  F'F ,  etc. ,  de  manière  qu'elles  fas- 
sent, avec  la  directrice  G'G',  le  même  angle  que  les  droites  c'c,  Vd^  de^ 
f/^  etc.,  font  avec  la  directrice  d^\  ensuite,  on  fera  les  hauteurs  G'G,  B'B, 
B'D,  E'E,  F'F,  etc.,  respectivement  égales  aux  hauteurs  dc^  6'6,  6'cJ,  de, 
/y,  etc.,  et,  si  les  points  a,b,  c,  d,  etc.  sont  joints  par  des  lignes  droites, 
CD  joindra  de  même  les  points  correspondans  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  par  des 
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droites  y  et  on  aura  la  figure  ÂBCDEFGHI  qui  sera  parfaitement  égale  à  la 
figure  donnée  abcdefghi\  car,  diaprés  notre  construction,  il  est  évident  que 
si  l'on  superposait  ces  deux  figures,  elles  coïncideraient  dans  tous  leurs  points. 
Si  les  points  a,  6,  c^d^e^f^  etc.  (fig.  i3i  )  étaient  réunis  par  une  ligne 
courbe  quelconque ,  on  réunirait  de  même  les  points  A ,  B ,  C ,  D ,  £ ,  etc. , 
par  une  courbe  à  la  main ,  laquelle  serait  d^autant  plus  parfaitement  égale  à 
la  figure  donnée  abcdefghi^  qu^on  aurait  pris  qn  plus  grand  nombre  de  points 
a  ^  6,  c^dy  e  ^fj  etc. 

271.  Remarque.  On  pourrait  faire  un  polygone  ABCDEFG(fig.  42)  égal 
à  un  autre  polygone  donné  abcdefg^  en  décomposant  celui-ci  en  triangles  bcd^ 
bdcy  bef^  bfg  et  bga^  et  en  construisant,  ensuite,  une  suite  de  triangles  BCD, 
BDE ,  BEF ,  BFG  et  BGA,  respectivement  égaux  aux  premiers  :  il  est  clair 
(n^96)  que  l'ensemble  des  triangles  BCD,  BDE,  etc.  formerait  un  po- 
lygone ABCDEFG  qui  serait  parfaitement  égal  au  polygone  donné  abcdejg. 

272.  PROBLÊME  18.  On  demande  1^.  le  nombre  des  degrés  de  la  somme  des 
angles  intérieurs  d'un  polygone  quelconque  dont  on  connaît  le  nombre  d^s  côtés, 
2°.  le  nombre  des  degrés  de  chaque  angle  intérieur  des  polygones  réguliers  les 
plus  fréquemment  employés  dans  les  arts. 

Nous  avons  vu  (n''.  10 1)  que  si  n  désigne  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone 
quelconque ,  la  somme  des  angles  intérieurs  était  égale  à  autant  de  fois  a 
angles  droits  qu'il  y  avait  d'unités  dans  n —  2;  mais  deux  angles  droits  valent 
180**.;  le  nombre  des  degrés  de  la  somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone 
quelconque  sera  donc  égal  à  i8o"*  X  (»  —  2). 

i**.  Supposons  que  /i=5,  c'est-à-dire,  que  le  polygone  soit  un  pentagone; 
la  somme  demandée  sera  dans  ce  cas  i8o^x(5  —  2)=z=:I8o^x3=54o^Si 
le  pentagone  est  régulier,  les  cinq  angles  seront  égaux  entre  eux,  et  chacun 
d'eux  sera  le  5°^  de  leur  somme  54o°.;  on  aura  donc  pour  l'un  de  ces  angles 


2**.  Supposons  que /z  =  6,  c'est-à-dire,  que  ce  polygone  soit  un  exagonc; 
on  aura  pour  la  somme  des  6  angles  180''.  x  (6  —  2)==  i8o^  X  4  =  720*. 

Si  donc  Fcxagone  est  régulier,  chacun  de  ses  angles  égalera   ^  =  lao*. 

3^  Supposons  que  /2  =  8,  c'est-à-dire,  que  le  polygone  soit  un  octogone; 
on  aura  pour  la  somme  des  8  angles  180*".  X  (8  —  2)=  180°.  X  6  =  io8o". 

Si  donc  l'octogone  est  régulier,  chacun  de  ses  angles  égalera ^ — ^=i35". 

Ces  trois  exemples  suffisent  pour  indiquer  la  marche  à.suivre  pour  avoir 
la  mesure  des  angles  intérieurs  de  tous  les  polygones  qu'on  voudra. 
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273.  Remarque.  En  ne  considérant  qu^un  angle  intérieur  des  polygones 
réguliers,  on  remarquera  que  cet  angle  augmente  à  mesure  que  le  nombre 
les  côtes  des  polygones  augmente  aussi;  car  pour  le  triangle  cquilatéral ,  cet 
mglc  est  de  60^. ,  pour  le  carre  de  90®.,  pour  le  pentagone  de  108^. ,  pour  Toc- 
Logone  de  I35^,  clc.  Cet  angle  s^approche  donc  de  plus  en  plus  de  I8o^àme- 
lure  que  le  nombre  des  côtes  du  polygone  augmente;  si  donc  le  nombre  des 
:ôtcs  est  extrêmement  grand,  cet  angle  sera  extrêmement  près  de  180^.,  et 
ïnfin  il  sera  égal  à  180^.  quand  le  nombre  des  côtés  du  polygone  sera  infini. 

274*  PEOBLEME  xg.  On  demande  le  nombre  des  degrés  de  lun  des  angles 
extérieurs  d'un  polygone  régulier. 

Nous  avons  vu  (n^  106)  que  la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  d'un 
polygone  quelconque  était  constamment  égale  à  4  angles  droits,  et  par  con- 
séquent à  SSo"".  D'où  il  suit  que,  chaque  angle  extérieur  i"".  du  triangle  équi- 

latéral  est  égal  à    '      ■'   =  120".  ;  2*.  du  carré,  est  égal  à  -^--r-^=go;3**.du 

pentagone  — ^  =  72*.  ;    4*-  ^^  Icxagone  — ^—  =  Go"*. ;  5®.  de  Toctogone 

Qg_0  ^  O  ^ 

— — 1-;=  45®.  ;  etc.  Il  est  nécessaire  de  garder  ces  nombres  de  degrés  dans  la 

mémoire,  ainsi  que  ceux  du  numéro  précédent,  parce  quUls  se  présentent 
souvent  dans  la  pratique. 
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Moyens  de  trouçer  des  droites  proportionnelles  à  des  droites  données ,  de 
dmser  des  droites  données  dans  des  rapports  donnés,  défaire  des  échelles, 
et  des  polygones  semblables. 

275.  PROBLEME  20.  On  demande  une  quatrième  proportionnelle  à  trois 
drmtes  données  M,  N  £?/  O  (fig.  i32  )  de  manière  qu'on  aitMlH  llO  las,  of 
âani  la  quatrième  droite  demandée. 

On  formera  un  angle  quelconque  BAC  (fig.  i32);  on  fera  le  côté  AB=M , 

le  côté  AC=N,  et  on  mènera  la  droite  BG  ;  ensuite,  on  fera  AD=0,  et  par 

le  point  D  on  mènera  la  droite  DE  parallèle  à  BC ,  et  AE  =  x  ;  car,  d'après 

cette  construction  et  le  théorème  56,  on  a  nécessairement  AB  ou  M  i  AC  ou 

N  :  AD  ou  O  :  AE;  donc  AE=a7. 

276.  PROBLÊME  21.  On  demande  une  troisième  proportionnelle  à  deux 
droites  données  M ,  N  (fig.  i33  ) ,  c/e  manière  qu'on  a/V  M  ;  N  :  :  N  î  ^. 

Premier  procédé.  On  fera  un  angle  quelconque  BAC;  on  fera  le  côté 
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AB  =  M,  le  côlé  AC=N,  et  on  mènera  la  droite  BC;  on  fera  ensuile 
AD=N=AC,  et  par  le  point  D  on  mènera  la  droite  DE  parallèle  à  BG  ; 
et  AE  sera  la  troisième  proportionnelle  demandée.  En  effet,  par  construc- 
tion, et  d'après  le  n^  82 ,  on  a  AB  ou  M  ;  AG  ou  N  :  :  AD  ou  N  :  A£; 
donc  AE  =  X. 

Second  procédé.  On  mènera  une  droite  indéfini  AB  (fig.  i3/f  ),  à  laquelle 
on  élèvera  la  perpendiculaire  BC  en  un  point  quelconque  B  (n^  254);  ^^ 
fera  BA  =  M,  et  BC=N;  on  joindra  les  points  A  et  C  par  la  droite  AC,au 
milieu  de  laquelle  on  mènera  la  perpendiculaire  DE  (n^253)  qui  rencon- 
trera la  droite  AB  en  un  point  E,  par  lequel,  comme  centre,  et  avec  le 
rayon  EA,  on  décrira  une  demi-circonférence  ADCF  qui  passera  par  le  point 
C  «  et  la  distance  BF  sera  la  troisième  proportionnelle  demandée  ;  car  (n"".  206) 

AB  ou  M  :  BC  ou  N  :  :  BC  :  bf. 

277.  PROBLÊME  22.  On  dernandc  wic  TTioyenne  proportiouTielle  entre  dewc 
droites  données  M,  N  (fig.  i35  ). 

Premier  procédé.  On  mènera  une  droite  AB  quelconque,  sur  laquelle 
on  fera  les  distances  AD,  DB  respectivement  égales  aux  droites  données 
M,  N;  sur  la  somme  AB  de  ces  deux  droites,  comme  diamètre,  on  décrira 
une  demi-circonférence  de  cercle  ACB  ;  par  le  point  D ,  où  les  deux  droites 
données  AD  ,  DB  se  joignent,  on  élèvera  une  perpendiculaire  DC  à  la  droite 
AB ,  et  cette  perpendiculaire  DC  sera  la  moyenne  proportionnelle  demandée; 
car  (n^  206)  on  a  AD  ou  M  :  DC  :  :  DC  :  DB  ou  N. 

Second  procédé.  On  décrira  une  demi-circonférence  ADB  (fig.  i36)  sur 
un  diamètre  AB  égal  à  la  plus  grande  droite  donnée  M  ;  on  fera  AC  =Ni 
par  le  point  C  on  élèvera  la  droite  CD  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  et 
on  joindra  les  points  A  et  D  par  la  droite  AD,  qui  sera  la  moyenne  propor- 
tionnelle demandée. 

Car  si  Ton  mène  la  corde  BD ,  le  triangle  ADB  sera  rectangle,  et  la  droite 
DC  sera  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit  sur  Thypo- 
thénuse,  donc  (n^  i5i)  on  aura  AB  ou  M  I  AD II  AD  ;  AC  ou  N. 

278.  PROBLEME  23.  On  demande  de  diçiser  la  droite  AB  (fig.  137)  en  deux 
parties  AD,  DB,  telles  que  Ion  ail  AB  :  AD  :  :  AD  :  DB,  ou,  en  dautrts 
termes ,  on  demande  de  diviser  la  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison* 
(  Voyez  alg.,  n*.  257  ). 

Par  Tcxtrémité  B  de  la  droite  donnée  AB,  on  élèvera  une  perpendiculaire 
BC,  que  Ton  fera  égale  à  la  moitié  de  AB;  par  le  point  C,  comme  centre* 
et  avec  le  rayon  CB,  on  décrira  une  circonférence  de  cercle;  par  Tautrc  ex* 
trémité  A  de  la  droite  AB ,  et  le  centre  C ,  on  mènera  la  droite  AC ,  qui  cou^ 
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circonférence  de  cercle  au  point  E  ;  on  fera  la  distance  AD  =  AE ,  et 
it  D  divisera  la  droite  donnée  AB  en  deux  parties  qui  donneront 
fcD  ;  :  AD  ;  DB ,  comme  l'état  de  la  question  Tcxigc. 
effet,  on  a  (n".  209  )  AF  ;  AB  ;  :  AB  ;  AE  ou  AB  ;  AF  ;  ;  AE  ;  AB. 
m  a  aussi  AB:  AF  — AB;;  AE  :  AB  — AE.  Or,  AB=EF,  puisque 
E>nBC=— ;  donc  AF  —  AB  =  AE  ;  et  puisque  AD  =  AE, 
.  AE  =  AB  —  AD  =  DB  ;  donc  AB  :  AD  :  :  AD  :  DB. 
■t  Corollaire.  Puisqu'on  a  AF  ;  .\B  ;  ;  AB  ;  AE ,  en  rabattant  les  lon- 
AF,  AE  sur  la  droite  AB,  prolongée,  de  manière  que  AG  =  AF  et 
t  AE,  on  aura  AG  ;  AB  ;  ;  AB  ;  AD.  Celte  construction  pourrait  donc 
à  résoudre  ce  problème  :  on  donne  une  droite  AB,  cl  ondeniandu  deux 
Yi  eid,  sur  ccUe  droite  ou  son  prolongement,  tels  que  la  droite  donnée 
fyenne  proportionnelle  entre  les  distances  AG  cl  AD. 

PBOBLÈME  24.  Diviser  la  droite  AE^iJg.  i38),  en  un  certain  nomère 
es  égales,  en  7 ,  par  exemple. 
^  l'une  A  des  extrémités  de  la  droite  donnée  AB  (  fig.  i38),  on  mènera 
!Oilc  AC  c]ui  fasse  un  angle  quelconque  avec  A  B  ;  à  partir  du  point  A  , 
rtera  7  ouvertures  de  compas  égales  entre  elles  sur  la  droite  AC  ;  par  le 
oint  C  et  rcxtrémilé  B  de  la  droite  AB  on  mènera  la  droite  BC  ,  à  la- 
,  et  par  les  points  1 ,  2,  3,  4i  ^  et  6,  on  mènera  les  parallèles  i  t,  a  2  , 
4,55  et  6  B,  et  la  droite  AB  sera  divisée  en  7  parties  égales  aux  points 
3,  4)  ^  c^  6.  Cette  solution  est  une  suite  immédiate  du  n°.  80. 

PBOBLÈME  2.5.  Di'a'ser  une  droite  donnée  AB  {îig.  iZçj) en  trois  parties 

jient  entre  elles  comme  les  droites  M ,  N  (?/  O. 

l'une  A  des  extrémités  de  la  droite  AB,  on  mènera  une  droite  AC  ;  à 

du  point  A,  on  portera  sur  la  droite  AC,  les  droites  données  M,  N  et 

unes  à  la  suite  des  autres ,  ce  qui  donnera  les  points  D ,  E  et  C  ;  on 

1  le  point  C  avec  la  seconde  extrémité  B  de  la  droite  AB  par  la  droite 

par  les  points  D  et  E  on  mènera  les  droites  DF,  EG  parallèles  à  CB, 

lies  viendront  rencontrer  la  droite  AB  aux  points  F  et  G,  de  manière 

jLDou  M:  DE  ou  N  ;  EC  ou  O  ;;  AF  ;  FG  ;  GB.  (Voyez  n».83). 

I2,  PROBLÈME  26.  Deux  droites  AB,  CD(fig.  i  lio)  tendent  à  se  rencontrer 

point  B;  des  points  E,  F,..,,  sont  donnés  d'une  manière  quelconque 

\u  droite  \C  qui  rencontre  les  droites  données  KB ,  CD  ;  om^eut  par  les 

B,  F,...,  mener  des  droites  EG  ,  Fil,...,  qui  tendent  toutes  vers  le 

point  R  que  les  droites   AB ,  CD ,  et  on  suppose  que  le  point  R  soit 

ceessiùle. 
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Si  Ton  supposait  le  problème  résolu,  et  que  la  droite  BD  fût  parallèle  a 
AC  ,  on  aurait  (n\  83)  AE  :  EF  :  FC  :  :  BG  :  GH  :  HD;  si  donc  on  mène 
la  droite  BD  parallèle  à  AC,  et  à  une  distance  quelconque  de  AC,  et  que  ron 
divise  celle  BD  de  la  même  manière  que  les  points  E ,  F  ,.••  9  divisent  la  droite 
AC,  ce  qui  revient  au  problème  précédent ,  on  aura  les  points  G,  H,...,  par 
lesquels  et  les  points  correspondans  E,  F,...,  on  mènera  les  droites  EG, 
FH,..M  qui»  prolongées,  passeront  toutes  par  le  point  R. 

283.  PKOBLÊME  27.  On  demande  de  diçiser  la  droite  AB  (fig.  i4i),  en 
trois  parties  qui  soient  entre  elles  comme  les  carrés  des  droites  données  M ,  N 
etO. 

Sur  une  droite  ab^  plus  grande  que  la  plus  grande  droite  donnée  M,  comme 
diamètre,  on  décrira  une  demi-circonférence  de  cercle  acb]  on  fera  les  cordes 
acy  ad^  aCj  respectivement  égales  aux  droites  données  M,  N,  O  ;  par  les  points 
c,  ci,  e  on  abaissera  les  droites  ch^  dg^  ç/*  perpendiculaires  sur  le  diamètre  a£, 
et  on  aura  {acj  \  (ady  l  {ciej \\ah\agl  a/...(i).  Car  si  Ton  mène  les  cordes 
bcj  bdet  bcy  on  aura  les  triangles  rectangles  acb,  adb  et  aebj  qui  donneront 
(n^  tS^)  Çacy=iahXaby  (ady=:agXaby  et  (ae)"  =  o/'xaô  ;  doncla 
proposition  (i)  ci-dessus  est  vraie.  Si  donc  nous  divisons  la  droite  donnée 
AB  dans  le  rapport  des  droites  ahyOget  af^  cette  droite  AB  sera  divisée  en 
trois  parties  qui  seront  entre  elles  comme  les  carrés  des  droites  données  M, 
N  et  O.  Ainsi  il  ne  reste  donc  plus  (n".  281  )  qu'à  mener  par  le  point  A  une 
droite  quelconque  AC  ;  à  porter  les  longueurs  àh^  ag  et  o/'les  unes  au  bout 
des  autres,  de  A  en  D,  de  D  en  F  et  de  F  en  G;  à  joindre  les  points  C  etB 
par  la  droite  CB ,  et  à  mener  par  les  points  F,  D  des  droites  FH,  DI  pa- 
rallèles à  BC,  et  le  problème  sera  résolu;  de  sorte  qu'on  aura 

AIMHlHBirRTrN'rO'. 

284*  Remarque.  On  pourrait  demander  de  partager  la  droite  hJà  en  deux 
parties  qui  fussent  entre  elles  comme  les  carrés  des  moyennes  proportionnelles 
entre  les  droites  données  M,  N ,  e/  N,  O. 

Pour  résoudre  ce  problème,  après  avoir  obtenu  les  moyennes  proportion* 
nelles  entre  M,  N,  et  N,  O  (n*.  277),  on  les  regardera  comme  des  droites 
données,  et  la  question  se  réduira  à  diviser  la  droite  AB  en  deux  parties  qui 
soient  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  moyennes  proportionnelles,  et  on 
la  résoudra  comme  il  vient  d'être  dit. 

285.  DÉFINITION.  On  appelle  écJielle  une  ligne  droite  d'une  longueur  quel- 
conque qui  est  divisée  de  la  même  manière  que  Tunité  linéaire  que  Ton  a 
adoptée  parmi  toutes  celles  qui  sont  en  usage.  Les  parties  de  Téchelle  prennent 
les  mêmes  noms  que  les  subdivisions  de  Tunité  dont  il  s'agit. 
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pnsi ,  par  exemple ,  s'il  s'agit  de  la  toise ,  et  que  la  longueur  arlûtraire  de 
Iroîle  AB  (fig.  142)  soit  l'cchclle  d'une  toise ,  le  6"'.  de  AB  sera  celle  d'un 
pied;  le  12°°.  de  AC  (qui  est  un  pied  de  réclicllt)  sera  celle  d'un  pouce,  clc. 
S'il  élait  question  do  mclre,  et  que  la  droite  AB  (  fig.  i4S)  rcpréscnl;U  le 
mètre,  le  10°".  de  AB  représenterait  le  décimètre,  le  10"".  de  AC  (qui  est  un 
décimètre)  rcprésonteraîL  le  centimètre,  etc.  Suivant  le  besoin  on  fait  les 
échelles  d'une  ou  de  plusieurs  toises,  d'un  ou  de  plusieurs  mètres. 

Une  échelle  est  quelquefois  une  certaine  longueur  arbitraire  ou  dépendante 
de  quelque  condition,  qui  est  divisée  et  subdivisée  d'une  manière  quelconque, 
et  qui  n'a  aucune  relation  déterminée  avec  les  mesures  ordinaires  de  lon- 
gueur. A  proportion  que  nous  avancerons,  nous  verrons  l'usage  que  l'on  fait 
dcsccbcUes  dans  les  arts.  Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  dire 
qu'on  ne  saurait  apporter  trop  de  soin  à  les  faire  avec  précision. 

Lorsque  les  parties  principales  d'une  échelle  sont  petites,  et  qu'il  faut  les 
subdiviser  en  un  grand  nombre  de  parties  égales ,  on  peut  s'y  prendre  de  la 
manière  suivante,  pour  que  chaque  subdivision  soit  appréciable. 

Supposonsqu'on  veuille  diviser  la  longueur  AB  (fig.  i44)cn  10  parties  égales; 
par  les  extrémités  A  et  B  de  la  droite  AB,  on  élèvera ,  à  cette  dernière,  lesper- 
pendiculaircs  AC,  BI)  ;  on  prcndi'a  une  ouverture  de  compas  h  volonté,  qu'on 
portera  10  fois  sur  chacune  des  droites  AC,  BD,  à  partir  des  points  A  et  B; 
parles  points  i ,  2,  3,  etc.  on  mènera  des  droites  qui  seront  parallèles  à  AB, 
cl  par  les  points  B  et  G  on  mènera  la  diagonale  BC,  qui  coupera  toutes  lo-s 
(laralièlesà  AB  aux  points  a,  6,c,  «i,  e,/,g,  h  et  i,  de  manière  que  la  dis- 
tance la  du  point  a  à  la  droite  BD  sera  le  lo"'.  de  AB;  2b,  les  deux  10"".  de 
AB,  3f,  les  trois  10"". ,  etc.  Cela  est  assez  évident  d'après  ce  qui  précède, 
|iour  n'avoir  pas  besoin  d'être  démontré. 

266.  PROBi^ME  28.  On  demande  de  faire  un  triangle  abc  semblable  au 
triangle  ABC  (fig.  i45),  sur  une  droite  donnée  ah,  quidoitélre  le  côtéhomo' 
ijfue  au  côté  AB. 

remier  procédé.  Sur  la  droite  donnée  ai,  et  i  chacune  de  ses  extrémités, 
nme  sommet ,  on  fera  les  angles  cab ,  abc  respectivement  égaux  aux  angle» 
B,  ABC,  et  on  aura  le  triangle  abc  semblable  au  triangle  donné  ABC, 
■  ces  deux  triangles  ont  les  trois  angles  égaux,  chacun  h  chacun  (n*.  90). 

■.ond  procédé,  i".  On  cherchera  une  quatrième  proportionnelle  entre 
i,  AB  et  AC  (n*.  275),  c'est-à-dire  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
ai  :  AB::  AC  :  x,  et  a;=ac;  2°.  on  cherchera  une  autre  quatrième  propor- 
lioancUc  entre  «6,  AB  et  BC ,  c'est-à-dire  le  quatrième  terme  de  la  propor- 
tion au  ;  AB::  hC  '.  y ,  cl  y  =  bc  :  on  aura  donc.de  cette  manière,  les  trois 
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côtes  d^un  triangle  abc ^  on  pourra  donc  construire  ce  triangle (n*.  265). Mais 
les  côtes  de  ce  triangle  abc  sont  proportionnels  à  ceux  du  triangle  donne 
ABC;  donc  (n^.  gi)  ce  triangle  abc  est  semblable  à  ABC. 

Troisième  procédé.  Supposons  que  les  droites  DE,  de  soient  deux  échelles 
proportionnelles  aux  côtés  donnés  AB,  ab  des  triangles  ABC,'  abcy  et  qu^elles 
soien  t  toutes  les  deux  divisées  en  un  même  nombre  de  parties égales;aTecréchelle 
DE  on  mesurera  lecôtéAC^etTon  prendra,  pour  rayon,  autant  de  parties  de 
l'cchelle  de,  que  le  côte  AC  contiendra  de  parties  de  Técl^elle  DE,  et  parle 
point  a,  comme  centre,  on  décrira  un  arc  de  cercle  en  r;  on  mesurera  BC 
avec  réchelle  DE ,  et  on  prendra,  pour  rayon,  autant  de  parties  de  Péchelle 
de,  que  le  côté  BC  contiendra  de  parties  de  Téchelle  DE,  et  par  le  pointa, 
comme  centre,  on  décrira  un  arc  de  cercle  en  c,  qui  coupera  le  premier  au 
point  c,  par  lequel  et  les  points  a  et  6  on  mènera  les  droites  <ra,  çb,  et  le 
triangle  abc  sera  semblable  à  ABC,  car  ces  deux  triangles  ont  visiblement  les 
côtés  homologues  proportionnels,  puisquUls  sont  dans  le  rapport  des  deux 
échelle>s. 

287.  PROBLÊME  29.  Faire  an  polygone  semblable  à  an  polygone  donné 
ABCDEFGH  (fig.  146),  sur  une  droite  donnée  ab,  comme  deçant  être  le  céHi 
homologue  â  AB. 

Premier  procédé.  Puisque  (n".  99)  deux  polygones  sont  semblables  quand 
ils  sont  composés  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables,  chacun  à  cha- 
cun, et  semblablement  disposés,  on  voit  de  suite  qu'en  faisant  le  triangle 
oé/'sembable  au  triangle  ABF  (en  employant  Tun  des  procédés  du  numéro 
précédent  ) ,  les  triangles  bfe ,  afg ,  respectivement  semblables  aux  triangles 
BFE  ,  AFG;  les  triangles /^i?^^,  û^A,  respectivement  semblables  aux  triangles 
BED,  AGH,  et  enfin,  le  triangle  bcd,  semblable  au  triangle  BCD,  on  aura 
le  polygone  abcdefgh  semblable  au  polygone  donné  ABCDEFGH. 

Second  procédé.  Supposons  deux  échelles  MN,77i/i  (fig.  147)»  propor- 
tionnelles aux  côtés  homologues  AB,  ab,  ou  supposons  qu'au  lieu  de  donner 
un  côté  ab  du  polygone  demandé,  on  donne  les  deux  échelles  MN ,  i7iii;on 
prendra  une  directrice  H'D',  Nd\  comme  on  voudra  pour  chaque  figure;  par 
les  points  les  plus  remarquables  du  polygone  donné,  on  abaissera  des  per- 
pendiculaires sur  la  directrice  H'D';  sur  la  directrice  h'(ï  on  marquera  des 
points  h\  d,^,  V,  etc.  dont  les  dislances  haf,  hl^,  hlV,  etc.,  contiennent 
autant  de  parties  de  l'échelle  mn,  que  les  distances  homologues  H' A',  H'G', 
H'F',  etc.  contiennent  des  parties  de  l'échelle  MN.  Puis,  par  les  points  K,  d, 
g',  b',  etc.,  on  élèvera  les  droites  hh,  da,  g^g,  b'b,  etc.  perpendiculaires  à  la 
directrice  h'd'\  on  fera  ces  perpendiculaires  respectivement  proportionnelles 
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aux  homologues  H'H,  A'A,  G'G,  etc.,  au  moyen  des  e'chelles  MN,  mn  ,  ou 
aulremenl,  et  on  aura  de  cette  manière  tous  les  points  remarquables  de  la 
figure  demandée  abcâf/gh.  Je  laisse  au  lecteur  le  plaisir  de  dc'monlrer  lui- 
même  ia  similitude  de  ces  deux  figures. 


l5°".    LEÇON. 

Problèmes  sur  la  Transformation  des  Figures  planes. 

388.  PROBLÊME  3o.  Transformer  un  polygone  quelcoTiffue  ARCDE  (ÛB.  ii8) 
en  un  triangle  équivalent  donl  le  sommet  soit  au  point  D. 

Par  le  point  D  on  mènera  la  diagonale  DA  ;  par  le  point  E,  on  mènera  la 

ilroilc  EF,  parallèle  à  la  diagonale  DA,  qui  rencontrera  le  côté  BA,  prolongé, 

ao  point  F;  par  les  points  D  et  F  on  mènera  ta  droite  DF,  et  on  aura  ]c 

triangle  ADF  qui  sera  équivalent  au  triangle  ADE,  car  ces  deux  triangles  ont 

la  même  base  AD ,  et  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  E  et  F  sont 

iur  une  même  droite  EF  parallèle  à  AD  ;  donc  ces  deux  triangles  sont  équi- 

wlens  Cn°.  127  );  on  pourra  donc  prendre  le  triangle  ADF  à  la  place  de  ADE 

uns  changer  la  superficie  du  polygone  donné,  lequel  deviendra  FBCD,  et 

mn  un  côlé  de  moins.  Cela  fait,  on  mènera  la  diagonale  DB;  par  le  point 

C  on  mènera,  à  cette  diagonale  DB,  la  parallèle  CG,  qui  rencontrera  en  G 

Iccùté  AB,  prolongé;  parce  point  G  et  le  point  D  on  mènera  la  droite  DG, 

don  aura  le  triangle  BDG  qui  sera  e'quivalent  au  triangle  BDC ,  comme 

«Tant  même  base  BD,  et  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  C  et  G  sont 

lurunc  même  droite  CG  parallèle  à  leur  base  :  on  pourra  donc  prendre  le 

triangle  BDG  au  lieu  du  triangle  BDC  ,  sans  altérer  la  superficie  du  polygone 

donné,  lequel  deviendra  enfin  le  triangle  FDG,  qui  sera  celui  qu'on  demandait. 

On  conçoit  que  si  le  polygone  donné  avait  un  plus  grand  nombre  de  côtés, 

tn  suivant  la  même  marche ,  on  arriverait,  de  proche  en  proche ,  au  triangle 

dc'inaQdé. 

a%.  Remarque.  Sile  polygone  donné  était  ABCDEFGH(fig.  149), avant 
de  chercher  à  te  transformer  en  un  triangle  équivalent,  il  faudrait  faire  dis- 
paraître ses  angles  rentrans  de  la  manière  qui  suit  : 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  faire  disparaître  l'angle  rentrant  GFE  ; 
pour  cela,  on  mènera  la  diagonale  GE,  qui  introduira  le  triangle  GFE  dans 
;one;  pour  que  ce  dernier  ne  change  pas  de  superficie,  il  faudra  en 
icher  un  triangle  équivalent  à  celui  GFE  qu'on  y  a  introduit;  menons 
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donc  9  par  le  point  F ,  la  droite  FI  parallèle  à  la  diagonale  EG,  et  par  le  point 
I,  où  la  droite  FI  rencontre  un  côte  GH  contigu  à  la  diagonale  GE,  et  le 
point  E,  menons  la  droite  £1^  qui  donnera  le  triangle  GEI  équivalent  au 
triangle  introduit  GËF  :  à  la  place  de  ce  dernier  on  pourra  donc,  du  poly- 
gone GEDCBAHy  supprimer  le  triangle  GFI,  et  le  polygone  donné  deviendra 
lEDCBAII,  sans  avoir  changé  de  superficie,  et  aura  perdu  Tangle  rentrant 
GFE.  Pour  faire  disparaître  Tangle  rentrant  ABC,  si  la  droite  ab^  menée  par 
le  point  B  parallèlement  à  la  diagonale  AG,  rencontre  Tun  ou  Tautre  des  côtes 
CD,  AH,  adjacens  à  la  diagonale  AC ,  on  opérera  comme  il  vient  d^étre  dit; 
mais  comme  cette  droite  ab  ne  rencontre  aucun  de  ces  côtés  adjacens  à  la  dia- 
gonale AC,  on  s^y  prendra  de  la  manière  suivante  :  par  Tun  D  ou  H  des  som- 
mets les  plus  voisins  des  points  C  et  A,  on  mènera  la  droite  BH,  à  laquelle, 
par  le  point  A,  on  mènera  la  parallèle  Aci,  et  on  aura  introduit  en  excès 
le  triangle  ABJ  dans  le  polygone  donne.  Mais  si  Ton  mène  la  diago- 
nale c/H,  on  aura  le  triangle  AJH  qui  sera  équivalent  au  triangle  introduit 
AJB;  on  pourra  donc  retrancher  le  triangle  KdG.  au  lieu  du  triangle  Kd&^  et 
on  aura  le  polygone  ^JCDEI  au  lieu  du  polygone  donné.  Il  nous  reste  encore 
un  angle  rentrant  lUC  à  la  place  de  celui  ABC  que  nous  avions,  mais  qui 
s^enfonce  moins  que  le  premier.  S'il  s'enfonce  encore  trop,  nous  opérerons 
encore  comme  nous  venons  de  le  faire;  et  s'il  y  a  lieu,  nous  rcffacerons 
comme  nous  avons  effacé  le  premier  GFE. 

2go.  PROBLEME  3i.  Oïl  donne  un  triangle  ABC  (Bg.  i5o),  et  on  ved 
transporter  le  sommet  C  de  ce  triangle  en  un  point  donné  D ,  de  sorte  que  k 
triangle  ABC  soit  changé  en  un  autre  équiçaleni,  qui  ait  une  plus  grande  hait 
ieur,  et  la  base  sur  celle  du  triangle  donné  ABC. 

Par  le  point  donné  D,  menons  les  droites  DA,  DB  aux  extrémités  de  la 
base  AB  du  triangle  donné;  nous  aurons  le  triangle  ADB  dont  la  surface  sera 
plus  grande  que  celle  du  triangle  donné,  puisque  le  point  D,  par  rapporta 
h  base  AB,  est  au-dessus  du  point  C.  Pour  savoir  de  combien  ces  deux 
triangles  diffèrent,  par  le  point  C,  menons  la  droite  CE  parallèle  à  AB;  elle 
rencontrera  la  droite  AD  en  un  point  E,  par  lequel  et  le  point  B  si  nous  me 
nons  la  droite  EB,  nous  aurons  le  triangle  AEB  équivalent  au  triangle  donné 
ABC;  le  triangle  ADB  est  donc  plus  grand  qu'il  ne  faut  de  tout  le  triangle 
BED  ;  en  conséquence,  menons  par  le  point  E  une  droite  EF  parallèle  à  BD, 
et  par  le  point  F ,  où  la  droite  EF  rencontre  la  base  AB  ,  et  le  point  D ,  me- 
nons la  droite  FD,  et  le  triangle  BFD  sera  équivalent  au  triangle  BED; si 
donc  du  triangle  ADB  nous  retranchons  le  triangle  BFD,  il  nous  restera  le 
triangle  ADF  qui  sera  le  triangle  demandé. 
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291.  PROBLÈME  32.  On  donne  encore  un  triangle  ÂBC  (fig.  i5i)  et  on 
veut  transporter  le  sommet  de  ce  triangle  en  un  point  donne'  D ,  de  sorte 
que  le  triangle  ABC  soit  changé  en  un  autre  équiçalent,  mais  qid  ait  une  hau- 
teur  moindre,  et  la  base  sur  celle  Ah  du  triangle  donne  ABC. 

Par  le  point  donne  D,  on  mènera,  comme  dans  le  problème  précédent, 
les  droites  DA,  DB  aux  extrémités  de  la  base  AB  du  triangle  ABC,  et  on 
aura  le  triangle  ADB  qui  sera  trop  petit,  puisqu'il  a  une  hauteur  moindre 
que  celle  du  triangle  donné  ABC.  Pour  savoir  de  combien  le  triangle  ADB 
est  trop  petit,  on  prolongera  le  côté  AD  jusqu^^  ce  qu'il  rencontre  en  E  la 
droite  CE  parallèle  à  la  base  AB;  par  les  points  E  et  B,  on  mènera  la 
droite  £B,  et  le  triangle  BDE  sera  ce  qui  manque  au  triangle  ABD  pour  être 
équivalent  à  ABC.  Mais  si  par  le  point  E  on  mène  la  droite  EF  parallèle  à 
DB,  et  par  les  points  D  et  F  la  droite  DF,  on  aura  le  triangle  BDF  équi- 
valent à  BDE,  comme  ayant  même  base  et  même  hauteur;  donc,  si  au 
triangle  ABD  on  ajoute  le  triangle  BDF ,  on  aura  le  triangle  ADF  qui  sera 
équivalent  au  triangle  donné  ABC. 

292.  Corollaire  i.  Les  deux  problèmes  précédens  peuvent  donc  servir  à 

élever  ou  à  abaisser  le  sommet  d'un  triangle  autant  qu'on  voudra,  sans  changer 

la  superficie  de  ce  triangle;  on  pourra  donc  mettre  plusieurs  triangles  à  la 

même  hauteur;  ce  qui  peut  servir  à  faire  un  triangle  égal  à  la  somme  de  plu- 

aeurs  triangles  donnés  comme  on  voudra,  ou  égal  à  la  différence  de  deux 

triangles  quelconques.  Car  dès  que  les  triangles  donnés  seront  soumis  à  la 

même  hauteur,  on  n'aura  qu'à  construire  un  triangle  de  même  hauteur,  et 

d'une  base  égale  à  la  somme  des  bases  de  ces  triangles,   ou  à  la  différence 

des  bases  des  deux  triangles  dont  on  voudra  avoir  la  différence. 

29.^.  Corollaire  2.  Comme  on  peut  transformer  un  polygone  en  un  triangle 
équivalent,  il  suit,  de  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  faire  la  somme  de  plu- 
ûenrs  polygones  donnés  quelconques,  ou  la  différence  de  deux  polygones 
aussi  quelconques. 

294.  PROBLÈME  33.  On  donne  un  rectangle  ABCD  (fig.  i52),  et  la  base 
obd'un  autre  rectangle  abcd  équiçalent  au  premier;  on  demande  la  hauteur 
de  ce  second  rectangle. 

Appelons  x  la  hauteur  demandée  ;  la  superficie  du  rectangle  abcd  sera 

(n*.  i32  )  a;  X  a6,  et  celle  du  rectangle  donné  ABCD  sera  AB  x  AD;  mais 

ces  deux  rectangles  doivent  être  équivalens;  on  aura  donc  â;x^^==ABxAD, 

d'où  ab  :  AB  •  :  AD  :  rr;  de  sorte  que  la  hauteur  cul  du  rectangle  demandé 

obcd  sera  une  quatrième  proportionnelle  à  la  base  ab  du  même  rectangle,  à 

h  base  AB  et  à  la  hauteur  AD  du  rectangle  donné  ABCD.  Par  conséquent, 

40 
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le  problème  se  réduit  à  celui  du  n"".  274*  Ainsi  en  portant  la  base  ab  de  A  en 
£,  et  par  le  point  D  en  menant  la  droite  DF  parallèle  à  celle  £B  mendc  par 
les  points  B  et  E,  on  aura  AF  pour  la  hauteur  demandée  ad. 

295.  Corollaire.  Si  Ton  voulait  que  le  rectangle  abcd  fût  un  cerlaia 
nombre  n  de  fois  plus  grand  ou  plus  pelit  que  le  rectangle  donné  ABCD,  on 
aurait  Tcquation  a?Xaô  =  7iX  ABX  AD  ou  la  proportion  ablnxARy. 
AD  :  ûpj  pour  le  cas  où  le  rectangle  demandé  devrait  être  un  certain  nombre 
de  fois  plus  grand  que  le  donné,  et  alors  on  voit  que  la.  hatiieur  tlemandée 
serait  une  quatrième  proportionnelle  à  la  base  donnée ,    à  n  fois  celle  du 

rectangle  donné,  et  à  la  hauteur  de  ce  dernier  rectangle.  Pour  le  cas  où  le  rcc- 

AB 
tangle  demandé  doit  être  plus  petit,  on  aurait  xy:,ab=z x  AD,  ou 

AB  >  .  '*  • 

ab  \ ;  ;  AD  î  x\  d'où  Ton  voit  que  la  hauteur  demandée  serait  une  qua- 
trième proportionnelle  à  la  base  donnée,  à  celle  du  rectangle  donné  diçisA 
parn,  et  à  la  hauteur  de  ce  rectangle  donné. 

296.  PROBLÈME  34.  On  donne  un  rectangle  ABCD  (fig.  i52  ),  et  on  vai 
construire  un  carré  équivalent. 

Soit  X  le  côté  du  carré  demandé  ;  sa  superficie  sera  x*\  et  celle  du  rectangle 
ABCD  =  ABxAD;  or,  le  carré  doit  être  équivalent  au  rectangle;  donc 
0?'  =  AB  X  AD,  d'où  AB  \  x\\  x\  AD  ;  cest-à-dire  que  pour  açoir  le  câtédu 
carré ,  il  faudra  chercher  une  moyenne  proportionnelle  entre  la  base  et  k 
hauteur  du  rectangle,  ce  qu  on  fera  comme  il  a  été  dit  aurf.  277. 

297.  Corollaire  i.  Si  le  carré  devait  être // fois  plus  grand  que  le  rcclan^ 
on  aurait  a7'=7iXABxAD,  d'où  nxAB  \  x\\x\  AD;  c'est-à-dire  que  potr 
avoir  le  côté  du  carré,  il  faudrait,  dans  ce  cas ,  chercher  une  moyenne  fro- 
portionnelle  entre  nfois  la  base  et  la  hauteur  ou  entre  la  base  et  nfois  la  hah 
teur  du  rectangle  donné. 

208.  Corollaire  2,  Si  le  carré  devait  cire  n  fois  plus  petit  que  le  rectangle, 

AB                          Ab 
on  aurait  710?'=:  ABX  AD,  oux'= X  AD,  d'où :  wy.xlKD', 

de  sorte  que  y  pour  açoir  le  côté  du  carré,  iljaudrait  cherclier  xme  moyenm 
proportionnelle  entre  la  /i"".  partie  de  la  base  et  la  Juiuteur,  ou  entre  la  base  A 
la  n"'.  partie  de  la  hauteur  du  rectangle. 

299.  Remarque.  Si  au  lieu  d'un  rectangle  on  donnait  un  parallclogramine, 
on  conçoit  que  rien  ne  changerait  dans  la  solution  du  problème  ;  mais  que  à 
l'on  donnait  un  triangle,  il  ne  faudrait  prendre  que  la  moitié  de  la  hautetf 
ou  que  la  moitié  de  la  base. 

300.  PROBLÊME  35.  Sur  une  droite  donnée  comme  base,  on  demande  àt 
construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  dorme. 
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Appelons  a  le  côlc  du  carre  donne,  h  la  base  donnée  du  rcclangle  ,  et  x  sa 
hauleur;  on  aura  hx=.it\  d'où  h\a\\a\x\  de  sorte  que,  pour  avoir  la 
hauteur  du  rectangle ,  il  faudra  chercher  une  troisième  proportionnelle  à  la 
base  de  ce  rectangle  et  au  côté  du  carré  donné;  ce  qu  on  fera  comme  il  a 
été  dit  au  7^^  276. 

3oi.  Corollaire  i.  Si  au  lieu  d'égaler  le  carré,  le  rectangle  devait  dire /i 
fois  plus  grand  que  ce  carre,  on  aurait  bx  =  /la';  d'où  b\naiia\x^  et  alors 
pour  açoir  la  hauteur  du  rectangle ,  il  faudrait  chercher  une  quatrième  propor- 
tîonnelle  à  la  base  du  rectangle,  à  nfois  le  côté  du  carré ,  et  à  une  fois  ce 
même  côté. 

302.  Corollaire  2.  Si  au  contraire  le  rectangle  devait  être  n  fois  plus  petit 
que  le  carre,  on  aurait  nbx=^a^^  d'où  nb\a\\a\  XjQi  dans  ce  cas  ilfaudrait 
chercher  une  troisième  proportionnelle  à  n  fois  la  base  du  rectangle  et  au 
côté  du  carré,  pour  açoir  la  hauteur  du  rectangle. 

303.  PROBLÊME  36.  On  veut  construire  un  rectangle ,  dont  on  connaît 
la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur ,  qid  soit  équiçalcnt  à  un  carré  dorme. 

D'après  l'clat  de  la  question ,  on  voit  qu'il  s'agit  ici  de  partager  la  somme 
donnée  de  la  base  et  de  la  bauteur  du  rectangle  demandé,  en  deux  scgmens 
dont  le  produit  soit  équivalent  à  la  2"°.  puissance  du  côté  du  carré  donné;  or 
(n*.  206),  toute  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  circonférence  du 
cercle  sur  le  diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  du 
diamètre,  si  donc  la  droite  AB  (fig.  i53)  est  la  somme  de  la  base  et  de  la 
hauteur  du  rectangle  demandé,  que  sur  celte  droite  AB,  comme  diamètre, 
on  décrive  une  demi-circonférence  de  cercle,  et  que  parallèlement  à  ce  dia- 
mètre AB,  et  à  une  dislance  égale  au  côté  du  carré  donné,  on  mène  la  droite 
CD,  cette  droite  CD  rencontrera  la  demi-circonférence  en  deux  points  C  et 
D  tels,  que  si  par  l'un  C  de  ces  points  on  abaisse  la  droite  CE  perpendiculaire 
à  AB,  le  pied  E  de  cette  perpendiculaire  partagera  la  droite  AB  en  deux  seg- 
mens AE,  £B ,  dont  l'un  sera  la  hauteur  et  l'autre  la  base  du  rectangle  de- 
mandé ;  car  AE  X  EB  =  (EC)';  or,  EC  est  le  côté  du  carré  ;  donc  ,  etc. 

Remarque.  Le  problème  serait  impossible  si  la  moitié  de  la  droite  AB  était 
plus  petite  que  le  côté  du  carré;  car  alors  la  droite  CD  ne  rencontrerait  point 
la  demi-circonférence.  Cela  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  en  algèbre  au 
n*.  268,  où  il  a  été  démontré  qu'il  n'était  pas  possible  de  partager  un  nombre 
donné  en  deux  parties  dont  le  produit  devait  être  plus  grand  que  le  carré  de 
la  moitié  de  ce  nombre  à  partager. 

304.  Corollaire  1.  Si  le  rectangle  demandé  devait  être  n  fois  plus  grand 
que  le  carré,  on  chercherait  d'abord  une  moyenne  proportionnelle  entre  n  fois 
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le  côté  de  ce  carre  et  une  fois  ce  même  côté,  laquelle  moyenne  proporllon- 
nelle  serait  évidemment  le  côté  d'un  carré  n  fois  plus  grand  que  le  carré 
donné,  et  ensuite,  on  opérerait  comme  ci-dessus,  en  regardant  le  nouveau 
carré  comme  étant  le  carré  donné. 

305.  Corollaire  2.  Si  le  rectangle  demandé  devait  être  n  fois  plus  petit  que 
le  carré  donné,  on  chercherait  d'abord  une  moyenne  proportionnelle  entre 
la  7)"^  partie  du  côté  du  carré  donné  et  ce  côté  tout  entier,  laquelle  moyenne 
proportionnelle  serait  évidemment  le  côté  d'un  carré  n  fois  plus  petit  que  le 
carré  donné ,  et  ensuite  on  opérerait  comme  ci-dessus. 

306.  PROBLÊME  87.  On  donne  la  différence  entre  la  base  et  la  hauieurdm 
rectangle  équivalent  à  un  carré  donné,  et  on  demande  de  construire  ce  ne* 
tangle. 

Soit  la  droite  ÂB  (fig.  i54)  la  différence  entre  la  base  et  la  hauteur  du 
rectangle  demandé;  sur  celte  droite  comme  diamètre,  décrivons  une  circon- 
férence de  cercle  AED  ;  par  le  point  A ,  extrémité  de  AB,  élevons  une  pe^ 
pendiculaire  AG  h  la  droite  AB  (cette  droite  AC  sera  tangente  au  cercle 
(  n"".  184  )  )  ;  faisons  AC  égal  au  côté  du  carré  donné,  et  par  le  point  G  et  le 
centre  O  du  cercle,  menons  la  droite  CD  :  cette  droite  CD  sera  la  base,  et  sa 
partie  extérieure  CE  sera  la  hauteur  du  rectangle  demandé;  car  i^  CD— CE 
=:ED=  AB,  ce  qui  fait  voir  que  la  différence  des  droites  CD  et  CE  est 
égale  à  la  droite  donnée  AB ,  et  2^  CD  x  CE  ==(AG)'  (n*.  209 ) ;  donc,  etc. 

Remarque.  Si  le  rectangle  demandé  devait  être  un  certain  nombre  de  fois 
plus  grand  ou  plus  petit  que  le  carré  donné ,  on  chercherait  d'abord  un  cane 
le  même  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  carré  donné,  et  en- 
suite on  opérerait  sur  ce  nouveau  carré  comme  il  vient  d'être  dit. 

307 .  PROBLÊME  38.  On  demande  un  carré  égal  à  la  somme  de  deux  carrés 
donnés  ABCD,  EFGII  (fig.  i55). 

Puisque  (n°.  i52)  le  carré  fait  sur  l'hypothénuse  d'un  triangle  rectangle 
est  égal  à  la  somme  des  carrés  faits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit,  il  est  clair 
que  pour  résoudre  le  problème  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire  un  angle  droit 
cab;  de  faire  les  côtés  /z6,  ne  de  cet  angle  droit,  respectivement  égaux  ani 
côtés  des  carrés  donnés,  et  de  joindre  ensuite  les  points  c  cl  b  par  la  droite 
cb  qui,  étant  l'hypothénuse  du  triangle  rectangle  abcj  sera  le  côte  du  carre 
demandé. 

308.  PROBLÊME  39.  On  demande  un  carré  égal  à  la  différence  de  deux 
carrés  donnés  ABCD ,  EFGII  (fig.  i55  ). 

On  fera  un  angle  droit  bac,  puis ,  on  fera  le  côté  ac=:EF;  par  le  pointe, 
comme  centre ,  et  avec  un  rayon  égal  à  AB ,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qm 
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coupera  le  côlé  ab  au  point  6,  et  le  côté  ab^  du  triangle  rectangle  abc  qu'on 
obtiendra  en  menant  la  droite  cb^  sera  celui  du  carré  demandé,  car  (n".  i53), 
on  a  (bcy  —  (acy  =  (ab)\  ou  (^ABy  —  (ETy=(ab)\ 

Sog.  Corollaire. ¥un  ver  lu  du  théorème  87  (n".  i55),  siTon  donnait  deux  figures 
semblables  quelconques»  et  que  Ton  demandât  une  troisième  figure  semblable 
qui  fût  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  premières ,  on  opérerait 
sur  les  côtés  homologues  des  figures  données ,  comme  on  Ta  dit  sur  les  côtés 
des  carrés  donnés,  dans  les  deux  problèmes  précédens,  et  on  aurait  le  côté 
homologue  de  la  figure  demandée ,  sur  lequel,  comme  il  a  été  dit  au  n*.  287 , 
on  construirait  cette  figure  demandée. 

3 10.  PROBLÊME  ^o.  On  demande  un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné, 
ABCD  (fig.  i56),  comme  les  lignes  M  et  N. 

On  mènera  une  droite  ab  quelconque,  sur  laquelle  on  fera  les  distances 
oc,  cb  respectivement  égales  aux  droites  données  M ,  N  ;  sur  la  somme  ab  de 
ces  deux  distances,  comme  diamètre ,  on  décrira  une  demi-circonférence  adb\ 
par  le  point  c  on  élèvera  la  droite  cd  perpendiculaire  à  a6,  et  par  le  point  d^ 
où  la  droite  cJ rencontre  la  demi-circonférence,  on  mènera  les  droites  da; 
db  aux  extrémités  du  diamètre  ab^  et  on  aura  le  triangle  rectangle  adb  qui 
donnera  {ady  \  (dby  H  aclcb  j  ou  ,  à  cause  que  ac  =  M  ,   et  cô  =  N  , 

(ady:(siby::n:vi (i). 

Si  maintenant  on  fait  de=  ÂB ,  et  que  par  le  point  6"  on  mène  ç/* parallèle 
à  a6,  on  aura  ad  :  db^ed  l  df,  ct^  j^^xr  conséquent,  (ady  :  (dby  :  :  (edy  ;  (d/J; 
en  vertu  de  la  proportion  (i)  on  aura  donc  {edy  ;  (d/y  I  î  M  ;  N.  Mais  ed= 
AB;  donc  casera  le  côté  du  carré  demandé. 

3i  I.  Corollaire,  Attendu  que  les  figures  semblables  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  des  côtés  homologues,  si  Ton  donnait  une  figure  quelconque,  et 
que  Ton  demandât  une  figure  semblable,  telle  que  la  figure  donnée  fût  à  la 
demandée  II  M  I  N ,  on  prendrait  Tun  quelconque  des  côtés  de  la  figure 
donnée,  et  Ton  chercherait  le  côté  homologue  de  la  figure  demandée,  en 
opérant  parfaitement  de  la  même  manière  que  nous  venons  de  dire  pour 
trouver  le  côté  du  carré  demandé  dans  le  problâme  précédent,  et  ensuite,  sur 
ce  côté,  on  construirait  la  figure  demandée  comme  il  a  été  dit  au  n**.  287. 

Je  laisse  au  lecteur  le  plaisir  de  résoudre,  par  le  calcul,  tous  les  problèmes 
qui  se  trouvent  dans  celte  leçon,  en  supposant  que  les  superficies  des  figures 
soient  données  en  nombres. 


3l8  COURS  DE  CONSTRUCTION. 


ff  §  ### 


16™.    LEÇON, 


Moyens  de  décrire  des  Polygones  réguliers ,  de  calculer  le  rapport  approche 
du  diamètre  à  la  circonférence  du  cercle ,  et  de  mesurer  la  superficie  des 
Figwes  planes  quclcoru/ues. 

3i2.  PROBLÈME  /^i.  On  donne  un  cercle  abcd  (fig.  157  ),  et  on  demande 
d' inscrire  et  de  circonscrire  un  carré  abcd,  ABCD  à  ce  cercle. 

I^  Pour  (Iccrîre  le  carre  inscrit,  on  mènera  deux  diamètres  ac^  db,  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre,  et  on  joindra  les  extrémités  de  ces  diamètres  par 
les  droites  ab^bc^cddïda^  qui  seront  les  côtes  du  carre  demandé;  ce  qui  est 
évident. 

2*.  Pour  décrire  le  carre  circonscrit  ABCD ,  on  mènera  de  même  deoi 
diamètres  ac ^  bd^  perpendiculaires  entre  eux,  et  aux  extrémités  de  ces  dia- 
mètres on  mènera,  au  cercle,  les  tangentes  AB,  BC,  CD  et  DA,  qui  seront 
évidemment  les  côtés  du  carré  demandé. 

3i3.  Corollaire.  Si  l'on  voulait  inscrire  ou  circonscrire  un  octogone,  après 
avoir  mené  les  diamètres  ac,  bd  perpendiculaires  entre  eux,  on  diviserait 
chacun  des  arcs  aby  bc^  cd  et  da  en  deux  parties  égales  (n%  261)  et  parles 
points  de  divisions  on  mènerait  des  cordes  qui  seraient  les  côtés  de  roctogoDe 
inscrit ,  ou  on  mènerait  des  tangentes  qui  seraient  les  côtes  de  Toctogonc  cir- 
conscrit. On  conçoit  que  de  l'octogone  on  passerait  aux  polygones  de  16, 3a, 
64,  128,  etc.  côtés,  soit  inscrits,  soit  circonscrits,  en  divisant  en  deux  parties 
égales  les  arcs  de  cercle  qui  répondent  aux  côtés  de  l'octogone,  ces  nouveaux 
arcs  en  deux  parties  égales,  et  ainsi  de  suite,  aussi  loin  qu'on  le  voudra,  et 
en  menant  des  cordes  par  les  points  de  divisions  pour  les  polygones  inscrits, 
et  des  tangentes  pour  les  circonscrits. 

Remarque.  Puisque  lorsque  l'on  connaît  les  sommets  des  polygones  régu- 
liers inscrits  on  a  les  polygones  circonscrits  semblables,  en  menant  des  tan- 
gentes aux  cercles  par  tous  ces  sommets,  dorénavant  nous  ne  parlerons  que 
des  inscrits,  afin  d'abréger. 

3 14.  PROBLÊME  42.  Inscrire  tai  exagone  duns  un  cercle  donné  Çfig.  103)* 

Ayant  démontré  (n".  224)  que  le  côté  de  l'exagone  inscrit  était  égal  au 
rayon  ,  on  voit  évidemment  ce  qu'il  y  a  à  faire  pour  inscrire  un  exagone  à  lU^ 
cercle  donné. 

3i5.  Corollaire  i.  Il  est  clair  que,  si  l'on  mène  les  droites  AE,ECct  AC  (fig* 
102) qui  soutendcnt  des  arcs  doubles  de  ceux  soutendus  par  les  côtés  de  Vex^i^ 
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gonc,  CCS  droites  AE,  EC  et  AC  seront  les  côtés  du  triangle  cqullalcral  inscrit. 
3i6.  Corollaire  2.  11  est  clair  aussi  que,  si  Ton  divise  les  arcs  soutendus 
par  les  côtes  de  Texagonc  en  deux  parties  égales,  ces  nouveaux  arcs  en  deux 
parties  égales,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  les  polygones  inscrits  de  12,  24  r 
48,  g6,  etc.  côtés. 

317.  PROBLÊME  43.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle  donne'. 
Pour  cela,  on  divisera  le  rayon  AB  du  ccmcIc  (fig.  i58)  en  moyenne  et 
extrême  raison  (n®.  278),  et  soit  D  le  point  de  division,  de  manière  qu'on 
ait  AB  l  AD  i  ;  AD  l  DB  ;  la  partie  moyenne  AD  sera  le  côté  du  décagone. 

En  effet,  faisons  BC=:AD,  menons  le  rayon  AC,  et  la  droite  CD  au 
point  D  :  je  dis  que  les  triangles  ABC,  DBC  seront  semblables.  Car  la  pro- 
portion AB  :  AD  ;  :  AD  :  DB  devient  AB  :  BC  :  :  BC  :  DB ,  à  cause  que 
BC  =  AD;  donc  les  deux  triangles  ABC,  DBC  ont  deux  côtés  propor- 
tionnels, mais  Tanglc  compris  par  ces  côtés  est  commun  aux  deux  triangles; 
donc  ces  deux  triangles  sont  semblables.  Or,  le  triangle  ABC  est  isocèle;  donc 
BBC  est  aussi  isocèle;  donc  DC=:BC,  mais  BC  =  AD;  d'où  il  suit  que 
DC=AD;  donc  l'angle  ACD=CAB=DCB.  Ainsi  la  droite  DC  divise  l'angle 
ACB  en  deux  parties  égales  entre  elles  et  à  l'angle  CAB.  L'angle  ACB  égale 
donc  2CAB;  l'angle  ABC  =  ACB  sera  donc  aussi  égal  à  2CAB;  la  somme 
des  trois  angles  du  triangle  ABC  sera  donc  CAB-i-2CAB+2CAB=5CAB. 
Or,  les  trois  angles  d'un  triangle  valent  I8o^,  on  aura  donc  5CAB==  l8o^; 
dooUons  les  deux  membres  de  cette  égalité ,  tt  nous  aurons  ioCAB=36o''., 

d'où  CAB= ^;  l'angle  CAB  est  donc  le  10"**.  de  quatre  angles  droits; 

et  par  conséquent  la  droite  BC  sera  le  côlé  du  décagone. 

3i8.  Corollaire  t.  Il  est  clair  que  la  droite  BE  qui  soutend  un  arc  double 
de  celui  soutendu  par  le  côté  du  décagone  sera  le  côté  du  pentagone. 

3ig.  Corollaire  2.  Supposons  que  les  droites  BE,  BF  soient  les  côtés, 
b première  du  pentagone,  et  la  seconde  de  Texagone;  l'arc  EF  sera  la  dif- 
férence entre  le  5"".  et  le  6"*.  de  la  circonférence  entière ,  de  sorte  que 

EF=:  -^ jr  =  — ô —  =  -5 — •  Ainsi  la  corde  de  l'arc  EF  sera  le  côlé 
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du  polygone  régulier  inscrit  de  3o  côtés.  Il  suit  donc  de  là  que  Tare  EF  est 
k  tiers  de  EG,  et  par  conséquent  la  moitié  de  CF  qui  sera  le  I5'"^  de  la 
ôrconfcrence  entière. 

3ao.  Corollaire  3.  En  subdivisant  en  deux  parties  égales  les  arcs  soutendus 
par  les  côtes  du  décagone  et  du  polygone  de  i5  côtés,  on  aura  deux  suites  de 
polygones  dont  les  nombres  des  côtés  seront  I^  10,  20,  40,  80,  160,  etc., 
rtaf,  i5,  3o,  60,  120,  240,  480,  etc. 


320  COURS   Dt  CONSÏBUCTION. 

321.  Remarque.  Les  géomètres  n^ont  point  encore  découvert  des  moyens 
de  décrire  les  polygones  réguliers  de  7,  11,  i3,  17^  etc.  côtés,  en  n^employant 
que  les  principes  de  la  géométrie  élémentaire  ;  de  sorte  que  ce  qui  précède 
est  tout  ce  qu^on  sait  sur  ce  sujet.  Heureusement  que  dans  la  pratique  on 
peut  inscrire  un  polygone  régulier  quelconque  dans  un  cercle ,  en  divisant, 
par  tâtonnemens,  la  circonférence  en  autant  de  parties  égales  que  le  polygone 
doit  avoir  de  cotés. 

322.  PROBLÈME  44-  ^^'^  domie  la  superficie  d'un  polygone  régulier  inscrit 
à  un  cercle,  et  celle  d'iai  polygone  circonscrit  à  ce  même  cercle ,  semblable  au 
premier;  on  demande  les  superficies  de  deux  autres  polygones  réguliers,  ïun 
inscrit,  et  l  autre  circonscrit  au  même  cercle ,  mais  d'un  nombre  de  côtés 
double. 

Supposons  que  la  droite  AB  (fig.  iSg)  soit  un  côté  du  polygone  inscrit 
donné;  que  la  droite  CD  parallèle  à  AB  soit  le  côté  du  polygone  circonscrit 
semblable  au  premier;  par  le  centre  I  du  cercle,  abaissons  le  rayon  I£  per- 
pendiculaire sur  le  côté  AB  ;  menons,  ensuite,  les  tangentes  AG,  BH,  elles 
droites  AE,  BE ,  III  et  GI  :  l^  le  triangle  AEI  sera  un  des  triangles  entiers 

répondans  aux  côtés  AE ,  EB du  polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés 

double,  et  les  triangles  AFI,  IFB  seront  les  moitiés  d'un  des  triangles  ABI 
répondans  aux  côtés  du  polygone  inscrit  primitif  :  le  rapport  des  triangles 
AFI,  AEI  sera  donc  le  même  que  celui  des  polygones  dont  les  triangles 
AFI,  AEI  sont  respectivement  des  fractions  semblables;  Ainsi,  si  a  est  la  sur 
perficie  du  polygone  inscrit  primitif,  et  a;  le  polygone  inscrit  d'un  nombre 

de  côté  double,  on  aura  al^n  AFI  ;  AEI (i);  2".  le  triangle  GIH  sera 

un  des  triangles  répondans  aux  côlés  du  polygone  circonscrit  d'un  nombre 
de  côtés  double,  et  le  triangle  CEI  sera  la  moitié  de  l'un  CID  des  triangles 
répondans  aux  côtés  du  polygone  circonscrit  primitif  :  le  rapport  des  triangles 
CEI ,  GIH  sera  donc  le  même  que  celui  des  polygones  dont  ces  triangles  sont 
respectivement  des  fractions  semblables  :  si  donc  b  est  la  superficie  du  poly- 
gone circonscrit  primitif,  ci  y  celle  du  polygone  circonscrit  d'un  nombre  de 
côtés  double,  on  aura  b  :  ji:  CEI  :  GIH;  mais  GIH  =  2GIE;doncd  :y:: 
CEI  :  2GIE ,  ou  ô  :  i;y  ;  :  CEI  :  GIE (2). 

Cela  posé,  observons  que  les  triangles  AFI,  AEI,  ayant  leurs  bases  sur  la 
même  droite  lEet  leur  sommet  au  même  point  A,  ont  même  hauteur,  et  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  (n*.  i3o);  de  sorte  qu'on  aura  AFI  ;  AEI;; 
IF  :  lE;  cette  proportion  et  la  proportion  (i)  ont  donc  le  rapport  commua 
AFI  ;  AEI;  donc  a  ;  a?  ;  ;  IF  :  lE...  (3).  Observons,  de  plus,  que  les  triangles 
AEI,  CEI,  ont  leurs  bases  sur  la  droite  CI  et  leur  sommet  au  même  point 
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ut  qu'ils  ont,  par  conséquent,  la  même  liaulcur;  ils  seront  donc  comme 
s  bases ,  et  nous  aurons  AEI  ;  CEI  ;  ;  lA  ;  IC.  Mais  ces  triangles  AEI , 
!,  sont  des  fractions  semblables  des  polygones  dont  ils  font  parties;  le 
BOd  fait  partie  du  polygone  circonscrit  primitif,  et  le  premier  du  polygone 
it  d'un  nombre  de  cûlés  double;  on  aura  donc  AEI  ;  CEI  '.'.  x  ;&,  et  par 

iéqaentx'.  by.lA.:  IC (4).  Les  parallèles  AF,  CE  donnent  IF  ME:: 

I;IC;  les  second  rapports  des  proportions  (3)  et  (4)  formant  une  pro- 
rtion,  les  deux  premiers  formeront  aussi  une  proportion,  et  on  aura 
;  a:  :  6  ;  d'où  a;^=zab,  ou  w^^  ab.  Ainsi,  la  superficie  du  polygone 
t  d'iin  nombre  île  côtés  double  est  égale  à  la  racuie  carrée  du  produit 
■  superficies  des  deux  polygones  primitifs. 

Toyons  quelle  est  la  valeur  de  la  superficie  du  polygone  circonscrit  d'un 
DODibrc  de  côtés  double. 
Pour  cela,  observons  que  les  triangles  CIG,  GIE  ont  la  même  hauteur, 
p'ils  sont,  par  conséquent,  entre  eux  comme  leurs  bases;  c'est-à-dire  qu'on 
l  CIG  ;  GÎE  ;  :  CG  :  GE  ;  mais  la  droite  GI  divise  en  deux  parties  c'gales 
deCIE;  on  aura  donc  (n".  87)  CG  ;  GE  ::  CI  ;  ÏE,  et  par  conséquent 
:GIE::CI;IE;d'oùCIG-t-GIE  ou  CIE  :  GIE  ;;  CI+IE  :  lE  ou, 

Iverlti  de  la  proportion  (2),  è  i  -^  :  :  CH-  lE  ;  lE (5).  La  proportion 

É^ut  se  changer  en  celle-ci  o  ;  a;  :  :  lA  ;  IC,  à  cause  que  IF  ;  lE  :  ;  lA  ;  IC, 
tomme  IA=:IE,  on  aura  enfin  a  :;r  ::  lE  :  IC;  d'où  a -f-a;  ;  a  ;  :  lE  + 
ËîIE  '•  mais  cette  dernière  proportion  a  un  rapport  commun  avec  la  pro- 
Ktion  (5)  ;  nous  aurons  donc  b  ',  ~y  '.',  a  -^  m  \  a  ,  o\x  2b  \  y  '.',  a  -\-  x  \  a , 
i  nous  tirerons  y  :^ — -7- — ;  c'est-à-dire  que,  la  superficie  du  polygone 
iscrit  d'un  nombre  de  côtés  double  est  égale  à  ijois  le  produit  des  deux 
Wgones  primiti/s ,  divisé  parla  somme  du  polygone  inscrit  primitif ,  et  du 

rgone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double. 
Ba3.  PLOBLÈME  45.  On  demande  de  trouver  le  rapport  approché  du  dta- 
e  à  la  circonférence  d'un  cercle  quelconque. 

apposons  que  le  cercle  donné  (  fig.  i57  )  ait  2  unités  de  diamètre  ,  et  par 
séquent  une  unité  de  rayon  ;  le  carré  circonscrit  ABCD  sera  4,  ce  qui  est 
Ideot,  elle  carré  inscrit  abcd  sera  3.  Car  le  côté  aÔ  de  ce  carré  est 
ipothénuse  d'un  triangle  rectangle  aie  dont  les  côtés  al ,  \b  sont  tous  les 
[  égaux  à  l'unité;  cl  (n'.  i52)  la  somme  des  carrés  des  côtés  ol,  16,  qui 
,  est  égale  au  carré  de  l'hypothén userai ,  qui  est  le  côté  du  carré  inscrit. 
Cela  pose,  si,  dans  l'équation  ^=  /ai  (n".  322),  nous  mettons  4  au  lieu  de  6 
iilieodeo,  nDusauronsx^/2X4^ /8=2,828427i  pour  la  superficie 

4' 
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d'un  octogone  inscrit  dans  le  même  cercle.  Mettons  4  2iu  lieu  de  A,  2  au  lieu 
de  a,  et  2,8284271  au  lieu  de  x  dans  Tcquation  /=-j— —  (n'.322)  et  nous 
aurons  :r=  ^^^^t^.  =^8^^  =  3>^^^7o85  pour  la  superficie 
d'un  octogone  circonscrit  au  même  cercle. 

Si  maintenant  on  repr<^scnte  par  a  la  superficie  de  l'octogone  inscrit ,  et 
par  h  celle  de  l'octogone  circonscrit,  et  qu'on  opère  comme  ci-dessus  sur  les 

équations  x=,  ^ ah^ly  z=,  — ^7; — ,  en  mettant  pour  a  et  pour  h  leurs  n8n- 

velles  valeurs,  on  parviendra  à  la  superficie  d'un  polygone  inscrit  de  16  côtes, 
et  à  celle  d'un  polygone  circonscrit  d'un  pareil  nombre  de  côtes;  ces  deux 
nouveaux  polygones  conduiront  à  deux  autres  polygones  de  82  côtés,  Tun 
inscrit  et  l'autre  circonscrit  au  même  cercle,  et  on  continuera  de  la  même 
manière  à  passer  des  deux  derniers  polygones  obtenus ,  à  deux  autres  poly- 
gones d'un  nombre  de  côtés  double,  jusqu'à  ce  que  les  superficies  des  deux 
derniers  polygones  obtenus,  l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit,  diffèrent  aussi 
peu  qu'on  voudra.  Alors,  on  ajoutera  ces  deux  superficies,  on  prendra  la 
moitié  de  la  somme,  et  on  regardera  cette  demi-somme  comme  la  superficie 
du  cercle  de  2  unités  de  diamètre,  laquelle  sera  à  très-peu  de  chose  près 
3,1415926.  (Voyez  le  tableau  de  ces  opérations,  page  126  de  la  géométrie  de 
M.  Legendre,  y"*,  édition,  1808.) 

Puisque  la  superficie  d'un  cercle  de  2  unités  de  diamètres  est  à  peu  de 
chose  près  égale  à  3,1415926,  et  que  la  superficie  d'un  cercle  en  général  est 
(n^  228)  égale  à  la  circonférence  multipliée  par  la  moitié  du  rayon,  il  est 
clair  que  la  circonférence  du  cercle  de  2  unités  de  diamètre  sera  égale  à  la  su- 
perficie 3,1415926  divisée  par  —  ;  mais  diviser  un  nombre  par  — -  c'est  le 

multiplier  par  2  ;  ainsi  la  circonférence  du  cercle  de  2  unités  de  diamètre  sen 
2  X  3,1415926.  Or,  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les 
diamètres  (n**.  23i  );  si  donc  un  cercle  n'avait  qu'une  unité  de  diamètre, sa 
circonférence  ne  serait  que  la  moitié  de  celle  d'un  cercle  de  2  unités  de  dia- 
mètre; mais  cette  dernière  =  2X  3, 1 415926;  donc  celle  d'une  unité  de  dia- 
mètre sera  3,1415926.  Tel  est  le  rapport  approché  du  diamètre  à  la  circoofi^ 
rence  d'un  cercle.  Au  moyen  de  ce  rapport,  quUfaut  absolument  relOBr 
dans  la  mémoire^  on  aura  la  circonférence  d'un  cercle  quelconque  en  multi- 
pliant ce  rapport  3,1415926  par  le  diamètre  de  ce  cercle  quelconque. 

jR^m<ir(Çf£if .  Dans  les  calculs  de  théorie, nous  représenterons  toujourscenp- 
port  par  ^,  comme  nous  en  sommes  convenus  au  n^  229,  mais  dans  tous  les 
calculs  de  pratique,  partout  où  l'on  trouvera^  et  qu'il  s'agira  de  la  circonfé^ 
rence  ou  de  la  superficie  d'un  cercle,  il  faudra  y  substituer  le  nombre  3, 1415926' 
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Ainsi,  en  se  rappelant  les  formules  des  n^.  23o  jusqu^à  240 ,  on  aura  sans 
peine,  i^  la  longueur  de  la  circonfdrence  d'un  cercle  dont  on  connaîtra  le 
rayon  ;  2^  celle  d'un  arc  de  cercle  d'un  nombre  de  degrés  donne  et  d'un  rayon 
donné;  3^  la  superficie  entière*  d'un  cercle  donne  par  son  rayon,  ou  celle 
d'un  secteur  d'un  nombre  de  degrés  donne,  etc.;  pour  cela,  il  suffira  de  mettre  au 

lieu  de /i.lenombre  3,1415926  dans  les  formules  2/7R,-^,)9R' et  -^ — ,  etc.; 

11  est  donc  inutile  que  nous  nous  appesantissions  sur  des  calculs  aussi  simples. 

324-  Hemarqite.  Il  y  a  plusieurs  autres  moyens  pour  trouver  le  rapport 
ipproché  du  diamètre  à  la  circonférence;  mais  nous  nous  contenterons  de 
relui  que  nous  venons  de  donner,  qui  est  peut  être  le  plus  ingénieux  que  I'or 
lit  imaginé,  en  ce  que  les  calculs  qu'il  exige  sont  faciles  à  exécuter,  et  qu'on 
peut  juger  d'un  coup-d'œil  du  degré  d'approximation  auquel  on  est  parvenu 
Si  chaque  opération. 

Plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  de  calculer  ce  rapport  :  Archimède, 

par  exemple,  a  trouvé  que  ce  rapport  était  à  peu  près ,  c'est  -  à  -  dire 

qu'on  diamètre  de  7  unités  donnait  une  circonférence  de  22  unités;  Métius 

355 
a  troavé  le  rapport  — ^  un  peu  plus  exact  que  celui  d' Archimède  ,  mais 

moins  exact  que  celui  que  nous  avons  trouvé  plus  haut;  et  enfin  ,  Séguin, 

i5îi  1 
architecte,  a  trouvé  -  .^.    .  Mais  il  est  inutile  de  se  surcharger  la  mémoire 

de  tous  ces  rapports,  par  la  raison  que  si  l'on  développe  en  décimale  les  frac- 
tions qui  les  expriment,  on  trouvera  toujours  le  nombre  3,1415926  d'autant 
phu  parfaitement  que  le  rapport  qu'on  voudra  vérifier  sera  plus  exact,  ce 
dont  on  peut  se  rendre  compte  en  se  donnant  la  peine  de  faire  ces  dévelop- 
pemens.  D^ailleurs,  le  rapport  3,1415926  a  l'avantage  de  dispenser  de  faire 
de  division  pour  avoir  la  circonférence  d'un  cercle ,  ce  que  les  auprès  rapports 
eogent 

325.  PROBLÊME  /^6.  On  demande  la  superficie  d'un  polygone  Miuelconque 
ABGDEFGH(fig.  i6o),  mais,  ne pouçant entrer  dedans,  on  ne petd le  décom-^ 
pour  en  triangles  comme  dans  le  7l^  i35. 

Dans  ce  cas,  on  circonscrira  un  rectangle  ou  un  trapèze  a&of  au  polygone 
donné,  de  manière  que  deux  côtés  o^,  bc  soient  perpendiculaires  à  un  troi- 
lihne  cAté  a6,  dans  le  cas  du  trapèze.  Cela  fait,  par  les  sommets  du  polygone 
donné,  on  abaissera  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  rectangle  ou  trapèze 
okd^  ainsi  qu^on  le  voit  dans  la  figure,  et  on  prendra  ensuite  \ts  superficies 
des  trapèzes  ^AB/",  /BC^,  ChîD,  D*E,  E/mF,  Fm/iG,  oGH/?,  plàKq, 
ttnâ  que  celles  des  rectangles  aeAq^gChb^  et  des  rectangles  ou  quadrilatères 
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lEkclj  nGod;  on  ajoutera  toutes  ces  superficies  entre  elles,  et  on  en  retran- 
chera la  somme  de  la  superficie  du  rectangle  ou  trapèze  abcd;  le  reste  sera 
évidemment  la  superficie  demandée. 

326.  paoBLÊME  47-  Une  droite  AB  {fxg.^iSi)  Joint  les  extrémités  d'vm 
courbe  quelconque  AnûB ,  et  on  demande  la  superficie  du  segment  formé  par 
ces  deux  lignes. 

Pour  avoir  cette  superficie  le  plus  exactement  et  le  plus  promptement  pos- 
sible ,  on  divisera  la  droite  AB  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  égales , 
pour  qu^après  avoir  élevé,  à  la  droite  AB,  les  perpendiculaires  oo,  dn,  cm^ 
dl^  etc.,  par  les  points  de  division,  les  parties  de  courbe  Ao,  on,  run^  ml^  etc. 
puissent  être  regardées  comme  des  lignes  droites  sans  erreur  sensible.  De  cette 
manière, le  segment  sera  décomposé  en  deux  triangles Aao,^AB  aux  extrémi- 
tés, et  en  un  certain  nombre  de  trapèzes. Puis,  on  observera  que  les  dbtances 
Aa,  ab^bcy  cd^  etc.  étant  égales  entre  elles,  on  aura  les  superficies  Aao=: 

Aa  X  ,  aonb  =  ka  X ,  bnmc  =:  Ka  X  — — — ,  cmld^=zAa  X 

et ghl&  =  Aa  X  -^— ,  et  leur  somme  AmB  =  Aa  (^ao-i^bn^ cm  +  dl+ 

ek-^fi-i-gh) (i),  toutes   réductions  faites  ;  d'où  Von  voit  que  la  super- 

ficie  demandée  est  égale  à  la  distance  commune  entre  les  perpendiculaires  à 
la  droite  AB  ,  multiplice  par  la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires, 

327.  Corollaire  i.  Si  la  distance  Aa,  commune  entre  les  perpendiculaires 
à  la  droite  AB,  était  égale  à  Tunité  linéaire,  la  superficie  du  segment  AmB  M* 
rail  alors  égale  a  la  somme  des  perpendiculaires  à  la  droite  AB  ;  ce  qui  indique 
de  faire  autant  que  possible  la  distance  Aa  égale  à  l'unité  linéaire,  pois- 
qu^alors  on  n^a  pas  besoin  de  faire  de  multiplication  pour  avoir  la  superficie 
demandée.  « 

328.  Corollaire  2.  Si  la  droite  AB  n^aboutissait  pas  aux  deux  extrémités 
de  la  courbe  AmB,  si,  par  exemple,  la  courbe  s^arrétait  au  point  o,  alors  le 
triangle  Aoo  manquerait,  et  dans  la  formule  (i)  ci-dessus,  la  perpendicuUit 
ao  n^ entrerait  plus  que  divisée  par  2;  c^cst-à-dire  que  dans  la  somme  des 
perpendiculaires  à  la  droite  AB ,  il  ne  faudrait  mettre  que  la  moitié  de  cette 
perpendiculaire  cu).  On  conçoit,  en  même  temps,  que  si  le  triangle  gKR  man- 
quait aussi,  il  ne  faudrait  prendre  aussi  que  la  moitié  de  la  perpendiculaire^ 

329.  PROBLÊME  Ifi.  On  demande  la  superficie  de  lafyure  AEBFCGBH 
(  fig.  162  )  terminée  par  une  courbe  quelconque,  en  supposant  quon  puisse 
entrer  dans  la  figure. 

On  commencera  par  inscrire  dans  cette  figure  le  polygone  ABCB  du  plus 
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l^ctit  nombre  de  cô.tçs  possible  ;  on  prendra  les  superficies  des  scgmens  ABE , 
BFC,  GGD  et  DHA  (n^326);  oq  ajoutera  la  somme  de  ces  superficies  à 
celle  du  polygone  inscrit  ABCD,  et  on  aura  celle  4e  la  figure  donnée. 

33o.  PROBLÈME  49-  On  demande  la  superficie  de  la  figure  ABCBEFG 
(fig.  i63)  terminée  par  une  courbe  quelconque,  en  supposant  quon  ne  puisse 
pas  entrer  dedans. 

On  circonscrira  un  rectangle  ou  un  trapèze  abcd^  de  manière  que  dans  ie 
cas  du  trapèze,  deux  côtés  ad^  bc  soient  perpendiculaires  à  un  autre  côté  ab\ 
par  quatre  points  A ,  G  »  B  et  F  choisis  convenablement  sur  le  contour  de  la 
figure  dont  on  demande  la  superficie,  on  abaissera  les  perpendiculaires  Ae^ 
C/,  CgTf  DA,  D/,  Yky  F/ et  Am,  sur  les  côtés  ab^  bc^  cd^  da  du  rcclangle  ou 
trapèze  abcd^  et  on  aura,  d'une  part,  les  scgmens  de  courbe  eABC/*,  gcDhj 
iDEFAr,  ŒGAtti,  et  de  l'autre  les  rectangle  oeAm,  gC/b^  et  les  rectangles 
ou  quadrilatères  ArF/c,  iDhc.  On  prendra  la  superficie  de  chacune  de  ces  par- 
ties, en  observant  ce  qui  a  été  dit  au  n"*.  328  pour  les  segmcns  de  courbe  ; 
on  ajoutera  toutes  ces  superficies  partielles ,  et  on  en  retranchera  la  somme  de 
la  superficie  du  rectangle  ou  trapèze  circonscrit  abcd  :  le  reste  sera  évidem- 
ment la  superficie  demandée^ 

33i.  PROBLÊME  5o.  On  donne  les  trois  côtes  AB,  AC  et  BC  (fig.6o)  d'un 
triangle  ABC,  et  on  suppose  qu'on  ne  puisse  pas  abaisser  la  perpendiculaire 
du  sommet  sur  la  base  ;  an  demande  la  superficie  de  ce  triangle. 

Supposons,  néanmoins  qu'on  ait  abaissé  la  perpendiculaire  CD  du  sommet 
sur  la  base;  d'après  le  n*.  iSy  nous  aurons  (AC)'=(AB)'-+-(BC)"— aABxBD. 
ïâsons  BC=  a,  AC=6  et  AB=c,  il  nous  viendra  6'=c'4-a' — a^r  XBD  ; 

ffoù  BD  =  .  Mais  le  triangle  DBC  est  rectangle  et  nous  donne 

(tf.i53)  (DC)'  =  (BCy  — (BD)';  donc  (DC)'  =  tf—   ^^"^J"^'^'  = 

i— i-  ;  multiplions  de  part  et  d  autre  par      /    ou  -j-  et  nous 

^„    (DC)'(ABy  /DCxAB  y        4flV-(c'-Hz'-y)  .      DCxAB 

nions -^ —  .     ■       ou  ( )=: ^-^ ^;mais — 

4  ^  \         ^         /  ï6  '^ 

est  la  superficie  du  triangle   ABC  ;    appelons-la  S ,   et   il  nous  viendra 

S^g  g —.  Or,  le  numérateur  du  second  membre  de  cette 

équation  est  la  différence  de  deux  carrés  :  il  sera  donc  égal  à  la  somme  mul- 
tipliée par  la  différence  des  racines  de  ces  carrés;  donc 

i6 

Observons,    maintenant,    que    le  premier  facteur   2â^-f.c'4-a'  —  6'=^ 
£fl  +  ry-r  ft*  =  (a  +  c4-6)  (a  4-c — ô),   et  le  second    2flc  —  c' — 
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a'-h6*  =  ô'  —  (a  —  cy=z{6+a  —  c)x(ô  —  «  +  ^)f  et  nous  Tcrrons  qnc 

_    (fl-+^+^)  ja-hc—b)  (b+a^c)   (^— g^^g)     /  g^A^ç  \     /  g^c^j  \ 

f  j  f j.  Le  premier  facteur  est  la  demi-somme  des  trob 

côtés  du  triangle;  le  second,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  — -i| 

est  la  différence  de  cette  demi-somme  au  côté  b;  le  troisième,  qui  peut  se 

mettre  sous  la  forme  — ^^^ c,  est  la  différence  de  la  même  demi-somme 

au  côté  c,  et  enfin  le  quatrième  facteur,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

— ^^^ a,  est  la  différence  de  celte  même  demi-somme  au  troinème 

côté  a;  si  donc  P  est  la  somme  des  trois  côtés  du  triangle,  nous  auroni 
S*  ==  —  X  ( aj     f bj     f cj;  d'où  nous  tirerons 

S=/~  (-^ a)    (-^ ô)    ^__c);  de  sorte  que,   la  superfdê 

d'un  triangle  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  de  quatre  facteurs  donlk 
premier  est  la  demi-somme  des  trois  côtés  du  triangle ,  et  les  trois  atdm^ 
sont  les  différences  de  chaque  côté  à  la  demi  -  somme  des  trois  côtA.  {*) 
332.  Remarque.  Pour  achever  de  donner  tout  ce  qui  peut  être  nécessaire 
à  la  mesure  des  superficies  des  figures  planes,  nous  allons  faire  connaître  ki 
unités  de  superficies  le  plus  en  usage ,  tant  anciennes  que  nouTelles,  ainâ  que 
les  rapports  des  unes  aux  autres,  comme  nous  Tavons  promis  en  arithmëtiqM 
(voyez  cette  section  de  cet  ouvrage,  n^  87  ). 

Mesures  Anciennes  de  Superficie. 

Ces  mesures  sont  de  deux  espèces  :  la  toise,  le  pied,  le  pouce,  etc.  carrés, 
qui  sont  les  mesures  ordinaires  et  fondamentales ,  et  les  mesures  agraireiiqni 
sont  plus  grandes,  et  qui  servent  à  mesurer  les  champs. 

Premières  Subdiçisions  des  Mesures  ordinaires^ 

La  toise  carrée  vaut 36  pieds  carrés, 

Le  pied  carré i44  pouces  carrés, 

Le  pouce  carré ».  i44  lignes  carrées, 

et  ainsi  de  suite. 

(^  On  trouvera  une  autre  démonstration  de  cette  proposition  dans  la  géométrie  de  Bfandaiii 
dans  le  G>urs  de  mathématiques  de  Bélidor,  etc.  Celle  qu'on  vient  de  lire,  tA  tirée,  pour  k  GoBi, 
de  la  S^.  note  de  b  géométrie  de  M.  Legendre. 


j 
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Seconde  Sùbdiçision  des  Mesures  ordinaires. 

La  toîse  se  compose  de  6  rectangles  qui  ont  une  toise  de  base  et  un  pied 
de  hauteur  ;  ces  rectangles  s'appellent  toises-pieds, 

La  toise-pied  se  compose  de  12  rectangles  d'une  toise  de  base  et  d'un 
pouce  de  hauteur ,  ce  qu'on  appelle  toises-pouces. 

La  toise-pouce  se  compose  de  12  petits  rectangles  d'une  toise  de  base 
et  d'une  ligne  de  hauteur,  qu'on  nomme  toises-lignes j  et  ainsi  de  suite. 

Les  pieds-pouces,  pieds-lignes,  etc.  sont  des  rectangles  qui  ont  un  pied  de 
base,  et  un  pouce,  une  ligne,  etc.  de  hauteur,  et  ainsi  des  autres. 

C'est  cette  dernière  loi  de  subdivision  qu'il  faut  nécessairement  adopter 
lorsque  (  prenant  la  toise  ou  le  pied,  etc.  pour  unitë)  Ton  fait  les  mul- 
tiplications complexes  (arith.,  n^  80)  pour  avoir  la  superficie  d'une 
figure  quelconque.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  demandait  la  superficie  d'un 
rectangle  qui  aurait  3*.  4^.  6^.  &.  de  base  et  i*.  3^.  4^^  6^  de  hauteur,  le  pro- 
duit 5".  5*^  4*^-  6^*.  5*^'.  qu'on  obtiendrait  en  multipliant  ces  deux  dimensions 
l'une  par  l'autre  serait  5  toises  carrées  plus  5  toises-pieds,  plus  4  toises- 
pouces,  plus  6  toises-lignes  et  plus  5  toises-points.  De  même,  si  l'on  deman- 
dait la  superficie  d'un  rectangle  qui  aurait  3^.  4^^  6*.  de  base  sur  2^.  g^*.  4*-  de 
hauteur,  le  pied  étant  l'unité  principale,  le  produit  g^^.  4'*^«  6p*.  qu'on  obtien- 
drait en  multipliant  ces  deux  dimensions  serait  g  pieds  carrés,  plus  4  pieds- 
pouces  et  plus  de  6  pieds-lignes.  Cette  loi  de  subdivision  est  plus  simple  que 
la  première,  soit  pour  déterminer  la  superficie  des  figures,  soit  pour  en 
évaluer  le  prix. 

Il  est  bon  d'observer  I^  qu'une  toise-pied  contient  6  pieds  carrés,  qu'une 
toise-pouce  contient  7 2  pouces  carrés,  qu'une  toise-ligne  contient  7  2X 1 2  ou  864 
lignes  carrées,  etc.  ;  2''.  que,  comme  un  pied  carre  contient  i44  pouces  carres, 
et  qu'une  toise-pouce  contient  72  pouces  carrés,  la  toise-pouce  est  un  demi- 
pied  carré;  comme  un  pouce  carré  contient  i44  lignes  carrées,  et  qu'une 
toisc-ligne  contient  72  X  12  ou  i44x6  lignes  carrées,  une  toise-ligne  égale 
6  pouces  carrés,  comme  une  ligne  carrée  contient  i44  points  carres,  et  une 
toise-point  72X  12  x  12  ou  72  x  k44  points  carrés,  une  toise-point  contient 

-2 — ^  =7^  lignes  carrées  ou  un  demi-pouce  carré,  etc.,  parce  qu'au 

moyen  de  ces  observations,  il  sera  facile  de  passer  d'un  nombre  de  toises 
carrées,  toises-pieds,  toises-pouces,  etc.,  au  nombre  de  toises  carrées ,  pieds 
carréSi  pouces  carrés,  etc.,  et  réciproquement. 

Mesures  j4graires  anciennes. 

Ces  mesures  sont  l'arpent  et  la  perche.  Un  arpent  se  compose  toujours  de 
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loo  perches  carrées ,  mais  il  y  a  deux  perches  différentes  :  la  perche  de  Paris 
qui  est  de  i8  pieds  de  côté,  et  celle  des  eaux  et  forêts  qui  est  de  22  pieds 
de  côté. 

Quand  la  perche  est  de  18  pieds  de  côte,  Tarpent  se  compose  de  82400 
pieds  carrés,  ou  900  toises  carrées,  la  perche  étant  alors  de  324  pil^ds  carrés, 
ou  de  g  toises  carrées.  Ainsi,  Tarpent  de  Paris  est  un  carré  qui  a  180  pieds  ou 
3o  toises  de  côté. 

L^arpent  des  eaux  et  forêts  se  compose  de  4^4^^  pieds  carrés  ou  i344  ~^ 
toises  carrées ,  la  perche  étant  de  484  pie^  carrés. 

Nouvelles  Mesures  de  Superficie. 

Les  nouvelles  mesures  de  superficie  sont  le  mètre,  le  décimètrCi  le  cenli? 
mètre,  etc.  carrés,  pour  les  usages  ordinaires,  et  Thectagre  et  Tare  pour  h 
mesure  des  champs. 

Première  loi  de  Subdiçisions. 

Le  mètre  carré  vaut  100  décimètres  carrés,  le  décimètre  carré  vaut  100 

centimètres  carrés,  le  centimètre  carré  yaut  iqo  millimètres  carrés,  et  ainsi 

de  suite. 

Seconde  loi  de  Subdiçisions. 

Le  mètre  se  compose  de  10  rectangles  qui  ont  un  mètre  de  base  et  un  déci- 
mètre de  hauteur,  qu'on  pourrait  appeler  mètres-déci;  le  mètrc-déci  se  com- 
pose de  10  rectangles  d'un  mètre  de  base  et  d'un  centimètre  de  hauteur,  qu'oa 
pourrait  appeler  mètres-cerUi,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  la  mesure  de  la  superficie  des  surfaces ,  on  adopte  cette  loi  de  sobdi* 
visions  pour  plus  de  facilité  dans  les  évaluations. 

Quant  à  l'hectare  ou  l'arpent  métrique,  il  se  compose  de  100  ares  ou  lOooQ 
mètres  carrés,  et  l'are  de  100  mètres  carrés. 

Voici,  maintenant,  les  rapports  des  mesures  anciennes  rapportées  auxnou^ 
velles ,  et  des  nouvelles  rapportées  aux  anciennes. 

BAPPORTS   DES   ANCIBUNSS   MESURES   AUX   NOUVELLES. 

La  toise  carrée  vaut  en  mètres  carrés.  •  .     3,b7987436338 

La  toise-pied • o,"633aia3938g 

La  tobe-poure Oi^oSa^SSfiSiS 

La  toise-ligne o,"oo43973884 

etc. 

Le  pied  can-é '.     o,"io55373a3o 

Le  pied-pouce P,"oo87947769 


Gioui&rEiE  plane: 
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Xe  pied-Iigne  oa  pouce  carré. 

Le  pied-point ;  •  , 

Et  la  ligne  carrée  ••••*•• 


09*0007328980 
o,"oeoo6 10748 
o^'oooooSoSpS 


RAPPORTS   DES  NOUVBLLSS   MESURES  AUX  '  ANCIERirES. 

Le  mètre  carré  Tant  en  toise  carrée  0/263244929476 ,  ou  en  pieds  carrés  qMj^^ 
Le  mètre-déci 0^*0263244929476  0,^94768 

Le  inétre<K:enti  ou  dccîmotre  carré.  0,^)0263244929476  0,^*094768 

Le  mètre-milli o,H)oo2d324492947(>         01^0094768 

etc. 

Le  centimètre  carré O|tOOO0263244939476      o,i'ooo94768 

Le  millimètre  carré 0,^0000002632449^947^ 0,^0000094768 

RAPPORTS  I^M  MESURES  AGRAIRES  DES  AITCIENRES  AUX  ITOUVELLEES^    ET  RiciPROQUEMBlfT. 


Fiedf  carrëi. 

Toîfei  carrées. 

Mètres  carrés. 

484 

i3,44 

5 1,07 

48400 

1 344,44 

6107,20 

3a4 

9,00 

34,19 

3a4oo 

900,00 

3418,87 

947.7 

26,32 

100,00 

94768,2 

2632,45 

10000,00 

La  perche  des  eaux  et  forêts. 
L'arpent  des  eaux  et  for^fs  .  . 

La  perche  de  Paris ^  , 

L*arpent  de  Paris 

L'are 

L'hectare 


Si  Ton  veut  rapporter  les  unités  superficielles  étrangères,  anciennes  et 
modernes,  aux  mesures  nationales,  on  n'aura  qu'à  carrer  les  rapports  con- 
Unos  dans  le  tableau  de  la  page  65  et  suivantes  de  ce  yolume. 

ly""'.    LEÇON. 

Problèmes  relatas  au  Cercle  et  à  la  Ligne  droite. 

333.  PEOBL&BIE  5i.  Trouçer  le  centre  d'un  cercle  donné. 
Jhender  procédé.  On  mènera  deux  cordes  AB ,  BC  (fig.  i64)  quelconques, 
ma  ne  soient  pas  parallèles;  sur  le  milieu  de  chacune  de  ces  cordes  ÂB,  BC, 
on  ëlerera  une  perpendiculaire,  et  le  point  O  d'intersection  de  ces  deux  per- 
pendiculaires OE ,  OD,  sera  le  centre  demandé  (n^  lyS  ). 

Second  procédé.  Sur  le  milieu  d'une  corde  AB  quelconque  (fig.  164)9  on 
élerera  une  perpendiculaire  £F,  qui  sera  un  diamètre  du  cercle,  et,  par 
conséquent,  le  milieu  de  ce  diamètre  sera  le  centre  demandé. 

334.  PnoBL^MK  Ss.  Par  trois  points  A,  B  e/  C  (fig.  164)  donnés  non 
en  ligne  droite^  on  demande  défaire  passer  une  circonférence  de  cercle. 

4a 


jjo  cojtks  D£  coîîSTaccnoy. 

P'i'âJiqa^  ks  trois  polnls  donnés  A,  B  et  C  doÎTent  se  troover  sur  la  cir- 
conférence demandée,  en  les  joignant  par  les  droites  AB,  BC,  ces  deux 
dr'>;t^s  AB,  BC  seront  des  cordes  du  cercle,  et  par  conséquent  le  problème 
actuel  se  résoudra  par  le  premier  procédé  da  précédent. 

335.  PEOBLLME  53.  Par  trois  points  A,  B  £/  C  (fig.  i65)  donnés  non  m 
ligne  droite ,  on  demande  défaire  passer  un  arc  de  cercle  sans  se  servir  du 

centre. 

Joignons  les  trois  points  donnés  par  des  droitp«,  de  manière  à  former  le 

triangle  ABC,  et  supposons  le  problème  résolu  :  les  angles  ASB,  ATB, 

AUB,  AVB  inscrits  dans  le  segment  de  cercle  ACB,  seront  tous  égaux  à 

l'angle  ACB  (n*.  200),  si  donc  nous  formions  une  suite  d*angles  ASB,  ATB, 

AUB,  AVB,  etc.,  égaux  à  l'angle  ACB,  les  sommets  S,  T,  C ,  U,  V,  etc., 

seraient  autant  de  points  de  l'arc  demandé.  Or,  la  somme  des  trois  anglei 

d*un  triangle  étant  égale  à  deux  angles  droits,  pour  que  les  angles  ASB, 

ATB ,  etc.,  soient  égaux  à  Tanglc  ACB,  il  faut  nécessairement  que  la  somme 

des  angles  adjacens  au  côté  AB  reste  la  même  pour  tous  les  triangles  ASB, 

ATB,  ACB ,  AUB,  etc.  Si  donc  on  fait  augmenter  Fangle  CAB  d'une  ce^ 

tainc  quantité  CAS,  il  faudra  diminuer  Tautre  angle  CBA  d'une  quantité 

CBS=CAS,  afin  que  Tangle  ASB  soit  égal  à  Tanglc  ACB.  Il  est  clair  qall 

faudrait  raisonner  de  la  même  manière  pour  les  autres  angles  ATB,  AUB, 

AVB,  etc. 

Voici  maintenant  le  procédé  qu'il  faut  suivre  pour  se  conformer  à  ce  foi 
Tient  d'être  dit. 

Par  les  sommets  A  et  B  des  angles  CAB,  ABC,  comme  centres,  on  dé- 
crira les  arcs  de  cercles  ER ,  GP  avec  le  même  rayon;  on  divisera  TarcEF 
compris  entre  les  côtés  de  Tanglc  CAB,  en  autant  de  parties  égales  qa'oi 
Youdra,  en  trois,  par  exemple;  à  partir  du  point  H,  et  au-dessus  du  côtéBCi 
on  portera,  sur  Tare  HP,  autant  de  fois  Tune  £1  des  parties  égales  de  Tatc 
EF,  qu^on  a  de  points  de  division  moins  un  dans  ce  dernier  arc;  et  ensmtet 
par  le  point  A  et  les  points  de  division  de  Tare  EF,  on  mènera  les  droitei 
indéfinies  AI ,  AK,  etc.  ;  par  le  point  B  et  les  points  O,  P,  etc.  (placés  f^ 
Tare  IIP,  comme  il  vient  d'être  dit  ),  on  mènera  les  droites  BP,  BO,  d&r 
qui  rencontreront  respectivement  les  premières  AI,  AK,  etc.,  aux  poifibYi 
U,  etc.,  qui  appartiendront  à  Tare  demandé,  car  il  est  évident  queiiM 
avons  augmenté  Tangle  ABC  successivement  des  mêmes  quantités  que  notf 
avons  diminué  Tanglc  CAB.  En  opérant,  sur  Tare  GH  comme  nous  venoBi 
de  le  faire  sur  Tare  ËF  et  réciproquement,  nous  obti(uidrons  les  points  Si 
T,  etc.  Connaissant  les  points  S,  T,  C,  U,  V,  on  les  réunira  à  la  main  pu 
une  courbe  ACB,  qui  sera  Tare  demandé. 


GEOMETRIE  PLANE.  333 

342.  paOBLÉME  60.  On  dorme  une  droite  ÂB  et  un  cercle  dont  le  centre  est 
C  (fig.  172),  et  on  demartde  de  mener  une  tangente  au  cercle,  qui  fasse  un 
angle  donné  açec  la  droite  donnée  AB. 

On  mènera  une  droite  ab  qui  fasse;  avec  la  droite  donnée  AB,  un  angle 
Kab  ëgal  à  Tangle  donné,  et  le  problème  se  réduira  au  précédent,  la  droite 
ab  remplaçant  la  droite  AB. 

343.  PROBLÂME  6t.  Perpendiculairement  à  une  droite  DD  (fig.  lyS),  on 
demande  de  mener  une  tangente  à  un  cercle  donné  dont  le  centre  est  C. 

Par  le  centre  G  du  cercle,  on  mènera  un  diamètre  ££  parallèle  à  la  droite 
donnée  DD  ;  par  les  extrémités  E ,  £  de  ce  diamètre ,  on  abaissera  à  la  droite 
donnée  DD  les  perpendiculaires  £D,  £D,  qui  seront  chacune  la  tangente 
demandée,  ce  qui  est  évident. 

344-  P&OHiÊME  62.  Trois  droites ,  dont  deux  seulement  peuçent  être  pa^ 
raUèles ,  étant  données  comme  on  voudra ,  on  demande  de  décrire  un  cercle 
qid  soit  tangent  à  toutes  les  trois  à  la/ois. 

Soient  AB,  BC  et  CA  (fig.  174,  lyS  et  176)  les  trois  droites  données} 
on  divisera  les  angles  ABC ,  BC  A  chacun  en  deux  parties  égales  par  les 
droites  BF,  CF,  et  le  point  F,  où  les  droites  BF,  CF  se  couperont,  sera 
k  centre  du  cercle  demandé.  On  aura  le  rayon ,  en  abaissant ,  par  le  point  F, 

une  perpendiculaire  FK,  FI  ou  FL  sur  Tune  quelconque  des  trois  droites 

données/ 
En  effet,  les  trois  perpendiculaires  FK,  FI,  FL  sont  égales  entre  elles , 

car  les  triangles  BFK ,  BFI  sont  égaux,  ainsi  que  les  triangles  IFC,  LFC; 

pnisqae  ces  triangles  sont  rectangles,  qu^ils  ont  Thypothcnuse  BF,  CF  com- 

QDne,  et  un  angle  aigu  égal  (n^  37  ) ,  les  droites  FB  ,  FC  divisant  les  angles 

ABC,  BCA ,  en  deux  parties  égales  ;  donc  FK=FI  =FL  :  ces  trois  droites 
seront  donc  des  rayons  du  cercle  demandé ,  et  comme  ces  rayons  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  trois  droites  données,  ces  dernières  seront 
Ungentes  au  cercle  décrit  du  point  F,  comme  centre,  et  avec  le  rayon  FK, 
FI  ou  FL. 

345.  PROBLÈME  63.  On  demande  un  cercle  guipasse  par  un  point  donné 
A  (fig.  177  ),  et  qui  soit  tangent,  à  un  cercle  donné  dont  le  centre  est  C,  enun 
point  dtmné  B  sur  la  circonférence  du  cercle  donné. 

S  par  le  centre  G  du  cercle  donné  et  le  point  de  contact  B ,  on  mène  Ja 
droite  GB,  indéfiniment  prolongée^  le  centre  du  cercle  demandé  «sera  sur 
Mte  droite  GB  (n^  i88).  Ensuite,  si  sur  le  milieu  de  la  droite  AB,  menée 
par  les  deox  points  donnés,  on  mène  une  perpendiculaire  £D,  le  point  D, 
9Ù cette  dernière  droite  rencontrera  la  droite  CD,  sera  le  centre  du  cercle 
kmandé.  Quant  au  rayon ,  il  sera  égal  à  BD« 
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On  remarquera  que  le  point  donné  A,  au  lieu  d'être  donne  hors  du  cercle, 
pourrait  être  donne  intérieurement. 

346.  PROBLEME  64.  On  donne  im  cercle  dont  le  centre  estC{  fig.  177  ),  et 
on  demande  un  cercle ,  d'un  rayon  donné,  quisoU  tangent  au  premier  aupoini 

donné  h. 

Par  le  centre  G  du  cercle  donné  et  le  point  de  contact  B,  on  mènera  h 
droite  CB  indéfiniment  prolongée;  sur  le  prolongement  de  cette  droite,  on 
fera  BD  égal  au  rayon  donné,  et  le  point  D  sera  le  centre  du  cercle  de- 
mandé. 

On  pourrait  porter  le  rayon  donné  de  B  vers  G  »  et  alors  le  cercle  demanda 
serait  intérieur  au  cercle  donné. 

347-  PROBLEME  65.  Une  droite  et  deux  points  situés  du  même  cM  de  h 
droite  étant  donnés,  on  demande  de  décrire  un  cercle  qui  passe  par  les  àeii9 
points  et  qui  soit  tangent  à  la  droite. 

Il  faut  distinguer  deux  cas  :  le  cas  où  les  deux  points  donnés  sont  sitoô 
à  la  même  distance  de  la  droite  donnée,  et  le  cas  contraire. 

I^  Soient  AB  la  droite  (fig.  178),  et  D  et  G  les  points  donnes;  et  suppo» 
sons  que  la  droite  DC  qui  passe  par  les  points  donnés  soit  parallèle  à  AB: 
dans  ce  cas  on  élèvera  une  perpendiculaire  F£  au  milieu  de  la  droite  DC,  d 
cette  droite  £F  sera  aussi  perpendiculaire  à  ÂB;  mais  la  droite  DG  doit  état 
une  corde  au  cercle  demandé;  donc  la  droite  F£  passera  par  le  centre  de  ce 
cercle.  De  plus,  toute  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  passe 
par  le  point  de  contact  ;  le  point  £  sera  donc  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente AB;  le  cercle  dcniandé  passera  donc  par  les  trois  points  D,  G  et  E; 
ainsi,  la  perpendiculaire  GI,  menée  sur  le  milieu  d^  D£,  rencontrera  If 
droite  F£  en  un  point  I  qui  sera  le  centre  de  ce  cercle. 

2^  Si  la  droite  DG  qui  passe  par  les  points  donnés  D  et  G  (fig.  179))  D*est 
pas  parallèle  à  la  droite  donnée  AB ,  on  la  prolongera  jusqu^à  la  rencontre 
de  AB  au  point  £ ,  et,  si  Ton  suppose  le  problème  résolu  et  que  le  cercle de« 
mandé  soit  GDG,  on  verra  que  la  droite  G£  sera  une  sécante  à  ce  cercle, 
£D  sa  partie  extérieure,  et  £G  une  tangente  menée  par  le  même  point  E  :  on 
aura  donc  (n^  209)  £G  :  £G  :  :  £G  :  £D  ;  mais  on  connaît  £G  et  £D;  on 
aura  donc  £G,  en  décrivant  une  demi -circonférence  GF£  sur  GE,  comme 
diamètre;  en  élevant  par  le  point  D  une  perpendiculaire  DF  sur  GE,  et  en 
portant  £F  de  £  en  G  ou  de  £  en  H,  ce  qui  donnera  le  point  de  contact  G 
ou  II  :  le  cercle  demandé  passera  donc  par  les  trois  points  G,  D  et  G ,  on 
H ,  D  et  G  ;  ainsi ,  on  trouvera  le  centre  I  ou  K  comme  au  n\  334* 

On  voit  que  y  dans  ce  cas,  le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions. 
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348.  paOBLÂME  66.  Deux  droites  AB,  AC  (fig.  i8o)  et  un  point  F  étant 
donnés^  on  demande  de  décrire  un  cercle  qui  passe  par  le  point  F ,  et  qui  soit 
fangerU  aux  deux  droites  données. 

On  divisera  en  deux  parties  égales,  par  une  droite  AG,  Tangle  BAC  des 
Jeux  droites  données;  on  prendra  un  point  I  quelconque  sur  la  droite  A  G , 
par  lequel  on  abaissera  la  perpendiculaire  IK  ou  IL,  et  d^un  rayon  égal  à  IK 
9u  IL,  et  du  point  I  comme  centre,  on  décrira  le  cercle  YiniLn.  Cela  fait,  on 
ncncra  la  droite  AF  par  le  point  F  donné  et  le  point  A,  et  par  le  point  m  ou 
e  point  H,  où  la  droite  AF  coupera  la  circonférence  du  cercle  dont  le  centre 
58t  I ,  on  mènera  le  rayon  ml  ou  n\  ;  par  le  point  F  donné  on  mènera  FO  pa- 
rallèle à  ml  ou  FG  parallèle  à  72I,  et  le  point  O  ou  le  point  G  sera  le  centre 
du  cercle  demandé  :  en  abaissant,  par  le  point  O  ou  le  point  G,  la  perpen- 
diculaire OD  ou  GB  sur  la  droite  AB,  on  aura  OD  ou  GB  pour  le  rayon  du 
même  cercle* 

En  effet,  à  caose  que  la  droite  À  G  divise  Tangle  BAC  en  deux  parties 
^les,  tous  les  cercles  qui  auront  leur  centre  sur  cette  droite,  et  pour  rayon 
h  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  cette  même  droite  pris 
pour  centre,  sur  la  droite  AB  ou  AC,  ^seront  tangens  à  la  fois  aux  deux  droites 
ABet  AC;  par  conséquent,  les  cercles  qui  ont  leurs  centres- en  I,0  et  G,  sont 
taagenft  à  ces  deux  droites  AB  et  AC  :  il  suffira  donc  de  démontrer  que  le 
cercle  qui  a  son  centre  en  O  ou  celui  qui  a  son  centre  en  G,  passe  par  le  point 
F  donné,  ce  qui  revient  à  démontrer  que  OF  =  OD,  ou  que  GF  =  GB. 
Or,  ï  cause  des  parallèles  Im,  OF,  on  a  AI  :  AO  :  ;  Im  :  OF,  et  à  cause  des 
panllèles  IK  et  OD,  on  a  AI  :  AO  :  :  IK  :  OD ,  donc  Im  :  OF  :  :  IK  :  OD  ; 
uisIm=IK,  donc  OF  =  OD.  On  démontrerait  de  même  que  GF  =  GB. 
Bemarque.  Si  les  deux  droites  données  étaient  parallèles,  on  mènerait 
«M  troisième  parallèle  à  égale  distance  des  premières,  et  par  le  point  donné 
comme  centre,  et  d^un  rayon  égal  à  la  moitié  de  la  distance  des  droites  don- 
nées, on  décrirait  un  arc  de  cercle  qui  couperait  la  troisième  parallèle  en  un 
|MnDt  qui  serait  le  centre  du  cercle  demandé. 

34g«  PROBuSbie  67.  Décrire  un  cercle  tangent  à  deux  droites  et  à  un  cercle 
mimném 
Ce  problème  est  susceptible  de  quatre  solutions. 

Soient  AB  et  CD  (fig.  181  et  182)  les  droites  données,  et  K  le  centre  du 
code  donné  dont  KH'  est  le  rayon. 

On  commencera  par  mener  les  droites  GII  et  £F  intérieurement  (fig.  181) 
»a  extérieurement  (fig*  182  )  respectivement  parallèles  aux  droites  données 
kB  et  CD9  à  une  distance  égale  au  rayon  KH'  du  cercle  donne.  Cela  fait,  on 
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cherchera  le  centre  O  ou  I  d'un  cercle  GK£  on  HKF  qui  passe  par  le 
centre  K  du  cercle  donné,  et  qui  soit  tangent  aux  droites  GH  et  £F  (n^  348). 
On  abaissera  ensuite  les  droites  AO  et  OD ,  ou  BI  et  IC  rcspectivenient 
perpendiculaires  aux  droites  AB  et  CD,  par  le  point  O  ou  I  :  les  points  A 
et  D  ou  B  et  C  seront  les  points  de  contact  des  droites  données  AB  et  CD, 
et  du  cercle  demandé  AH'D  ou  BQC  ;  quant  au  rayon  du  cercle  demandé , 
il  est  visiblement  OA  ou  IB. 

Les  raisons  sur  lesquelles  ce  procédé  se  fonde  sont  asse^  évidentes  d^elles- 
mêmes. 

35o.  PROBLÈME  68.  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  un  point  donné,  et 
qui  soit  tangent  à  un  cercle  et  à  une  droite  donnée. 

Pour  que  ce  problème  soit  possible ,  il  faut  que  le  point  et  la  droite  donnés 
soient  ou  tous  les  deux  en  dedans,  ou  tous  les  deux  en  dehors  du  eeitle 
donné.  Le  cas  où  le  point  et  la  droite  donnés  sont  dans  le  cercle  donné  est 
représenté  par  la  figure  i83,  et  le  cas  contraire  par  les  figures  i84  et  i85. 
Mais  la  solution  est  la  même  à  peu  près  pour  Tun  et  l'autre  cas. 

Soient  M  le  point  et  AB  la  droite  donnes,  et  I  le  centre  du  cercle  donné 
CTDT(fig.  i83,  i84et  i85), 

Supposons  maintenant  que  le  problême  soit  résolu,* et  qu*en  conséquence 
le  cercle  demandé  soit  MTFP,  son  centre  le  point  K,  le  point  de  contact  du 
cercle  donné  et  du  cercle  demandé  le  point  T,  le  point  de  contact  de  la  droite 
AB  donnée  et  du  cercle  demandé  le  point  F. 

Si  maintenant  on  mène  le  rayon  KF  au  point  de  contact  F ,  ce  rayon  sera 
perpendiculaire  à  la  droite  AB ,  et  si  on  mène  le  diamètre  CD ,  du  cercle 
donné,  perpendiculaire  à  la  même  droite  AB,  ce  rayon  KF  et  ce  diamètre 
CD  seront  parallèles ,  de  sorte  que ,  si  on  mène  la  droite  TF  par  le  point  T 
et  le  point  F ,  on  aura  les  deux  triangles  TKF  et  TID  qui  seront  semblableSi 
et  comme  le  triangle  TKF  est  isocèle,  le  triangle  TID  le  sera  aussi;  donc 
ID  =IT ,  mais  IT  est  un  rayon  du  cercle  donné  ;  donc  ID  sera  aussi  un  nyoB 
du  même  cercle,  et  le  point  D,  où  la  droite  TF  rencontre  CD,  est  à  la  Ctf^ 
conférence  du  cercle  donné. 

Que  Ton  mène,  à  présent,  MD  par  le  point  donné  M  et  Textrémité  D  du 
diamètre   CD   (fig.  i83  et  i84),    on    aura    DMxDP  =  DTxDF  ;  nuis 
DTxDF=DExDC,  car  le  quadrilatère  CTFE  est  inscriptible.  En  effet, 
si  on  mène  la  droite  TC ,  Tangle  CTD  sera  droit ,  puisque  le  sommet  T  est 
a  la  circonférence  et  les  côtés  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  da 
cercle  donné  CTDT;  et  de  plus,  Tangle  AEC  est  droit  aussi;  donc  le  qua- 
drilatère CTFE  est  inscriptible  (no.  2^2) ,  donc  DTxDF  =  DCxDE;  d'où 
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il  suit  que  DM  X  DP  =  DC  X  DE  ;  donc  DM  :  DC  ;  :  DE  :  DP  ;  c'est-à-dire 
que  DP  est  une  quairicme  proportionnelle  aux  droites  DM,DC,  et 
DE.  Ainsi,  cherchant  cette  quairicme  proportionnelle,  et  la  portant  de  D 
en  P,on  aura  un  second  point  P  du  cercle  MTFP  demande.  On  aura  le  centre 
K  et  le  rayon  FK  par  le  procédé  donné  au  n".  347. 

Pour  le  cas  de  la  figure  1 85,  il  est  facile  de  voir  (si  Ton  suppose  le  problème 
résolu  )  par  la  similitude  des  triangles  TKF^TIC ,  que  la  droite  TF  passe  par 
le  point  G,  extrémité  du  diamètre  du  cercle  donné.  Ainsi,  si  par  le  point  M 
donné  et  le  point  G  on  mène  la  corde  MP  au  cercle  demandé ,  on  aura 
MÇ  X  GP  =  GTXGF.  Mais  les  triangles  semblables  CTD  et  CEF  donnent 
ÇT:CE::GD:CF;  donc  GTxCF  =  CExCD  :  par  conséquent 
Mc'x  GP  =  GE  X  GD,  d'où  GM  :  GD  ;  :  GE  :  GP.  Pour  le  reste  de  la  so- 
lution, on  se  conduira  comme  pour  les  cas  préccdcns. 

35 1.  PROBLÈME  69.  Décrire  un  cercle  tangent  à  une  droite  et  à  deux  cercles 

donnés. 
Ce  problème  présente  trois  circonstances  :  1®.  les  deux  cercles  donnés  seront 

cndehors  du  cercle  demandé  (fig.  i86);2^  les  deux  cercles  donnés  seront  dans 
k  cercle  demandé  (fig.  187  )  ;  3*".  Tun  des  cercles  donnés  sera  en  dedans  et 
Tuitre  en  dehors  du  cercle  demandé  (fig.  188).  Mais  Tinspection  des  figures 
etone  seule  démonstration  suffiront  pour  entendre  ces  trois  circonstances, 
qmsont  susceptibles  chacune  de  deux  solutions. 

Soient  I  et  O  les  centres  des  cercles  donnés,  et  AB  la  droite  donnée 
(fig.  186,  187  et  188). 

Supposons  maintenant  que  le  problème  soit  résolu,  et  soit  K  le  centre  du 

cercle  demandé. 

Du  centre  O  et  d'un  rayon  égal  à  la  différence  (fig.  186  et  187  )  ou  à  la 
iomme  (fig.  188)  des  rayons  donnés  IH  et  OT,  on  décrira  le  cercle 
ÇDr;  parallèlement  à  la  droite  AB ,  et  à  une  distance  égale  au  rayon  IH  , 
on  mènera  la  droite  ab\  on  cherchera  ensuite  le  centre  K  d'un  cercle  rFl 
pissant  par  le  centre  I,  et  tangent  au  cercle  GDr  et  à  la  droite  ah  ;  le  centre 
Ksera  aussi  celui  du  cercle  demandé.  En  effet,  en  menant  la  droite  Kl  pro- 
longée jusqu^à  ce  qu^ellc  rencontre  en  H  la  circonférence  dont  le  centre  est 
1,  et  la  droite  KO  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  T  la  circon- 

i  férence  donnée  dont  le  centre  est  O ,  on  aura  KH  =  KT ,  ce  qui  est  facile 

[  î  Toir  par  la  seule  inspection  des  figures. 

\     35a.  PROBLÊBIE  70.  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  deux  points  donnés  , 
itqui  swi  tangent  à  un  cercle  donné. 
11  est  dyidentquece  problème  n'est  possible,  qu'autant  que  les  deux  points 

43 
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elle  point  D  la  droite  HD,  on  aura  DCxDG  =  DHxDN;  donc  DFxDE 
=  DHxDN:d'où  il  suit  que  les  cercles  LRN,  HCGN  ont  un  point  de 
commun  N.  Je  dis  maintenant  qu'ils  n'ont  que  ce  point  de  commun.  En 
effet,  les  cordes  HP,  ON  sont  semblables,  mais  les  cordes  HP  etHNIe 
sont  aussi ,  donc  les  cordes  HN  et  ON  sont  semblables  ,  et  les  deux  cercles 
HGN,  LPiN  sont  tangent  au  point  N. 

355.  PROBLEME  73.  Décrire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

Soient  A,  B  et  C  les  centres  des  cercles  donnés.  Du  centre  A  et  d'un 
rayon  AE  =  AM  —  CK  (fig.  igS),  ou  d'un  rayon  AE  =  AM -+- CK  (fig.  194), 
qu'on  décrive  le  cercle  EG;  du  centre  B  et  d'un  rayon  BF  =  BL  — CK 
(fig.  ig3)  ou  d'un  rayon  BF  =  BL  +  CK  (fig.  194)»  qu'on  décrive  lecerck 
FH;  et,  enfin,  qu'on  décrive  un  troisième  cercle  GCH  qui  soit  tangent  aux 
deux  premiers  et  qui  passe  par  le  centre  donné  C ,  par  le  procédé  du 
n^.  i54i  et  le  centre  D  ou  I  de  ce  nouveau  cercle  sera  celui  du  cercle  de- 
mandé, ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  rendre  raison  par  l'examen  des  figures. 

l8"%    LEÇON. 


Trigonométrie  rectiligne.  Préliminaires, 

356.  Il  y  a  deux  méthodes  de  résoudre  les  problèmes  de  géométrie  :  U 
mé\\ïoà(t  graphique ,  et  la  méthode  numérique,  La  première  est  celle  qui  em- 
ploie la  règle  et  le  compas,  et  la  seconde  celle  qui  se  sert  de  l'arithmétique 

La  méthode  graphique  a  le  défaut  de  ne  conduire  qu'à  des  résultats  plus 
ou  moins  approchés,  à  cause  de  l'imperfection  des  instruniens  dont  elle  fût 
usage  ;  tandis  que  la  méthode  numérique   donne   des  résultats  aussi  exacts 
qu'on  peut  le  désirer.  Cependant  la  première  méthode  est  indispensable  dans 
les  arts,  et  surtout  en  architecture,  tant  par  l'élégance  de  ses  procédés,  que 
parce  qu'elle  a  l'avantage  de  peindre  aux  yeux  les  objets  dont  on  s'occupe, 
avantage  que,  souvent,  rien  ne  peut  suppléer.  Au  reste,  ces  deux  méthodes 
se  prêtent  de  mutuels  secours,  qui  les  rendent  également  précieuses.  Cest 
en  combinant  ces  deux  méthodes  avec  discernement,  et  en  leur  appliquant 
l'algèbre  à  propos,  que  l'on  se  mettra  a  même  de  surmonter  toutes  les  dif- 
ficultés qui  dépendent  de  la  géométrie  :  c'est  ce  que  nous  tâcherons  de  faire 
dans  ce  cours. 

La  trigonométrie  a  pour  objet  de  résoudre  numériquement  les  triangles  ; 
c'est-à-dire  que,  connaissant  trois  des  six  choses  qui  entrent  dans  un  triangle 
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{singles  et  côtés),  pourvu  que  parmi  les  trois  choses  connues  il  y  ait  au  moins 
un  côté  f  la  trigonométrie  fera  connaître  numériquement  les  trois  autres 
choses  du  triangle. 

La  trigonométrie  étant  fondée  sur  les  propriétés  des  sinus,  cosinus,  tan- 
gentes, cotangentes,  etc.,  c'est  par  Texposition  de  ces  propriétés  que  nous 
allons  commencer. 

357.  On  appelle  sinus  d'un  arc  AM  ou  d^un  angle  MIA  (fig.  igS),  la  per- 
pendiculaire MP  abaissée  par  une  des  extrémités  M  de  Tare  sur  le  rayon  lA 
du  cercle  qui  passe  par  l'autre  extrémité  A  de  cet  arc.  Pour  designer  que  PM 
est  le  sinus  de  Tare  A  M,  on  écrit.  sin.AM  =:  PM. 

358.  Le  cosinus  de  cet  arc  AM ,  est  la  distance  IP  du  centre  du  cercle  au 
pied  du  sinus.  Mais  si  le  diamètre  CD  est  perpendiculaire  sur  le  diamètre 
AB,  et  que  par  le  point  M  on  mène  la  droite  MQ  parallèle  à  AB,  MQ  éga- 
lera PI,  de  sorte  qu'on  peut  dire  aussi  que  le  cosinus  de  Tare  AM  est  la 
droite  MQ.  Pour  désigner  que  IP  ou  QM  est  le  cosinus  de  Tare  AM,  on 
écrit  :  COS. A  M  =  IP  ou  QM.  La  différence  AP  entre  le  rayon  et  le  cosinus 
s^appelle  le  sinus-verse  du  même  arc  que  le  cosinus  ;  mais  cette  ligne  trigo- 
notùétrique  n'est  pas  d'un  grand  usage  dans  les  élémens.  Pour  désigner  que 
AP  est  le  sinus- verse  de  l'arc  AM ,  on  écrit  sin.ver.AM  :=  AP,  et  on  a  tou- 
jours sin.ver.  AM  =  R  —  cos.AM. 

359.  Si  par  l'extrémité  A  de  Tare  AM  on  mène  la  tangente  AT,  qui  sera 
parallèle  au  sinus  PM ,  la  longueur  AT  de  cette  tangente  comprise  entre  le 
point  A  et  le  point  T  où  la  tangente  AT  rencontre  le  rayon  IM  prolongé, 
sera  la  tangente  de  l'arc  AM.  Pour  désigner  que  AT  est  la  tangente  de  l'arc 
AM ,  on  écrit  :  tang.AM  =  AT. 

360.  Si  par  l'extrémité  C  du  rayon  IC  perpendiculaire  à  AI ,  on  mène  la 
tangente  C^,  la  longueur  Cf  de  cette  tangente,  comprise  entre  le  point  C  et 
le  point  t  où  la  tangente  Ct  rencontre  le  rayon  IM  prolongé ,  sera  la  cotan- 
gente  de  l'arc  AM.  Pour  désigner  que  Ct  est  la  cotangente  de  l'arc  AM,  on 
écrit  :  cot.AM  =  C^. 

36i.  On  appelle  sécante  de  l'arc  AM,  la  longueur  IT  comprise  entre  le 
centre  du  cercle  et  le  point  T  où  la  tangente  AT  rencontre  le  rayon  IM  pro- 
longé. Pour  désigner  que  IT  est  la  sécante  de  l'arc  AM ,  on  écrit  :  séc. AM 

r=IT. 

362.  Enfin ,  on  appelle  cosécante  de  l'arc  AM ,  la  longueur  1/  comprise 
entre  le  centre  du  cercle  et  le  point  t  où  le  rayon  IM  prolongé  rencontre  la 
cotangente  Ct.  Pour  désigner  que  It  est  la  cosécante  de  l'arc  AM ,  on  écrit  : 
cosé.AM  =  I/. 
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Voyons,  à  présent,  quelles  sont  les  relations  qui  enstent  entre  les  arcs 
de  cercle  et  les  lignes  trigonomëtriques  qui  en  dépendent. 

363.  Premièrement  supposons  que  Tare  AM  (fig.  196)  soit  nul,  c*est-à- 
dire  que  le  point  M  soit  sur  le  point  A  ;  i".  le  point  P  sera  aussi  sur  le  point 
A,  et  par  conséquent  le  sinus  PM  sera  nul,  et  le  cosinus  IP  deviendra  le 
rayon  lA  ;  de  sorte  que  sin.o  ;=  o,  et  cos.o  =  R,  en  représentant  le  rayon 
par  R. 

2^.  Le  point  T ,  dans  la  même  hypothèse ,  sera  sur  le  point  A,  d^où  il  suit 
que  la  tangente  AT  sera  nulle  en  même  temps  que  Tare  AM  ;  on  aura  donc 
tang.o=  o. 

3"*.  A  mesure  que  le  point  M  s^approchera  du  point  A ,  le  point  /  sVcar- 
lera  du  point  C,  c^est-à-dire  que  la  cotangenle  Ct  augmentera  à  mesure  que 
Tare  AM  diminuera;  et  comme  lorsque  le  point  M  sera  sur  le  point  A,  le 
rayon  IM  sera  parallèle  à  C/,  ces  deux  droites  IM,  Ct  ne  pouvant  plus  se 
rencontrer,  la  cotangenle  de  Tare  nul  sera  infmie;  ainsi  cot.o  =qo  • 

4*.  Le  point  Tétant  sur  le  point  A  en  même  temps  que  le  point  M,  il 
s'ensuit  que  la  sécante  IT  devient  le  rayon  lA;  de  sorte  que  séc.o  =  R. 

S*".  Enfin,  le  rayon  IM  étant  parallèle  à  la  cotangente  C/,  la  cosécantcl/ 
devient  infinie  quand  l'arc  AM  est  nul  ;  c'est-à-dire  que  cosé.o  =  00  . 

364.  Secondement ,  supposons  que  le  point  M  ,  coïncidant  d'abord  avec 
le  point  A,  s'élève  au-dessus  de  ce  dernier,  de  manière  que  l'arc  AM  aug- 
mente continûment  ;  il  est  visible  que  le  sinus ,  la  tangente  ct  la  sécante 
augmenteront,  et  qu'au  contraire  le  cosinus,  la  cotangente  et  la  cosécantc 
diminueront  dans  le  même  temps.  Supposons  que  l'arc  AM  =  45^  ;  alors 
les  triangles  rectangles  IPM,  lAT  seront  isocèles,  et  donneront,  par  conse'- 
quent ,  IP  =  PM,  et  AT  =:  AI;  c'est-à-dire  que  sin.45^  ==cos.45*. ,  et 
tang.45^  =  R.  Mais  le  triangle  ïCt  sera  aussi  isocèle  ;  on  aura  donc  Ct=lC, 
ou  cot.  45^  =  R  ;  or,  tang.  45^  =  R  ;  donc  cot.  4S^  =  tang.  45*. 

365.  Troisièmement,  supposons  que  le  point  M  continue  de  s'écarter  du 
point  A  ,  et  qu'il  soit  enfm  arrivé  au  point  C;  de  sorte  que  AM  soit  devenu 
AC  =  90". 

1*.  Le  sinus  sera  devenu  IC  =  R,  c'est-à-dire  que  sin.go*.  =  R. 

2"".  Le  cosinus  IP  sera  nul,  et  on  aura  cos.go^  ==  o. 

3®.  A  mesure  que  l'arc  AM  augmente,   la  tangente  AT  et  la  sécante  IT 
augmentent  aussi,  et  comme  lorsque  le  point  M  est  parvenu  au  point  C,le 
rayon  IM  est  devenu  parallèle  à  la  tangente  AT,  il  s'ensuit  que  la  tangcnl^- 
et  la  sécante  de  l'arc  AC  sont  infmies  ;  ainsi  on  a  tang.  90*.  =  90  ,  et  séc.9o'* 
=  00  . 
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4*.  On  voit  que  la  cotangentc  devient  nulle  quand  le  point  M  est  au  point 
C,  puisque  le  point  /  est  aussi  sur  le  point  C  ;  ainsi ,  cot.go''.  =  o. 

5^.  Quant  à  la  cosécante,  le  point  /  étant  au  point  C  en  même  temps  que 
le  point  M,  elle  est  égale  au  rayon  IG;  de  sorte  que  cosé.go^  =  R. 

366.  Quatrièmement,  supposons  que  le  point  M  s^avance  toujours  dans 
le  même  sens^  et  quUl  soit  arrivé  au  point  M\  de  manière  que  Tare  en  ques- 
tion soit  devenu  AMCM^  <  90*. 

i"".  Le  sinus  de  cet  arc  sera  P'M^  mais  P'M'  est  évidemment  le  sinus  de 
Tare  BM';  or,  Tare  BM'  est  le  supplément  de  l'arc  AMCM';  d'où  il  suit 
qu'un  arc  a  le  même  sinus  que  son  supplément.  Appelons  a  le  supplément 
de  Tare  AMCM\  nous  aurons  AMCM'=  l8o^  —  a,  et,  par  conséquent, 
sin.(I8o^ — a)  =  sin.a. 

2^  Le  cosinus  de  Tare  AMCM^  est  égal,  en  grandeur,  à  IP';  mais  comme 
nous  avons  pris  positifs  les  cosinus  des  arcs  moindres  que  90^.,  et  que  ces 
cosinus  étaient  mesurés  de  droite  à  gauche,  et  que  ceux  des  arcs  >90'*.  sont 
mesurés,  au  contraire,  de  gauche  à  droite ,  il  faut  prendre  ces  derniers  avec 
le  signe  — ,  pour  indiquer  le  sens  dans  lequel  ils  sont  dirigés  par  rapport  au 
rayon  CI  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  et  ceci  n'est  point  du  tout  une 
convention,  mais  une  suite  nécessaire  de  la  nature  des  choses. 

En  effet,  pour  passer,  par  exemple,  du  cosinus  IP,  de  Tare  AM,  au  cosi- 
nus \p  de  l'arc  Am,  il  est  clair  que  de  IP  il  faudrait  retrancher  Py9,  qui  est 
la  distance  entre  les  pieds  des  sinus  PM,  pm  des  mêmes  arcs  ;  si  donc  du 
cosinus  IP  de  l'arc  AM  on  veut  passer  au  cosinus  \&  de  l'arc  AMCM^  de 
IP  il  faudra  retrancher  PF,  qui  est  la  distance  entre  les  pieds  des  sinus  PM , 
P'M'  des  mêmes  arcs  ;  de  sorte  qu'en  appelant  y  le  cosinus  IP'  de  l'arc 
AMCM^  on  aura  7=IP— PF;  mais  PP'  =f  IP-hlF;  donc,  en  substituant, 
y  =  IP — IP — IP'  :=  — IF.  Ainsi  il  est  démontré  que  le  cosinus  d'un  arc> 
90*.  est  négatif,  et  que,  par  conséquent,  ces. AMCM'  =  — IP'.  Mais  IP'  avec 
le  signe  -+-  est  le  cosinus  de  l'arc  M' supplément  de  l'arc  AMCM';  donc  le 
cosinus  d'un  arc  est  égal  au  cosinus  de  son  supplément  pris  en  signe  con- 
traire ;  donc ,  cos. (  I8o^  —  «)  =  —  cos. a. 

'Remarque.  Il  est  inutile  que  nous  continuions  de  considérer  les  relations 
des  tangentes,  cotangentes,  sécantes  et  cosécantes,  parce  que,  ainsi  que  nous 
le  verrons  bientôt,  ces  relations  se  déduisent  très-simplement  de  celles  des 
sinus  et  cosinus. 

3^  Au  lieu  de  rapporter  l'arc  AMCM'  à  son  supplément  BM',  on  peut  le 
rapporter  à  son  complément  négatif  (n^  18)  M'C,  que  nous  représenterons 
par  h ,  et  alors  le  sinus  P'M'  de  cet  arc  AMCM'  sera  le  cosinus  de  son  com- 
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plément  M'C  ;  de  sorte  que  sin.(  go^.+ô  )  =  ces. A,  et  le  cosinus  — QM'  de 
ce  même  arc  AMCM'  sera  le  sinus  de  son  complément  M'C,  ainsi; 
COS.  (  90".  +  ô  )  =  —  sîn.  b. 

Si  nous  revenions  à  Tare  AM,  et  que  nous  le  comparions  à  son  complé- 
ment positif  MC ,  il  est  évident  que  son  sinus  PM  serait  le  cosinus  de  son 
complément  MC ,  et  que  son  cosinus  IP  =  QM  serait  le  sinus  de  son  com- 
plément MC  ;   c'est-à-dire   que,  c  étant  son  complément,  on  aurait  : 
sîn. (go".  —  c)  =  cos.c,  et  cos. (90".  —  c)  =  sin.c. 

367.  Cinquièmement.  Supposons  toujours  que  le  point  M  continue  de  se 
mouvoir  dans  le  même  sens ,  et  que  de  sa  position  M' il  arrive  au  point  B  ; 
alors  Tare  AM  sera  devenu  une  demi-circonférence,  son  sinus  sera  o  et  son 
cosinus  —  R  :  on  aura  donc  sin.  l8o^  =  o,  et  cos.  l8o^  =  — R.  Mais  si  ce 
point  M  dépasse  le  point  B,  et  parvient,  par  exemple,  au  point  M'',  que  sera 
son  sinus  P'M^^?  Je  dis  quMl  sera  négatif. 

En  effet,  si  du  sinus  P^M^  de  Tare  BM\  on  voulait  passer  au  sinus  j/n 
de  Tare  Bjti,  P'o  étant  égal  à^'/i,il  est  clair  que  de  PW  il  faudrait  retrancher 
M'o,  c^est-à-dire  la  quantité  dont  le  sinus  P'M^  a  diminué,  en  passant  de 
l>rc  M^B  à  Tare  nB  ;  si  donc  on  veut  passer  du  sinus  FM^  de  Tare  M'fi,  au 
sinus  P'M"  de  Tare  BM",  en  appelant  œ  ce  sinus ,  on  aura  x  =  P'M' — M'M". 
Or,  M'M"=P'M'+P'M";  en  substituant  on  aura  donc  a;=P'i\JL'— FM'— PM" 
=  — P'M",  après  les  réductions;  donc  le  sinus  de  Tare  ACBM"  ou  de  son 
supplément  négatif  BM^est  négatif.  Appelons  donc  d  Tare  BM'',  et  noo5 
aurons  sin.(  i8o*.H-c?)  =  — sin.c?.  Ainsi  tous  les  sinus  qui  seront  situés  au- 
dessous  du  diamètre  AB  seront  négatifs,  tandis  que  ceux  situés  au-dessus  du 
même  diamètre  seront  positifs.  Quant  au  cosinus  de  Tare  ACBM",  étant  di« 
rigé  de  gauche  à  droite,  par  rapport  au  centre  du  cercle,  il  sera  négatif. 

368.  11  suit  de  ce  qui  précède,  i^.  que  les  sinus  de  tous  les  arcs  compris 
depuis  o  jusqu^à  iSo*".  ou  2  angles  droits,  seront  positifs,  depuis  2  angles 
droits  jusqu'à  4  seront  négatifs,  .depuis  4  jusqu'à  6  seront  positifs  ,  depuis 
()  jusqu'à  8  seront  négatifs ,  et  ainsi  de  suite.  2''.  les  cosinus  de  tous  les  arcs 
compris  depuis  o  jusqu'à  90®.  ou  i  angle  droit  seront  positifs,  depuis  i  angle 
droit  jusqu'à  3  seront  négatifs,  depuis  3  jusqu'à  5  seront  positifs,  depuis  5 
jusqu'à  7  seront  négatifs,  et  ainsi  de  suite,  alternativement. 

Telles  sont  les  principales  relations  qui  existent  entre  les  arcs  et  les  lignes 
trigonométriques  qui  y  répondent.  Faisons  voir,  maintenant,  les  formules 
algébriques  auxquelles  ces  mêmes  lignes  peuvent  donner  lieu. 
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l/es  Formules  irigonométrlques. 

36g.  THéonÈME  i52.  Le  sinus  d'un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  qui  sour 
tend  un  arc  double. 

En  effet,  si  la  corde  MM'"  est  perpendiculaire  au  rayon  AI  (fig:  igS), 
cette  corde  MM'"  et  Tare  MAM'"  seront  divises  en  deux  parties  égales ,  res- 
pectivement aux  points  P  et  A;  mais  la  moitié  PM  de  la  corde  MM'"  est  le 
sinus  de  Tare  AM  moitié  de  l'arc  MAM'" ,  et  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

370.  Corollaire.  Le  côté  de  l'exagone  est  égal  au  rayon  du  cercle  circons- 
crit, et  soutend  un  arc  qui  est  le  6'°^  de  la  circonférence  du  cercle,  c'est-à- 
dire  que  cet  arc  est  de  Go''.  :  la  moitié  du  côté  de  l'exagone  est  donc  le  sinus 
d*un  arc  de  3o**.  ;  de  sorte  que  sin.  3o*.  =  7R- 

371.  THÉORÈME  i53é  IjC  cosinus  d'un  arc  ifuelconciuc  est  égal  à  la  racine 
carrée  du  carré  du  rayon  du  cercle^  moins:  le  carré  du  sinus;  de  sorte  que^  si 
a  est  lare  en  question,  on  aura  cos.a  =  ±  /R* — sin.' a.  (*) 

En  effet,  s'il  s'agit  de  l'arc  AM,  le  triangle  rectangle  PMI  donnera 


PI  =  ±  /  (IM)'—  (  PM  y ,  ou  COS.  a  =  ±  /  R'—  sin.'a.  

On  conçoit  que  la  réciproque  a  lieu,  c'est-à-dire  que  sin.a=db /R'— cos.'a. 

372.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  quand  on  connaît  le  sinus  d'un  arc,  on 
connaît  aussi  son  cosinus,  et  réciproquement,  quand  on  connaît  le  cosinus 
d'un  arc,  on  connaît  aussi  son  sinus. 

373.  THEOREME  i54«  La  tangente  d'un  arc  est  égale  au  produit  du  rayon 
du  cercle  et  du  sinus  du  même  arc  diçisépar  le  cosinus  de  ce  même  arc,  c'est^ 

a^dire  que  a  étant  l  arc,  on  aura  lanc.a  = . 

^  ^  tOS.fl 

En  effet,  les  triangles  semblables  IPM,  lAT  (fig.  igS)  donnent  IP  :  PM 
;  ;  lA  ;  AT,  ou  cos.a  J  sin.a  :  :  R  :  tang.a  =  — ^—^—. 

•  •  ^  cos.a 

374*  Corollaire  i.  Ainsi,  lorsque  l'on  connaîtra  le  sinus  et  le  cosinus 
d^un  arc,  on  connaîtra  aussi  sa  tangente. 

C^  Sîn.'tf  désigne  le  carré  du  sinus  de  a  ;  cos.^a  désigne  le  carré  du  cosinus  de  a  ;  tang.'tf  désigne 
le  carré  de  la  tangente  de  a  ;  cot*a  désigne  le  carré  de  la  cotangente  de  a ,  etc.  On  remarquera 
que  Texposant  est  placé  un  peu  au-dessus ,  et  entre  la  lettre  a  qui  représente  Parc,  et  les  initiales 
du  nom  de  la  ligne  trigonométrique  dont  il  s'agit.  Ce  que  nous  disons  de  l'exposant  a  s'entend  de 
tout  autre  exposant 
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SyS.  Corollaire  2.  Nous  avons  vu  (n*".  366)  que  le  cosinus  d*on  arc  >90*. 
clait  négatif;  d'où  il  suit  que  tang.(90^+a)= 0^3"^,+^?  ' 

376.  THÉORÈME  1 55.  La  cotangente  d'un  arc  est  égale  au  produit  du  rayùn 

et  du  cosinus  de  Varc,  diçisé par  le  sinus;  de  sorte  que  col.a  =  — : — ^— . 

'^  '  8in.â 

Car  les  triangles  semblables  IQM,  IC/(rig.  195)  donnent  IQ  ou  PH; 
QM  ou  IP  ;  ;  IC  ;  C/,  et  par  conséquent  sin.a  \  cos.a  ;  :  R  ;  cot.a= — r-^— . 

377.  Corollaire  i.  Comme  le  cosinus  d'un  angle  obtus  est  négatif  (n*. 366), 
on  aura  cot.(qo^^-a)  = .    ,    o  .    x--* 

^^  ^  sin.(9o*'.+a) 

o   o    •^       Il    •            Tfc  •            *                    R.sin.fiï.       .       .              R.cos.tf 
078.  Corollaire  2.  Puisque  tang.a  = >etcot.a=: — : ,  en 

multipliant  ces  deux  formules  membre  à  membre,  on  aura  tang.a  cot.a=: 

— '. — '■ — '■ — '• —  =  R',  d'où  il  suit  que  le  produit  de  la  tangente  et  de  la  €(h 

tangente  d'un  arc  quelconque  est  égal  au  carré  du  rayon  du  cercle. 

379.  THEOREME  i56.  La  sécante  d'un  arc  est  égale  au  carré  du  rayon 
dii'isé.par  le  cosinus  de  cet  arc  ;  de  sorte  que  séc.a  = : 

Car  les  triangles  semblables  IPM,  lAT  (fig.  195)  donnent  IP  ;  IM::M 
;  IT,  et  par  conséquent  cos.a  î  R  ;  ;  R  î  scc.a  =  — . 

380.  Corollaire.  Nous  avons  vu  (n®.  366)  que  le  cosinus  d'un  angle  obtos 
était  négatif;  par  conséquent  nous  aurons  séc.(9p^^-^z)  = —  — So^T' 

38i.  THEOREME  157.  La  cosécante  d'un  arc  est  égale  au  carré  durayon 

r  R" 

diçisé  par  le  sinus  du  même  arc;  de  sorte  que  cosé.a  =  — : . 

Car  les  triangles  semblables  IQM»  \Ct  (fig.  195)  donnent  IQ  ou  PM  ;  IM 

R* 

;  :  IC  ;  I/,  et  par  conséquent  sin.a  ;  R  ;  ;  R  ;  cosé.a  z=  — : . 

Remarque.  On  voit,  parles  quatre  théorèmes précédens,  que  sironcoft- 
naît  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc*,  on  en  aura  facilement  la  tangente ,  la  co* 
tangente  >  la  sécante  et  la  cosécante  ;  et  que  lorsqu'on  a  la  tangente ,  on  ea 
déduit  directement  la  cotangente  au  moyen  de  la  formule  tang.a  cota  =R*i 

qui  donne  cot.a  = .  Il  nous  suffira  donc  de  donner  les  formules  reb- 

^  tang.a 

tives  aux  sinus,  cosinus  et  tangentes,  puisqu'au  moyen  de  celles-ci  et  des 
précédentes  on  aura  directement  celles  des  autres  lignes  trigonométrîques. 

382.  PROBLÊME  74.  On  demande  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  ci 
ceux  de  la  différence  de  deux  arcs  dormes,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  di 
ces  arcs. 
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Supposons  que  les  arcs  donnés  soient  AB,  BC  (fig.  196),  et  portons  le 
plus  pelit  BC  sur  le  grand  BA,  de  B  en  D  :  AC  sera  la  somme,  et  AD  la 
différence  des  arcs  donnc's.  Abaissons  les  sinus  CH ,  BK,  et  DP  des  arcs  AC, 
AB  et  AD,  et  menons  la  corde  CD  et  le  rayon  OB  :  le  rayon  OB  divisera 
la  corde  CD  en  deux  parties  égales  au  point  I.  Abaissons,  de  plus,  la  perpen- 
diculaire IG  par  le  point  I  sur  la  droite  AO,  et  par  les  points  l  et  D,  me- 
nons les  droites  IF,  DE  parallèles  à  AO  î  d'nprès  toutes  ces  constructions; 
CH  est  le  sinus  de  la  somme,  DP  celui  de  la  différence  des  arcs  donnés  ; 
OH  est  le  cosinus  de  la  somme ,  et  OP  celui  de  la  différence  des  mêmes  arcs. 

i\  MaisCH  =  HF  +  rC  ouGl4-FC,  et  DP  ou  GE  =  Gl  — El;  d'ail- 
leurs les  triangles  DIE,  ICF  sont  égaux,  car  ils  ont  un  côté  DI,  IC  égal  et 
les  angles  égaux  ;  donc  El  =  FC;  donc  CH  =  GI  +  FC,  et  DP  =  GI— FC; 
ainsi  si  nous  connaissions  GI  et  FC,  en  ajoutant  ces  deux  quantités,  nous 
aurions  le  sinus  de  la  somme  ,  et  en  les  retranchant  Tun  de  l'autre ,  nous  au- 
rions le  sinus  de  la  différence  des  deux  arcs  donnés. 

Or,  les  triangles  semblables  OIG,  OBK  donnent  OB  ;  OI  :  BK  ;  GI, 
et  par  conséquent,  en  appelant  a  l'arc  AB  et  6  l'arc  BC ,  R  i  cos.b  l  ;  sin.a 

.  GI  =  ■  ^'"-^^^^^'^    ....(i)  Les  triangles  OBK,  ICF  donnent  OB  :  IC  ;  :  OK 

^«^  /  .^  -n  •    •     7  r-k-w^  sin.^cos.flr  .  .      _ 

l  CF ,  et  par  conséquent  R  ;  sm.6  ;  ;  cos.a  i  CF  = g (2)    La 

somme  des  formules  (i)  et  (2)  sera  donc  le  sinus  de  la  somme  des  arcs  a  et 

,       ,     ^  %   j.  •     r     I  i\  sin.a  cos.i+sin.icos.a      ,  ^       ^  ,     j.rr' 

i,  c  est-a-dire  que  sm.(aH-6)  =  ■ Jt '•••(«);  et  la  différence 

de  ces  mêmes  formules,  sera  le  sinus  de  la  différence  des  mêmes  arcs;  c'est- 

-    -.  .     r         7v  sinacos.lf  —  sin.^cos.a         ,,^ 

a-dire  que  sm.(a — o)  = g ....  (6) 

a*.  Le  cosinus  OII  de  la  somme  des  deux  arcs  donnés  1=  OG — HG,  et  le 
cosinus  OP  de  la  différence  des  mêmes  arcs  =  OG+GP;  mais  GH  =  GP  ; 
car  les  triangles  DIE,  ICF  étant  égaux,  IF  =  DE,  et  DE  =  GP,  IF  =  GII 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles;  donc  OH  ou  cos.(a+A)  = 
OG  — IF....(3),  et  OP  ou  cos.(a— i)  =  OG+IF....  (4) 

Or ,  les  triangles  semblables  OBK,  OIG  donnent  OB  :  OI  ;  ;  OK  :  OG, 

et  par  conséquent  R  l  cos.b  1 1  cos.a  :  OG  =  — ^-tt — - — ....(5);  et  les  triangles 
semblables  OBK,  ICF,  donnent  OB  :  IC  .TBK  :  IF,  et  par  conséquent 

R  :  sîn.ô  ;  ;  sin.a  :  IF  = '  ....(6).  En  vertu  de  la  formule  (3),  si  de 

la  formule  (5)  nous  retranchons  la  formule  (6),  nous  aurons  cos.(a-f-6)  = 

cos.acos.dr— sin./2sin.&         y-x.  .iin  iy#N«  •» -. 

^ ....  (c),  et  en  vertu  de  la  formule  (4),  si  nous  ajoutons 

1       r  1      /e\    ,.fc\  f        JL\  eos.rtcos.A-f-sin.flsin.A       .^ 

les  formules  (5)  et  (6) ,  nous  aurons  cos.(a — 6)  =  ^ W 
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Remarque.  Les  quatre  formules  {a),{b),{c)  et (d)  que  nous  venons  de 
trouver,  sont  les  plus  importantes  de  toutes  celles  de  la  trigonométrie,  en 
ce  qu'elles  renferment  implicitement  toutes  les  autres ,  ainsi  que  nous  allons 
le  voir  :  il  est  donc  indispensable  de  les  retenir  dans  la  mémoire.  A  cet  effet, 
on  remarquera  que  les  formules  (a)  et  (ô),  ainsi  que  celles  (c)  et  {d)  peuyent 
se  réunir  en  une  seule,  les  deux  premières  en  celle-ci  : 

siiuÇu'nzo)  i— -. ; 


2sin.acos.a 


et  les  deux  dernières  en  celle-ci  :  cos.(adb  6)=. g- .* 

A  cause  de  Timportance  de  ces  formules,  M.  Legendre  a  démontré,  dans 
son  traité  de  trigonométrie ,  qu'elles  avaient  lieu  dans  tous  les  cas  des  arcs 
a  et  b.  Nous  ne  répéterons  point  ici  cette  démonstration,  mais  nous  ferons 
observer  qu'il  faut  avoir  égard  aux  relations  précédentes  pour  donner  aux 
termes  de  ces  formules  générales,  les  signes  qui  leur  conviennent,  suivant 
les  cas. 

383.  ÏHÉUREME  i58.  7>  siniis  d'un  arc  double  d'un  autre  a ,  est  t^al  à 

ti/ois  le  produit  du  sinus  et  du  cosinus  de  lare  a,  diçiséparle  rayon  du  cercle; 
•Ê  .         f  •  2sin.a( 

de  sorte  qu  on  a  sin.2a  = — 

Soit  en  effet  AD  (fîg.  197)  l'arc  donné;  si  l'on  fait  DB=:AI),  l'arc 
double  sera  ADB,  le  sinus  de  cet  arc  double  scraBC,  et  si  Ion  mène  la  corde 
AB  et  le  rayon  DI,  AE  ou  BE  sera  le  sinus  de  Tare  donné  AD  ou  DB. 

Le  cosinus  de  Tare  AB  sera  CI,  et  celui  de  Tare  AD  ou  DB  sera  IH  ou  lE. 
Cela  posé,  menons  la  droite  EG  perpendiculaire  el  EF  parallèle  à  AI ,  nous 
auronsles  triangles  égaux  AEG,  EFB,  qui  donneront  GE=:BF,  et  les  triangles 
semblables  DIH,  EIG,  qui  donneront  ID  :  lE  :  :  DH  :  GE,  ou  RI  cos.^:: 
sin.a  :  GE  =  sin.ocos.a  ^  ^^  faisant  AD=a.  Mais  BC  ou  sin.2a=CF+FB 
=  GE4-FB  =  2GE  ;  donc  sin.2/2  =         '  — ^ —  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

o.      1        1    i»  1      •     /        ?^  sin.acos.^+sin.icos.a  i»  -.    » 

Si,  dans  la  formule  sm.(a+6)= ^^ ,  on  fait  0  =  0; 

,,    j     .      j        .     ,  X  sin.flcos.a  +  sin.^cos.fl  .  38in.acos.a 

elle  deviendra  sin.(a4-a)  = -g ,  ou  sin.2a=:- ^ , 

comme  ci-dessus. 

384*  THEOREME  i5g.  LéC  cosinus  dun  arc  double  dun  autre  a  est  égal  au 
carré  du  cosinus  de  cet  arc  a,  moins  le  carré  du  sinus  de  ce  même  arc  a,  et 

le  fout  diçisé  par  le  rayon  du  cercle  ;  de  sorte  que  cos.2a= ^-^ '- —  . 

En  effet,  supposons  (fig.  197)  la  mcmc  construction  que  dans  le  numéro 
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précèdent;  nous  aurons  les  triangles  semblables  IDH,  lEG,  qui  nous  don- 

neront  ID  ;  lE  :  :  IH  :  IG,  ou  R  :  cos.a  ;  :  cos.a  :  IG  =  — ^^ — .   De  plus  , 

les  triangles  semblables ,  IDH,  EBF,  nous  donneront  ID  :  EB  :  :  HD  :  EF 

ou  R  l  sin.a  ;  ;  sîn.a  :  EF  =  — ^ — .  Mais  le  cosinus  de  Tare  double  AB  ou 

2a  est  IC  =  IG-CG  =  IG— EF  ;  donc  cos.2g=   ^^^'^-"^"'^  .  ^e  quHl 

fallait  démontrer. 

o-  j        1    r  1  >.     .  TV         cos.flcos.i  — sîn.flsîn.ô  r  •*  ?  n 

oi  dans  la  formule  cos.(a4-6)  = ^ on  fait  6=  a,  elle 

,      •       ,  ,  ^  cos.^zcos.a  —  sin.âsin.a  cos.'a  — sin.*^ 

deviendra  cos.(a-fa)  = g^ ,  ou  cos.2/i=: ^^ , 

comme  ci-dessus: 

385.  th£Or:è:m£  160.  Le  sinus  de  la  moitié'  d'un  arc  est  égal  à  la  racine 
carrée  de  la  moitié  du  carré  du  rayon,  moins  la  moitié  du  rayon  multipliée 
par  le  cosinus  de  Varc  entier;  c'est-à-dire  que  sin.-a  :=  /7R'  —  7R  cos.a. 

Soit  AB  Tare  donné  (fig.  197  )  et  BC  son  sinus  ;  si  Ton  mené  le  rayon 
ID  au  milieu  de  cet  arc  et  la  corde  AB,  BE  ou  AË  sera  le  sinus  de  la  moitié 
de  Tare  AB.  Abaissons  le  sinus  DH  de  Tare  AD  :  les  triangles  ABC ,  IDH 
seront  semblables,  et  nous  donneront  AB  !  ID  ;  ;  AC  I  DH  ou  2sin.7a  *  R 
;  :  AC  :  sin.^a.  Mais  AC  =  AI — IC  =  R — cos.a  ;  donc  2sin.7a  :  R  ;  : 
R — cos.a  :  sin.^a  ;  d'où  2sin.'7a=R' — Rcos.a ,  ou  sin-^jaizz^R» — -^Rcos.a, 
et  par  conséquent  sin.7a=  /7R' — -jR.cos.a;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  la  formule  cos.2a  = '-^ — '- — on  peut  mettre  7a  au  lieu  de  a,  et 

faire  disparaître  le  dénominateur  R ,  ce  qui  donnera  Rcos.a  =  cos.'7a  — 
sin.'7a....(i)  Mais  (n",  Syi  )  cos.'7a  r=  R" — sin.''7à;  en  substituant,  on  aura 
donc  Rcos.a  =  R" — sin.'7a  —  sin.'7az=R' — 2sin.'7a.  Qu'on  fasse  passer 
maintenant  2sin.''7a  du  second  dans  le  premier  membre  ,  et  Rcos.a  du  pre* 
mîer  dans  le  second,  et  on  aura  2sin.*7a  =  R' — Rcos.a,  ou  sin.'7a  = 
jR* — 7Rcos.a,  et  par  conséquent  sin-^a  =  /7R* — 7Rcos.a. 

386.  THÉORÈME  i6i.  Le  cosinus  de  la  moitié  d'un  arc  est  égal  à  la  racine 
carrée  de  la  moitié  du  carré  du  rayon,  plus  la  moitié  du  rayon  multipliée  par 
le  cosinus  de  lare  entier  ;  c'est-à-dire  que  cos.^  =  /ÎRNhTRcôsio! 

En  effet,  supposons  (fig*  197)  les  mêmes  choses  que  dans  le  numéro 
précédent  :  le  triangle  rectangle  IDH  nous  donnera  (IH)'  z=  (ID)*  —  (DH)', 
oa  cos.'7=R"— sin.4a.  Mais  sin.'7a  =  7R'—i^ Rcos.a   (n^385);  donc 


cos.'7a=R'— |R'-+-7Rcos.a=^R'H-^Rcos.a;  d'où  cos.|a=:/^R'-+^Rcos.a. 

Si,  dans  la  formule  (i)  ci-dessus  nous  mettons  R'— cos.'7a  au  Heu  de  sin.'-a 

(n*.385)  ,  nous  aurons   Rcos.a  =  cos/7 a — R'+cos.'7a  =  2cos,'7a R*. 


35o  COURS  DE  CONSTRUCTION. 

Changeons  les  signes  dans  les  deux  membres,  passons  — 2C0S.'7a  dans  le  pre- 
mier, et  — Rcos.a  dans  le  second,  et  nous  aurons  2Cos.'^a  =  R*4-Rcos.fl; 

■■i^"— ^^i^^— ^^■— "^^-^— ^^^""« 

d'où  nous  tirerons  cos.^a  =  /-^IV+jRcos.a  ;  comme  ci-dessus.  ^ 

387.  THÉORÈME  162.  La  tangente  de  la  somme  de  deux  arcs  a  eib  esi 
égale  au  carré  durayon  multiplié  parla  somme  des  tangentes  des  arcs  dwmés, 
et  diçisé  par  le  can'é  du  rayon  moins  le  produit  des  mêmes  tangentes  ;  cest- 

a-dire  que  tang.(a+6)  =  — =7; — ^ — ■ h-^- 

En  effet,  d'après  le  n'. 878 ,  tang.(a+ô)  =  —    (a-^/,\' î    ™^^^  C*^**  ^^^ ) 

sm.(a+6)  = -^ ,  et  cos.(a-t-ô)  = g ^; 

•  ,         ,      .   fx  R(sin.«cos.i+sîn.icos.«)  j-   •       .  1  , 

donc  taiie/a+ô)  = 7 : : — 7-^  *  ou  en  divisant  le  numcrateor 

^^      '     -^  cosMCOs,ù — sin  asin.^       ' 

et  le  dénominateur  du  second  membre  par  cos.acos.d,  tang.(a  +  6}  = 

11     /  sîn.a  sin.6   \ 

.  .     •  or I  -  — "•       11       et         .    — ii^  '     11       ■  clone  • 

1  ^~  ^        '■     .^ 

cos.a      coit*b 

I*    /  tang.a  tang.6  \ 

tang.(a+6)  = ^ ; -— -r — ^  =  ~i — = — ■ ^H^î  ce  qu  il  fallait 

O^         '        /  ^  lauft.g  ianf;.6  j^» lailg.atang.A      '  ^ 

démontrer. 

Remarque.  Par  un  moyen  semblable,  on  démontrerait  que  tang.(a — &)= 

R"(lang.fl  — Xàng.& 
R'  +  tang.a  tang.^ 

388.  Corollaire.  Si  dans  la  formule  tang.Ca-4-6)=    ,,;  ^"g'^"r-   î'g-  J     ^ 

«,  ^^  ^  IV — tang.atang.& 

fait  ô=a,  il  viendra  tang.2a  ==  -r- ^^  ,  d'où  il  suit  que  la  tangente  d'un 

arc  double  d'un  arc  donné  est  égale  à  2  fois  le  carré  du  rayon  multiplié  par 
la  tangente  de  l'arc  donné,  et  divisé  par  la  différence  des  carrés  du  rayon  et 
de  la  même  tangente. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  les  formules  trigonométriques;  ceux  qui 
seront  curieux  d'en  connaître  un  plus  grand  nombre ,  pourront  consulter 
les  ouvrages  de  MM.  Lacroix,  Legcndre,  Mauduit,  etc. 

Au  moyen  des  formules  qui  précèdent,  et  de  quelques  autres  que  nous 
n'avons  pas  données,  on  pourrait  calculer  les  sinus,  cosinus,  tangentes, etc. 
des  arcs  ou  angles  d'un  nombre  quelconque  de  degrés.  Nous  ne  nous  arrê- 
terons point  à  indiquer  la  manière  de  faire  ces  calculs ,  parce  que  des  savans 
utiles  ont  construit  des  tables  dans  lesquelles  on  les  trouve  tout  faits.  La  plu- 
part de  ces  tables  ne  renferment  pas  les  sinus,  cosinus,  etc.  eux-mêmes, 
mais  seulement  leurs  logarithmes ,  parce  que  dans  la  pratique  les  logarithmes 
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sont  plus  commodes  que  les  sinus ,  cosinus ,  etc.  naturels.  Quant  à  la  ma- 
nière de  se  servir  de  ces  tables,  nous  renverrons  le  lecteur  à  Texplication 
dont  elles  sont  toujours  accompagnées.  Chaque  table  de  logarithme  des 
nombres,  est  toujours  suivie  d'une  table  de  sinus,  cosinus,  etc.  :  c^est  à  celle 
de  Callet  que  nous  renvoyons  le  lecteur. 

20"*".    LEÇON. 


Principes  de  la  résolution  des  Triangles  reciilignes. 

38g.  THÉORÈME  i63.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  des  tables 
des  sinus  est  au  sinus  d'un  des  angles  aigus,  comme  t hypoihe'nuse  est  au 
côté  opposé  à  cet  angle  aigu. 

Soit  ABC  (fîg.  ig8)  le  triangle  propose;  par  le  sommet  A  de  Fangle  aigu 
CAB,  comme  centre,  et  avec  le  rayon  des  tables,  décrivons  Tare  ED,  et  par 
le  point  E,  abaissons  £G  perpendiculaire  à  AB;  nous  aurons  AE  :  EG;; 
AC  :  BC.  Mais  AE  est  le  rayon  des  tables,  et  EG  est  le  sinus  de  Tangle  A; 
donc  R  ;  sin.A  :  ;  AC  ;  BC  ;  ce  quHl  fallait  démontrer. 

Sgo.  Corollaire.  De  cette  proportion  on  tire  BC  = r^ — *- —  d'où  il 

suit  que  fun  des  côtés  de  fangle  droit  d'un  triangle  rectangle  est  égal  au  sinus 
de  r  angle  aigu  opposé,  multiplié  par  Vhypolliénuse  et  diçisé  par  le  rayon 
des  tables. 

3g  I.  THEOREME  i64-  Dons  tout  triangle  rectangle ,  le  rayon  des  tables  est 
au  cosinus  d'un  des  angles  aigus,  comme  ïhypothénuse  est  au  côté  adjacent 
à  cet  angle  aigu. 

Soit  ABC  (fig.  ig8)  le  triangle  propose;  parle  sommet  A  soit  décrit  Tare 
ED  avec  le  rayon  des  tables,  et  par  le  point  E,  soit  abaissée  sur  AB  la  per- 
pendiculaire EG;  on  aura  AE  ;  AG  :  ;  AC  :  AB,  ou  R  :  cos.A  :  :  AC  :  AB  ; 
ce  qa'il  fallait  démontrer. 

3ga.  Corollaire.   De  cette  proportion  on  tire  AB  =r g — ^ —  ;  d'où 

il  suit  quun  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à  l'hypothénuse  multipliée  par  le 
cosinus  de  l'angle  adjacent  au  côté,  et  diçisé  par  le  rayon  des  tables. 

3g3.  THÉORÈME  i65.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  est  à  la 
tangente  d*un  des  angles  aigus ,  comme  le  côté  adjcLceni  à  cet  angle  est  au 
côté  opposé. 

Ayant  décrit  Tare  ED  (fig.  ig8)  comme  précédemment,  par  le  point  D 
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on  élèvera  sur  AB  la  perpendiculaire  DF,  qui  sera  la  tangente  de  Tangle  A, 
et  on  aura  AD  :  DF  :  :  AB  :  BG ,  ou  R  :  tang.A  :  :  AB  :  BC. 

3g4-  THEOREME  i66.  JDons  im  triangle  recliligne  quelconque ,  les  sùius 
des  angles  sont  comme  les  côtés  opposés: 

Soit  ABC  (fig.  6oct6i  )  le  triangle  propose;  si  par  le  sommet  G  on  abaisse 
la  perpendiculaire  GD  sur  le  côlé  AB  opposé,  prolongé ,  8*il  est  nécessaire, 
on  aura  les  deux  triangles  rectangles  AGD,  BGD,  qui  donneront,  d^aprèf 
ce  qui  précède  (  en  observant  (n"^.  365  )  que  le  sinus  d'un  arc  est  égal  à  ^m 
de  son  supplément  ) ,  R  :  sin. A  :  :  AG  :  GD  et  R  :  sin.B  ;  :  BC  ;  CD  ;  donc 
sin.A  ;  sin.B  ;  :  AG  :  BG  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

3g5.  THEOREME  167.  Dons  un  triangle  rcctiligne  quelconque,  le  cosinus 
d'un  angle  est  égal  au  rayon  des  tables  multiplié  par  la  somme  des  carra 
des  côtés  qui  comprennent  cet  angle ,  moins  le  carré  du  côté  opposé,  le  tonA 
divisé  par  le  double  produit  des  premiers  côtés. 

En  effet,  nous  avons  vu  (n^  157)    que    (fig.  60)    (AG)'  =  (AB)* 
4-  (BG)'  —  2AB  X  DB.     Mais    (  n^  391  )    R  :  cos.B  ::  BC  ;  BD  = 
BCx^cosB   ^    ^^  substituant   on  aura  donc  (ACy  =  (AB)»  H- (BCy - 

2ABXBCXC0S.B  ^  ^,^.^  R(AGy=  R(AB)'+R(GB)'-aAB x  BC X  cos.B; 

d'où  cos,B  =  A(^B)^+ L^)JZ^^  ^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

396.  Remarque  i.  Si  Ton  appelle  /i,  b  et  c  les  côtés  d'un  triangle,  et  A, 
B  et  G  les  angles  opposés,  la  formule  ci-dessus  deviendra  cos.B= — ^fJ^— i. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  de  même  cos.A  =  — ^ r— — ^  t    et    cos.C  = 


397.  Remarque  2.   Ces  formules  peuvent  se  changer  en  d^autres  plus 
commodes  pour  les  calculs  logarithmiques. 

Pour  cela,  dans  la  formule  sin.jAzr:  /^R' — 7R cos.A  (n^.  385),  à  la  pUce 
de  cos.A,  on  mettra  sa  valeur   trouvée  ci-dessus,  et  on  aura  sin.^A? 

/■R ^3^ =/R -^^ —  R/ -^ « 

R  /  ^  Ab~^^     ^^  ^"  ^^^"  ^^  Tangle  A  il  s'agissait  de  Tanglc  B ,  on 

n'aurait ,  dans  cette  dernière  formule,  qu'à  changer  a  en ^,  et  £  en  a,  elii 
viendrait  sin.7B  =  R  /  \r^^^^)  \  — g-K;   ^   ^^  ^^^^  l'angle  Ç  on  aurait  : 

.in  T  -    /  {c+b-a)  [c-b+a) 
Mn.^i.  _  / — . 
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398.  TBÉoBJ^ME  i68.  La  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à  la  différence 
es  mêmes  smus ,  comme  la  tangente  de  la  demi  somme  des  mêmes  arcs  est 

la  tangente  de  la  demi-différence  de  ces  arcs. 

Soient  AB  le  grand  arc  (fig.  199)  et  AC  le  petit;  sur  le  diamètre  AN,  et  par 
is  points  B  et  C,  on  abaissera  les  perpendiculaires  BD,  CL,  ce  qui  donnera 
arc  AD= AB,  CL  pour  le  sinus  de  Tare  AC  et  BM  pour  celui  de  AB;par  le 
oint  G,  on  mènera  la  droite  CE  parallèle  an  diamètre  AN,  et,  par  le  point 
1,  on  mènera  les  cordes EB,  £D;  parle  même  point  £,  comme  centre,  et 
vecle  rayon  du  cercle  ABED,  on  décrira  Tare  HG,  et  par  le  point  F  où  cet 
rc  coupe  la  droite  CE,  on  élèvera,  à  celte  droite  CE,  la  perpendiculaire 
IL  D'après  ces  constructions,  il  est  évident,  i®.  que  Tare  CD= AB+ AC, 
uisque  AD=  AB  ;  2".  que  l'angle  CED,  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  Tare 
ID,  est  la  demi-somme  des  angles  donnés;  3^  que  CB  =  AB  — AC,  et  par 
^nséquent  que  Tangle  BEC  est  la  demi-différence  des  deux  angles  donnés  ; 
\  que  FI  est  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles  ou  arcs  donnés, 
■.  que  FH  est  la  tangente  de  la  demi-différence  de  ces  mêmes  arcs;  6".  que 
D  =  KM  -f-  MD  =  CL  +  MB  est  la  somme  des  sinus  des  arcs  donnés , 
:  7^.  que  KB  est  la  différence  des  mêmes  sinus.  Mais  les  triangles  semblables 
.KD,  EFI  donnent  EK  :  EF  :  :  KD  :  FI,  et  les  triangles  semblables  EKB, 
FH    donnent    EK  :  EF  ::KB  ;  FH;    d'où    KD  ;  FI  ::  KB  :  FH ,    ou 

J>  ;  KB::F1  ;  FH;  or,  nous  venons  de  voir  que  KD=sin.AB-l-sin.  AC, 

AB  -f-  AC 
ue   KB  =  sin. AB  —  sin.  AC,  que  FI  =  tang. — ,  et  que  FH  = 

ing. — ;  donc  sin.AB+sin.AC  ;  sin.AB — sin.  AC  \  \  tang. — 

;  tang.  — — ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

3gg.  TnÉOREME  169.  Dans  un  triangle  rectUigne  quelconque,  la  somme  de 
\eux  côtés  est  à  leur  différence,  comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des 
kux  angles  opposés  à  ces  côtés  est  à  la  tangente  de  la  demi-différence  de  ces 
némes  angles. 

En  effet,  soit  a  et  6  les  côtés  donnés,  et  A  et  Blés  angles  opposés  ;  d'après  le 
r.  394i  nous  aurons  albll sin. A  l  sin. B ;  d'où  a'\'bla  —  bll sin. A  + 

in.B  :  8in.A  —  sin.B;  mais,  d'après  le  théorème  précédent,  sin.A+sin.B 

A+B  A  — B 

;  sin.A —sin.B  :  :  tang.  — - —  ;  tang.  — ^ —  ;  donc  a  +  ô  ;  a  —  ô  ;  :  tang. 

— t—  ;  tang.  — — — ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Tels  sont  les  principes  qui  renferment  tous  les  cas  de  la  résolution  des 
iangles  rectilignes. 

45 
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Exemples  de  la  Résolution  des  Triangles  rectiUgnes. 

4oo.  PROBLÊME  yS.  On  connaît  rhypolliénuse  a=  i2i5  d'un  triangle 
rectangle,  un  angle  aigu'Rzizlfif'.,  et  on  demande  les  deux  côtés  b  et  c  de 
l  angle  droit,  et  Pangle  aigu  C. 

Le  principe  du  n^  38g ,  donne  (i).....  R  ;  sin.B  :  ;  a  ;  &,  et  celui  du  n^.Soi 
(2)....R  :  cos.B::a  :  c,  on  aura  donc  R  :  sin.48«.::  i2i5  :  b=  "'^X"M8.^ 

et  R  :  COS.48".  :  :  i2i5  ;c= ^ — 2_, 

Cela  posé,  on  opérera  par  logarithme  (voyez  les  logarithmes,  page  161), 

ainsi  qu^ii  suit  : 

!•.     log,  12 15   ==  3,0845763 

4-  log.sîn.'48*,  =  9,8710735 

somme         =:  12,9556498 
—  log.R  =  10,0000000 


reste  log.6    =     2,9556498 
et  6  =  902,93 

2*.  log;  i2i5     =    3,0845763 

+  Iog.cos.48^  =    9,8255109 

somme         =  12,9100872 
—  log.  R  =1 0,0000000 


reste  log.c    =     2,9100872 
et  c  =  813,094* 
Quant  à  Tanglc  aigu  G,  on  Taura  en  retranchant  48**.  de  90^.,  ce  qui  donnen 
C=4^^-'  ^^^  ^^  somme  des  trois  angles  d*un  triangle  quelconque  étant  égale 
5  deux  angles  droits,  dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  aigus  valent 
ensemble  90**. 

401.  PROBLEME  76.  On  donne  un  côté  6  =  902,93  de  Fangle  droit  dm 
triangle  rectangle,  et  l'angle  aigu  B  =  48°.  opposé  au  côté  dorme  b,  et  on  de- 
mande riiypothcniise  a  et  Vautre  côté  c  de  ï angle  droit. 

La  proportion  (i)  du  problème  précédent,  fera  connaître  ThypothéiHise; 
car,  dans  cette  proportion,  tout  est  connu ,  excepté  Thypothétuse  a.  Si  dooc 
on  substitue  les  nombres  donnes,  on  aura  R  I  sin.48^;;a  ;  902,93;  d'où 

a  =  — .  ^^^o^    y  et  en  opérant  par  logarithmes,  on  aura: 
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log.R  =  10,0000000 

+•  log-902,93     =    2,9556498 

somme  =  12,9556498 

—  Iog.sin.48^     =    9,8710735 

reste  log.a     :=    3,0845763 

et  enfin,  a  =  X2i5. 
Quant  au  càté  e  de  Tangle  droit ,  il  est  clair  qu*on  Taura  par  la  proportion 
(a)  du  problème  précèdent,  ayant  préalablement  trouvé  Thypothénuse ;  mais 
on  peut  avoir  ce  côté  c  directement  par  le  principe  du  n*.  393,  en  cherchant 
Fangle  aigu  C  =  9o'.  —  B  =  go*.  —  ^S\  =  42*-  ;  car  R  ;  tang.C  y.blCy  ou 
R  ;  tang.42^  :  :  902,93  ;  c  =  9Q2>9  X^tang.42  .  ^  ^^  ^^  prenant  les  loga- 
rithmes y  on  aura  : 

log.902,93      =    2,9556498 

+  log.tang.42*.  =    9,9544374 

somme  =  12,9100872 

—  log.R  =  10,0000000 
reste  log.c      =    2,9100872 

etc  =  813,094 
402.  PEOBLÊM£  77.  On  donne  les  trois  côtes  a,  h  et  c  d*un  triangle  rec-^ 
iangle  dont  a  est  rhypothénuse,  et  on  demande  les  deux  angles  aigus  B  et  C. 
Le  principe  du  n*.  389  nous  donnera  RI  sin^Bî  ;a  ;  6,  et  R  ;  sin.G;  la\c^ 

Vi     b  R    tf 

d*où  nous  tirerons  sin.B  =  — "- — .  et  sin.G  =  — - — •  Si  donc  a=:5 ,  6=4« 

et  c=3,  on  aura  sin.B  =  —7 — ,  et  sin.G  =1 — g — ,  et  en  appliquant  les 

logarithmes^ 

i*.        log.R  =  10,0000000 

•-f«  logtf4  =    0,60205999 

somme  =  10,60205999 

•—  Jog;S  =    0,69897000 

reste  log.sin.B  =:    9t9o3o8999 

tfoùB=    53\8';  "^ 

2*.        log.R  =  10,0000000 

+  log.3  =z    0,47712125 


somme  =  10,47712125 

—  log.5  =    0*69897000 

reste  log.sin.G  =    9,77815125 
d'où  G  =    36».  52'. 
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Pour  vërifier  CCS  résultats,  on  les  ajoutera  ensemble,  et  si  leur  somme 
égale  90^.  ils  seront  bons. 

On  conçoit  que  Tun  de  ces  angles  étant  trouvé,  il  suffirait  de  le  retran- 
cher de  go**,  pour  avoir  l'autre,  mais  comme  moyen  de  vérification,  il  est 
nécessaire  de  les  calculer  séparément,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire. 

4^3.  PEOBLEME  78.  On  donne  un  côté  a-z^ZS^  d*un  triangle  quelconque,- 
les  angles  adjacens  B  =  4^^  ^/C  =75^,  eton  demande  le  Z^. angle  A  ei  les 
deux  autres  côtes  b  et  c  de  ce  triangle. 

Pour  avoir  le  troisième  angle  A,  on  se  rappelera  que  la  somme  des  trois 
angles  d^un  triangle  recliligne  quelconque  est  égale  à  i8o\,  d^où  il  sera  fa- 
cile d'en  conclure  que  Tangle  demandé  A=i8o*. — B — C=i8o*. — 48*. — yS*. 
=  i8o*.— I23^  =  57^ 

Nous  avons  vu  (  n"".  304)  que  sin.A  \  sin.B  ;  ;  a  I  6,  et  sin.A  ;  sin.C  l\a\c, 
il  suffira  donc  de  substituer  dans  ces  proportions  les  nombres  donnés  aux 
lettres  qui  les  représentent,  ce  qui  donnera  sin.By^  t  sin.48^  ;  :  358  I  6  = 

jj^pi— ,  et  sm.57«.  :  sin.yS».  :  :  358  :  c= -^^ôf— ,  et  d'opiîrer 

ensuite  par  logarithmes,  ainsi  quMl  suit  : 

1*.        log.358.        =    2,553883o3 
+  log.sin.48^    =    9,8710735 


somme  =  12,4^495653 

— -  log.sin.57^     =    9,9235914 

reste  log.&     =    2,5oo365i3 
et  on  aura  b  =    3 16,494 

2*.        log.358  =    2,553883o3 

4-  log.sin.75*.     =     9,9849438 

somme  =  12,53882683 

—  log.sîn.57*.^   =z    9,9235914 

reste  log.c      =    2,6x523543 
et  on  aura  c  =    l^i^^Z^. 
4o4*  PftOBLÊilE  79.  On  donne  deux  côtés  b  =:  365  et  czzz  234»  ^  Fm^ 
A  =  65*.  compris  entre  les  côtés  donnés  b  et  c  d^Un  triangle  rectSigne  quàr 
conque  f  et  on  demande  les  deux  autres  angles  B  £/  C ,  et  le  troisième  cAtéa. 

On  connaît  la  somme  des  deux  angles  demandés  B  et  G ,  puisque  le  troi- 
sième angle  A  est  donné,  et  que  la  somme  totale  est  i8o*.  Or,  m  de  plus  noos 
connaissions  leur  différence ,  nous  aurions  (alg.  n*.  233)  le  plus  grand,  en 
ajoutant  la  demi-différence  à  la  demi-somme^  et  le  plus  petit,  en  retranchant 
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la  demi-difrérence  de  la  demi-somme.  Mais  le  principe  du  n^.  3gg,  nous  donne 

B-4- C  B  — C 

b^cl  b  —  clltang. I  tang. ;  cette  proportion  nous  fera  donc 

connsâtre  la  tangente  de  la  demi-différence  des  deux  angles  demandés  ;  subs- 

B    I    P 

tituons  donc  les  nombres  donnés,  et  cherchons  la  yaleur  de ,     que 

nous  trouverons  =  Sy".  3o',  et  il  nous  yiendra  365  +  234  •  365  —  234  1 1 

B  —  C 

tong.57*.3o'  l  tang.  a?,  ce  étant ,    ce    qui    revient    à    599  ;  i3i  ;  : 

tang-Sy"".  3o'  l  tang.^  =  ^ng..  7  .         Appliquons  les  logarithmes,  et 

nous  aurons  : 

log.iSi       =  2,1172713 

4-  log.tang.57*.  3o'  ==  10,1958127 


somme  ==  I2,3i3o84oo 

—  log-599  =    2,77742682 

reste  log.tang.a?     =    9,53565718 

d'où^=  i8«.  56'.  4o^  Sq''', 
donc  le  grand  angle  B  =  57*.  3o'.  +  i8».  56^  40".  39'^  =  76*.  2G'.  40".  Sg"', 
et  le  petit  €=  57*-  3o'.  —  i8*.  56^  40".  Sg'".  =  38».  3^.  19",  21'". 

Maintenant  que  nous  connaissons  les  trois  angles ,  nous  aurons  le  troi- 
sième côté  a  demandé ,  en  faisant  usage  du  principe  du  n*.  394  ,  qui  nous 
donne  :  sin.B  ;  sin.A  y.àla,    ou  en   substituant,  sin.76''.  26^  4o^  ^9'''  : 

sin.65\  :  :  365  ;  a      rip.ygo  ^6^40/^,39^   >  En  appliquant  les  logarithmes , 

nous  aurons  : 

log.365  =    2,56229286 

+  log.sin.65%  =    9^9572757 

somnie  =  1 2^5 1956856 

—  log;sin.76».26'4o'',39'"=    919877303 

reste  Iog.a  =    2,53 1 83836 

d^où  a  =;    340,281. 
4o5.  PROBLÈME  80.  On  donne  les  trois  côtes  as:2o3,247,  &  =  365  et 
c  X  ^34  4'<^  triangle  rectiligne  quelconque ,  et  Von^  demande  les  trois  angles 
A,  BetC. 

Le  principe  du  n'.397  nous  donne  sin.-AssR//^  [a'i-ù—c)(a—ih+€)\ 

Mettons  donc  les  nombres  donnés  au  lieu  de  a ,  £  et  c,  dans  cette  formule, 
et  il  viendra  '         "" 

a  4- i — c  =  2o3,247  4- 365 -^  234  =  334i247  I 
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a —  6  4-c=ao3,247  —  365  +  234  =  72,24?»  ^'o^ 
sin.iA  =  n/('-^Mî2|L>lZ2£i2_YEa  appliquant  les  logarHIuncs,  il  Tieoi 

log.riD.M  =  l°g.R+:l°g.(  "t'IôfxTaf  )-t')(V°y-  AIê.,n-.  .60). 
'°e-(  ^4t1m''x'l34  )  =l<'ê(334.2'l7  X  72.247) -  loe.(4x365x234)...(a: 

log.f  334,24?  ^  72*247)  =  Iog-334,247"+"log-?2i24?i (3)  et 

iog.(4  X  365  X  234)  ~  log.4  +  log.3lj5  +  Iog.334 (4). 

Effectuons  les  calculs  pour  les  égalilcs  (3)  et  (4)  ;  pour  la  première  nom 
aurons  : 

log.334,347  ^^  2,5240675 
H-  Iog.72,347     =  1.8588 198 
somme  7=  "^^3^25873" 

et  pour  la  seconde  i 

log.4       =  0,60205999 

■+■  iog.365  =  2,56229386 

-+-  log.234  ==2.36921586 

somme   =  5,53356871 

Substituons  ces  deux  sommes  dans  IVgalild  (2),  en  observant  que  c'est  Iik- 

conde  qui  a  le  signe  — ,  et  nous  aurons  : 

log.fi^±|2iZi4|Z-'\  =  4,3828873-5,53356871  =  -i,i5ofi«iiii  rt 

\     4  X  àdi  X  204     / 
substituons  enfin  dans  l'égalité  (1),  et  il  nous  viendra  : 
l0g.sin.7A  =  log.R — yXi.i5o68i4t  =  log.R — 0,5753407  ^  10,0000000— 
0,5753407^  9,4246593;  et   dans  les  tables  nous  trourerons  que^As 
i5''.25'.5". ,  et  par  conséquent  A  =  3o''.5o'.io". 

On  pourrait  calculer  les  dcu.x  autres  angles  d'après  le  même  principe, 
mais  il  sera  plus  simple  ,  maintenant  que  l'on  connaît  un  angle  Pt  les  dtui 
côte's  6  et  c  qui  le  comprennent,  de  se  servir  du  principe  du  n".  399,  aïnà 
que  nous  l'avons  fait  au  n".  4o4- 

Ce  qui  précède  sur  La  trigonométrie  étant  bien  entendu,  nous  suffira  pOflF 
les  besoins  que  nous  en  aurons  par  la  suite;  mais  il  importe  que  le  lected 
s'exerce  beaucoup  dans  les  calculs  que  nous  Tenons  d'indiquer,  en  se 
un  grand  nombre  d'exemples. 
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Notions  et  Définitions  sur  les  Courbes  en  général. 

406.  On  peut  concevoir  les  lignes  comme  étant  composées  d^unc  suite 
de  points  ne  laissant  entre  eux  aucun  intervalle,  ou  comme  étant  la  trace 
qu^on  peut  imaginer  laissée  dans  Tespace  ou  sur  un  plan  par  un  point  mis 
en  mouvement  suivant  certaine  loi  déterminée. 

Comme  un  point  peut  être  mu  d^une  infinité  de  manières ,  il  s^ensuit  qu^il 
y  a  une  infinité  de  lignes  différentes. 

Les  lignes  sont  droites  ou  courbes. 

U  n*y  a  qu^une  espèce  de  lignes  droites,  mais  il  y  en  a  une  infinité  de 
courbes  diCférenteSr  Une  ligne  courbe  n'est  ni  droite,  ni  composée  de  lignes 
droites. 

Toutes  les  courbes  sont  comprises  dans  les  quatre  classes  suivantes  :  les 
courbes  fermées ,  les  courbes  ouçertes,  les  courbes  à  in/ka:ion  et  les  courbes  à 
rebraussement 

407.  La  trace  d^un  point  qui,  après  avoir  fait  une  révolution  entière; 
repasse,  dans  les  révolutions  suivantes  ,  par  le  chemin  qu'il  a^déjà  parcouru 
sans  jamais  se  diriger  en  ligne  droite  ,  est  une  courbe  fermée. 

408.  Si  le  point,  dans  son  mouvement,  s'éloigne  sans  cesse  du  lieu  d'où 
il  est  parti  sans  se  diriger  en  ligne  droite ,  sa  trace  sera  une  courbe  ouverte. 

4og.  Dans  les  courbes  à  inflexion,  il  y  a  au  moins  un  point  tel,  que  les 
parties  de  courbe  situées  à  droite  et  à  gauche  de  ce  point  tournent  leur  con- 
cavité en  sens  contraire  Tune  de  l'autre. 

4io.  Lorsque  dans  son  mouvement  un  point  s^arréte  brusquement  pour 
Détourner  sur  s^  pas  sans  repasser  par  le  chemin  qu'il  a  déjà  parcouru , 
et  sans  jamais  se  diriger  en  ligne  droite,  sa  trace  est  une  courbe  à  rebrous- 
semeni* 

4ii*  Ces  quatre  espèces  de  courbes  sont  planes  ou  à  double  courbure. 

Une  courbe  est  plane ,  lorsqu'elle  a  tous  ses  points  situés  dans  le  même 

plan. 
Les  courbes  à  double  courbure,  au  contraire,  ne  peuvent  être  tracées  que 

dansTespace  ou  sur  des  surfaces  courbes. 

Une  même  courbe  peut  âtre  fermée,  à  inflexion  et  à  rebroussement  tout 
à  la  fois,  ou  n^étre  que  d'une  seule  espèce. 

Indépendamment  de  leur  forme,  on  distingue  les  courbes  par  le  degré  de 
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leurs  équations.  Ainsi  on  dit  d'une  courbe  qu'elle  est  du  second,  du  Iroîsiimej 
du  qualrième,  etc.  degrd  ou  ordre,  selon  que  son  équation  est  du  second, 
du  troisième,  du  quatrième  degré.  La  ligne  du  premier  degré,  c'csl-à-din 
celle  dont  l'c'quation  est  du  premier  degré,  est  droite.  Les  équations  son!  al' 
gcbriques  ou  transcendantes;  de  la  les  courbes  algébriques  et  les  courbe* 
transcendantes.  Les  e'quallons  transcendantes  sont  celles  qui  renferment  dei 
logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle ,  etc. 

4i2.  Puisque,  quelle  que  soit  la  nature  d'une  ligne  ,  on  peut  la  concCToir 
composée  d'une  suite  de  points  ne  laissant  entre  cuk  aucun  intervalle,  il  at 
clair  qu'une  ligne  serait  décrite  si  l'on  établissait  la  position  rcspectifcde 
tous  les  points  qui  la  composent. 

La  position  respective  des  points  d'une  ligne  plane  dépend  évidemment dc 
la  nature  de  cette  ligne,  nt  de  sa  posilinn  sur  son  plan. 

La  nature  d'une  ligne  est  donnée  par  des  conditions  qu'elle  seule  peut 
remplir.  Quant  à  sa  position  sur  son  plan,  elle  dépend  de  celle  d'un  nombre 
suffisant  de  ses  points,  ou  de  quelques  autres  conditions  équivalentes. 

Voyons  d'abord  comment  on  parvient  à  déterminer  la  position  d'uo  ou  it 
plusieurs  points  sur  un  plan. 

4i3.  Ne  pouvant  déterminer  la  position  d'un  point  que  d'une  manière' 
lative ,  les  géomètres  sont  convenus  de  rapporter  cette  détermination  &  dni 
droites  priseltdans  le  plan  même  sur  lequel  on  veut  déterminer  la  position 
du  point  en  question.  Ces  droites  font,  entre  elles,  un  angle  quelconque, qui 
est  le  plus  souvent  droit. 

Ainsi,  par  exemple,  s'il  s'agissait  de  déterminer  la  position  du  point  M 
I  (iig.  20o),on  le  rapporterait  à  deuxdroitesB'B.C'C,  en  menant  par  ce  poiolU 
les  droites  MP,  MQ  respectivement  parallèles  aux  droites  C'C,  B'B,  et  on  dé- 
finirait la  position  du  point  M  au  moyen  des  distances  AP,  AQ,  en  disant 
que  le  point  M  en  question  est  à  l'intersection  de  deux  droites  PM  ,  OM,  its- 
pectivement  parallèles  aux  droites  données  C'C ,  B'B,  et  menées  par  les  point» 
ï*  et  Q  distans  du  point  A  des  qnantités  donnc'es  AP,  AQ. 

Les  distances  AP,  PM  rempliraient  évidemment  le  même  objet,  pahqo*' 
si  l'on  avait  ces  distances  il  suffirait  de  mener  par  le  point  P  une  panlUlc 
PM  à  la  droite  AC,  et  de  porter  ensuite  la  distance  PM  de  P  en  M  surcetR 
droite  PM  pour  avoir  la  position  du  point  M. 

On  conçoit  de  même  que  ,  les  distances  AQ ,  QM  suffiraient  pour  dcler' 
miner  le  point  M.  On  remarquera,  d'ailleurs,  qu'à  cause  du  parallélisme  dd 
droites  AP,  QM  et  AQ,  PM,  on  a  AP=QM  et  AQ  =  PM. 

4i4'  Les  distances  AP,  PM  ou  AQ,  QM  qui  servent  à  dëierminer  la  pol 
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ion  do  poînl  M,  prennent  le  nom  commun  àe  coojflonnces  de  ce  point  M  ; 

!  droites  B'B,  C'C  auxquelles  on  rapporte  la  position  de  ce  point,  se  nom- 
ment les  axes  des  coordonnées ,  et  le  point  A  où  les  axes  se  rencontrent,  se 
nomme  l'origine  des  coordonnées.  La  distance  AP  de  l'origine  au  point  P  où 
|3  droite  PM  rencontre  l'axe  B'B,  s'appelle  V abscisse,  f^i  l'autre  distance  PM 
Vordonnée  du  point  M  ;  si  l'on  avait  pris  les  distances  AQ,  QM  pour  déter- 
miner le  point  M ,  Vabscisse  aurait  été'  AQ  et  l'ordonnée  QM.  L'axe  sur  le- 
quel on  compte  les  abscisses  se  nomme  Vaj;e  des  abscisses,  et  celui  auquel 
les  ordonnées  sont  toujours  parallèles  s'appelle  Vaxe  des  ordonnées.  Les  coor- 
données d'un  point  ou  d'un  système  de  points  sont  rectangulaires  ou  obliques, 
selon  que  l'angle  BAC  des  axes  est  droit  ou  oblique. 

4i5.  Comme  ce  qui  précède  sur  la  détermination  de  la  position  d'un  point 
est  évidemment  applicable  à  un  nombre  quelconque  de  points  situés  sur  le 
mi!mc  plan,  il  s'ensuit  que  si  de  tant  de  points  qu'on  voudra  M,  M',  M",. - 
(fig.  aoi)  d'une  courbe  quelconque  rapportée  aux  axes  AB,  ,\C,  on  mène  des 
parallèles  MP,  M'P',  M"P",."  îi  l'axe  AC  des  ordonnées,  les  distances  AP, 
AP",  AP",...  seront  les  abscisses,  et  les  droites  PM,  P'M',  P"M",...  seront  les 
ordonnées  respectives  de  tous  les  points  M,  M',  M",...  de  cette  courbe. 

4t6.  Il  suit  donc  de  Ih  que  la  position  respective  des  points  d'une  ligne 
'  ^>end  et  de  la  grandeur,  et  de  la  direction  des  coordonnées  des  points  suc- 
'   ;>ifs  de  celte  ligne. 

SUr,  Isa  coordonnées  des  différons  points  d'une  ligne  sont  des  quantités: 
Ëpourra  donc  les  ajouter,  les  soustraire,  les  multiplier,  les  diviser,  les  élever 
lès  puissances,  en  extraire  des  racines,  etc.  Si  donc  il  existait  une  relation 
<^''tinissablo  entre  les  coordonnées  successives  d'une  ligne,  il  serait  possible 
!  l'Ublir  une  équation  qui  renfermât  celle  relation. 

En  effet,  supposons (fig.  202)  une  courbe  ADBE  ,  qui  intercepte  la  droite 
Ml, cl  telle  que,  si  d'un  point  quelconque  M  on  abaisse  une  perpendiculaire 
MP  sur  la  droite  AB,  cette  perpendiculaire  PM  soit  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  segmcns  AP,  PB  ;  en  appelant  2«  la  droite  AB,  a:  le  segment 
AP,  ity  la  perpendiculaire  PM,  on  aura  d'abord  le  segment  PB  =  2a^.T, 
a  AP  ;  PM  ;  ;  PM  ;  PB  ,  on  aura  xlyUyi  20  —  a: ,  d'où 
ri  m»  M    ■  y  =3^(20— a),  ou  y  =:z  zax  —  a;'. 

d ,  si  Ton  prend  les  droites  AB ,  AC  pour  les  axes  des  coordonnées  de 
f  courbe,  AB  étant  l'axe  des  abscisses,  réquation_)''=  2aa;  —  œ'  renfer- 
R  la  relation  des  coordonnées  de  celle  courbe;  de  sorte  que  quand  on 
«era  à  l'abscisse  eo  une  valeur  numérique  égale  h  AP,  ou  à  AP',  ou,  etc., 
ccUe  éqaaIioQ  donnera  pour  l'ordonnée  y,  la  valeur  numérique  PM,  ou  P'M', 
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ou ,  de. ,  de  manière  que  ce  point  M  ^  ou  M',  ou,  etc. ,  sera  sur  la  courbe.  Or, 
il  est  évident  qu'il  serait  également  possible  d'clablir  une  équation  qui  ren- 
fermât toute  autre  relation  entre  les  coordonnées  x^y  d^une  courbe  quel- 
conque, pourvu  que  cette  relation  fût  assignable;  donc  il  est  démontré 
que  si  Ton  donne  une  courbe  quelconque  par  des  conditions  que  cette  courbe 
seule  puisse  remplir ,  on  pourra  toujours  exprimer  cette  courbe  par  une 
équation  qui  n'appartiendra  qu'à  cette  courbe. 

417.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  Tcquation  qui  renferme  la  relation  des 
coordonnées  d'une  ligne,  donne  non-seulement  la  grandeur,  mab  encore  la 
direction  des  coordonnées,  pour  avoir  démontré  que  cette  équation  renferme 
toutes  les  circonstances  de  cette  ligne;  car  nous  avons  vu  (n^.  4'^)  ^^^  '^ 
position  respective  des  points  successifs  d'une  ligne  dépend ,  et  de  la  gran- 
deur, et  de  la  direction  des  coordonnées  de  cette  ligne. 

Or,  nous  avons  vu  en  algèbre,  que  quand  la  valeur  de  Tinconnu  se  présente 
avec  le  signe — ,  on  doit  renverser  l'état  de  la  question,  et  cela  dans  tous  les 
cas,  comme  on  l'a  vu  par  le  problème  des  courriers  (n^.  261  )  et  par  celui  des 
fontaines  (n^  266  )  ;  donc  si  l'on  convient  de  porter  les  coordonnées  positives 
dans  un  sens ,  il  faudra  porter  nécessairement  les  coordonnées  négatives  en 
sens  directement  contraire.  Il  suit  de  là  que  l'équation  qui  renferme  la  rela- 
tion des  coordonnées  d'une  ligne  quelconque,  ne  laisse  rien  à  désirer  sorla 
détermination  des  coordonnées  de  cette  ligne. 

Nous  conviendrons  une  fois  pour  toutes,  que  les  abscisses  positives  seront 
portées,  à  partir  de  l'origine,  de  gauche  à  droite  sur  l'axe  des  abscisses,  et  les 
ordonnées  positives  seront  portées  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses.  Ainsi  les 
abscisses  négatives  seront  portées  de  droite  à  gauche  sur  l'axe  des  abscisses, 
à  partir  toujours  de  l'origine ,  et  les  ordonnées  négatives  au-dessous  de  Taxe 
des  abscisses. 

Représentons  par  a  l'abscisse,  et  par  b  l'ordonnée  d'un  point  quelcon- 
que ;  d'après  ce  qui  précède  il  est  évident  qu'on  aura  pour  tous  les  points 
situés  dans  l'angle  BAC  (fig.  200),  a7  =  +  a,^  =  +  ô,  pour  ceux  qui  seront 
dans  l'angle  BAC',  a;  =  4-a,j  =  —  6,  pour  ceux  situés  dans  l'angle  B'AC, 
07  =  —  a,  j^  =  4-  6,  et  enfin,  pour  ceux  qui  se  trouveront  dans  Fangle  B'AC' 
xz=L — a^yzzi,  —  h.  Si  le  point  était  sur  l'axe  des  abscisses,  on  aurait  évi- 
demment a;  =  G ,  j  =  db  6  ;  si  ce  même  point  était  sur  l'axe  des  ordonnées, 
il  est  clair  qu'on  aurait  a?  =  db  a,  j=  o.  Enfin ,  si  ce  point  était  à  Torigiae, 
on  voit  que  a?  =  o  et  ^  =  o. 

4 18.  Je  dis  maintenant  que,  si  par  un  moyen  quelconque  on  parvenait  à 
déterminer,  Ix priori,  les  coordonnées  d'une  suite  des  points  d'une  courbe, 
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asseï  rapprochés  les  uns  des  autres,  il  est  évident  qu^en  faisant  passer;  à  la 

main, une  courbe  par  les  extrémités  des  ordonnées  successives,  cette  courbe 

serait  sensiblement  la  courbe  proposée. 

Pour  déterminer  à  priori  les  coordonnées  d^une  courbe  donnée  de  nature 

et  de  position ,  ainsi  que  pour  en  découvrir  les  propriétés,  il  y  a  deux  mé- 
thodes; la  première,  est  celle  que  nous  avons  suivie  jusquMci  pour  démontrer 
les  propositions  de  géométrie  qui  précèdent ,  et  la  seconde  consiste  à  trouver 
d'abord  une  équation  diaprés  la  nature  de  la  courbe ,  et  de  faire  ressortir  de 
cette  équation  toutes  les  propriétés  de  cette  courbe.  Suivant  qu^il  nous  pa- 
rtira plus  facile,  et  surtout  plus  clair,  nous  nous  servirons  indifféremment 
de  ces  deux  méthodes,  notre  but  n'étant  pas  de  faire  un  ouvrage  de  doctrine 
mathématique,  mais  d'exposer  de  la  manière  la  plus  facile  à  comprendre  les 
propositions  nécessaires  aux  jeunes  constructeurs. 

Avant  d'entrer  en  matière,  nous  allons  donner  encore  quelques  définitions 
qui  nous  sont  nécessaires. 

419.  Supposons  qu'on  ait  mené,  dans  une  courbe  plane  quelconque,  une 
infinité  de  droites  Mm,  MW,  M'W....  (fig.2o4)  parallèles  entre  elles,  et  ter- 
minée de  part  et  d'autre  à  la  courbe  ;  si  une  même  droite  AB  coupe  en  deux 
parties  égales  toutes  ces  parallèles,  cette  droite  AB  sera  un  diamètre  de  la 
coinhe. 

420.  Tout  diamètre  perpendiculaire  aux  droites  qu'il  divise  en  deux  parties 
égdes  prend  le  nom  A^axe  de  la  courbe. 

4ii.  Si  une  courbe  a  plusieurs  diamètres,  deux  de  ces  diamètres  seront  dits 
coyugués,  si  l'un  divise  en  deux  parties  égales  les  parallèles  à  l'autre,  et  ré- 
ciproquement. 

432.  Si  deux  diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  entre  eux,  ils  se- 
ront les  axes  de  la  courbe. 

423.  On  appelle  tangente,  une  ligne  droite  qui  ne  fait  que  toucher  une 
conrtie.  Dans  les  courbes  qui  nous  intéressent,  \ts  tangentes  n'ont  qu'un 
point  de  commun  avec  les  courbes,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge  ;  mais  il 
jad^antres  courbes  auxquelles  une  ligne  droite  peut  être  tangente  en  un  ou 
planeurs  points,  et  en  même  temps  sécante  en  un  ou  plusieurs  autres 

points. 

Eb  général,  si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point,  et  que  parce  point  on 
poisse  mener  une  droite  tangente  à  la  fois  à  ces  deux  courbes,  ces  dernières 
seront  tangentes  l'une  à  l'autre. 

434*  Le  point  où  deux  lignes  tangentes  se  touchent  se  nomme  le  point  de 
cûnIacL 
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425.  On  appelle  normale  à  une  courbe,  une  ligne  droite  perpendiculaÎR 
à  la  tangente  et  menée  par  le  point  de  contact. 

426.  Ce  qu'on  appelle  la  sous-iangenie  est  la  distance  FT  oa  qt  (fig.  207) 
comprise  entre  le  point  T  ou  /  où  la  tangente  rencontre  Fun  des  axes  des 
coordonnées  et  le  pied  P  ou  7  de  l'ordonnée  du  point  de  contact  abaissée 
sur  Taxe  rencontré  par  la  tangente. 

427.  La  soiis-normale  est  la  distance  entre  le  point  R  on  r,  où  la  normale 
rencontre  Tun  des  axes  des  coordonnées ,  et  le  pied  P  ou  ç  de  Tordonnée  da 
point  de  contact  abaissée  sur  Taxe  rencontré  par  la  normale. 

428.  La  longueur  de  la  tangente  est  la  distance  MT  ou  M/  (fig.  207)  corn* 
prise  entre  le  point  de  contact  M  et  le  point  T  ou  i;  où  la  tangente  rencontre 
Fun  des  axes  des  coordonnées. 

429.  La  longueur  de  la  normale  est  la  distance  MR  ou  Mf  (  fig.  207  )  com- 
prise entre  le  point  de  contact  M  de  la  tangente  et  le  point  T  ou  /  où  la  nor- 
male rencontre  Tun  des  axes  des  coordonnées. 

430.  On  appelle  courbes  semblables^  celles  dans  lesquelles  on  peut  inscrire 
ou  circonscrire  des  polygones  semblables.  Diamètres  homologues  dans  les 
courbes  semblables 9  ceux  qui  forment,  dans  chaque  courbe,  des  angles ^ux 
avec  les  parallèles  qu^ils  divisent  en  deux  parties  égales.  Diamètres  con^igués 
semblables,  ceux  qui  font  entre  eux  le  même  angle  dans  les  courbes  sem- 
blables.  En  général,  deux  diamètres  d^une  courbe  sont  semblables  à  leors 
homologues  dans  une  courbe  semblable  à  la  première. 
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De  la  Parabole  rapportée  à  son  axe. 

43 1.  DEFINITION.  La  parabole  est  une  courbe  m'''AM''^(fig.2o3)  qui  jouit 
de  la  propriété  d'avoir  tous  ses  points  à  égales  distances  d'une  droite  Q^i 
et  d'un  point  F  donnés  fixes.  La  droite  Q'Y  donnée  s'appelle  la  directrice^d 
le  point  F  \c  foyer  de  la  parabole.  La  distance  FM'  du  foyer  F  en  un  point 
quelconque  M'  de  la  courbe  se  nomme  rayon  vecteur. 

432.  THÉORÈME  170.  Soient  EG  (fig.  2o3)  la  directrice  et  F  le  foyer  àwt 
parabole  ml'' KM,"';  si,  par  le  foyer  F ,  on  mène  une  perpendiculaire  DB  à  to 
directrice  EG,  celle  perpendiculaire  DB  sera  Taxe  de  laparabde. 

En  effet ,  soit  pris  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  et  par  ce  point, 
soient  menées  les  droites  Mm,  MQ  respectivement  parallèles  à  la  directrice 
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»  et  à  la  droite  DB,  et  la  droite  MF  au  foyer  ;  en  vertu  de  la  définition 

1  parabole,  on  aura  QM=  FM. 
Sur  la  droite  Mm  on  pourra  toujours  prendre  un  point  m  tel ,  qu'en  me- 
bt  par  ce  point  m  une  droite  mY  au  foyer  et  une  parallèle  mq  à  la  droite 
,  on  ait  mF  =  mq  ;  de  sorte  que  le  point  m  sera  sur  la  parabole.  Comme 
(flroite  Mm  est  parallèle  à  la  directrice  FG,  on  aura  01*7  =  QM,  et  par 
séqucnt  FM  =  Fm. 
'  Les  triangles  FMP,  FmP  sont  rectangles  en  P;  les  droites  FM,  Tm  sont 
■  hypothcnuscs  de  ces  triangles  ;  ces  deux  triangles  ont  le  côte  PF  commun; 
pc  ÎU  sont  égaux  ;  donc  les  côtés  PM,  Pmsont  égaux,  et  comme  onpour- 
l  raJ50nncr  de  la  même  manière  sur  tout  antre  point  de  la  courbe,  il  s'en- 
Iflue  la  droite  DB  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  droites  comme 
9  qui  lui  sont  perpendiculaires,  et  qui  sont  terminées  de  part  et  d'autre  à 
arabolc;  donc,  enfin,  la  droite  DB  est  un  axe  de  cette  courbe  (n".  420). 
,  TBÉURÈME  171.  Le  point  A.  (fig.2o3),  où  t  axe  de  la- parabole  reri' 
e  celte  courbe,  est  à  égales  dbtances  du  foyer  Y  et  de  la  directrice  EG  ; 
!  qu'on  a  AF  ^  AD. 

e  proposition  est  une  suite  immédiate  de  la  définition  de  la  parabole. 
t  A  est  le  sommet  de  la  parabole  ou  Vorigine  de  l'axe. 
^4-  THÉOBÈMB  172.  La  parabole  ne  peut  rencontrer  son  axe  qu'en  un 
^  point. 
1  effet,  si  elle  pouvait  rencontrer  son  axe  en  deux  points,  l'un  A  et  l'autre 
1  B'  (fig.  2o3),  l'un  B  de  ces  points  serait  plus  près  du  foyer  que  de  la 
Ktrice  ;  car  on  aurait  DB  >  FB  de  la  quantité  DF ,  ce  qui  ne  peut  être , 
■rès  la  définition  de  la  parabole  (n°.430'  S'^*^  second  point,  où  la  courbe 
■contre  l'axe,  était  le  point  B',  on  aurait  DB'<FB',  ce  qui  serait  également 
traire  à  la  définition  de  la  courbe. 

[35.  THÉORÈME  173.  L'axe  de  la  parabole  divise  l'espace  indéfini  cotn- 
r  cette  courbe  en  deux  parties  égales. 
\  effet,  si  l'on  mène  une  suite  de  perpendiculaires  Mm,  MW,  M"m",..„ 
taxe  AB  (fig- 2o3),  il  divisera  toutes  CCS  perpendiculaires  en  deux  par- 

ales  aux  points  P,  P*,  P" ;  si  donc  on  rabat  la  partie  AM"'P"'  sur 

c  partie  Am"'P"',  en  la  faisant  tourner  sur  l'axe  AB  comme  sur  une 

ière,  les  points  M,  M',  M'', viendront  coïncider  avec  leurs  corres- 

LDS  m,  m',  m"....  ;  d'où  il  suit  que  la  partie  AM"'P"'  coïncidera  avec  la 

"'P'". 
,  THÉORÈME  174-  I'^  sommet  \  de  la  parabole  est,  de  tous  les  points 
dt  cette  courbe ,  celui  qui  est  le  plus  près  de  la  directrice  et  du  foyer. 
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En  effet,  soit  un  autre  point  M  quelconque  de  cette  courbe;  si,  par  ce 
point  M  on  mène  la  perpendiculaire  MQ  à  la  directrice  £G  et  la  droite  MF 
au  foyer  ;  si,  de  plus,  on  joint  les  points  Q  et  ¥  par  la  droite  FQ,  le  triangle 
QFM  donnera  QF  <  QM  +  FM.  Le  triangle  DQF  est  rectangle  en  D, 
et  QF  est  riiypothénuse  de  ce  triangle  ;  d'où  il  suit  que  DF  <  QF,  et  qu'à 
/oriion  DF  <  QM  +  FM. 

Observons  à  présent  que  DF  =  AD  +AP,  que  AD=  AF  (n*.  433), 
que.  QM=FM,  et  nous  verrons  que  DF =2 AD,  QM +  FM  =  2QM;el, 
par  conséquent,  que  2AD  <  2QM,  ou  enfin,  que  AD  <  QM,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  AF  <  FM. 

437.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  les  points  successifs  de  la  parabole,  soit 
au-dessus,  soit  au-dessous  de  Taxe,  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  la  direc- 
trice et  du  foyer,  et,  par  conséquent,  du  sommet  A;  d'où  Ton  voit,  et  de 
ce  que  la  parabole  ne  peut  rencontrer  son  axe  qu'en  un  seul  point,  qui  est  le 
sommet  A,  que  cette  courbe  est  ouverte,  et  s'étend  à  l'infini  au-dessus  et 
au-dessous  de  l'axe. 

438.  Corollaire  2.  Il  suit  encore  de  la  dernière  proposition  que,  si 
par  le  sommet  A  on  élève  une  perpendiculaire  CC  à  l'axe  AB,  ceUe  perpen- 
diculaire sera  tangente  à  la  parabole  au  point  A. 

Car  i"".  cette  droite  CC  sera  parallèle  à  la  directrice  KG,  et  aura,  par- 
conséquent,  tous  ses  points  également  distans  de  cette  directrice  ; 

2^  Le  point  A  delà  parabole  est,  de  tous  les  points  de  la  courbe,  celui 
qui  est  le  plus  près  de  la  directrice;  or,  ce  point  A  est  situe  sur  la  droite 
CC^  donc  cette  droite  CC  n'a  que  ce  point  A  de  commun  avec  la  parabole; 
donc  enfin  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe. 

439.  THÉORÈME  1^5.  Tout  point  situé  hors  de  la  parabole  est  plus  près  éi 
la  directrice  que  du  foyer  (  fig.  2o3  ). 

Soit  K  le  point  pris  hors  de  la  parabole;  il  faut  faire  voir  que  la  perpeo* 
diculaire  KQ'^  abaissée  de  ce  point  Ksur  la  directrice,  est  plus  petite  queb 
droite  FK  menée  du  foyer  au  même  point  K. 

Or,  la  droite  FK  coupe  la  parabole  en  un  point  M',  puisque  le  foyer  est 
dans  la  courbe  et  le  point  K  en  dehors  :  si  donc  on  mène  la  droite  M'Q'per* 
pendiculaire  à  la  directrice,  on  aura  M'Q'=FM^ 

Si  maintenant  nous  menons  la  droite  KQ',  le  triangle  Q'KM'  nous  dop- 
ncra  Q'K<  Q'M'  +  M'K  ;  et  en  mettant  à  la  place  de  Q'M'  son  égal  FM', 
on  aura  Q'K  <  FM'  +  M'K  ;  mais  FM'  -h  M'K  =  FK  ;  donc  Q'K  <  FK. 

Mais  le  triangle  Q'KQ"  est  rectangle  en  Q";  Q'K  est  l'hypothénuse  de  ce 
triangle,  on  a  donc  Q'K>  KQ",  donc,  à  fortiori^  on  aura  KQ"  <  FK;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 
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440.  THEOBEME  176.  Toiit  point  K'  situé  dans  la  parabole  (fîg.  2o3)  est 
9lus  près  du  foyer  que  de  la  directrice. 

En  effet,  la.droite  K'Q,  mence  par  ce  point  K'  perpendiculairement  à  la 
directrice,  coupera  la  parabole  en  un  point  M,  puisque  la  directrice  est  exté- 
rieure et  le  point  K'  intérieur  à  la  courbe.  Menons  donc  les  droites  FK'  et 
FM,  et  nous  aurons  d'abord  QM  =  FM,  et  ensuite  le  triangle  FMK' qui 
nous  donnera  FK'  <  FM  +  MK'. 

En  mettant  QM  à  la  place  de  FM  dans  cette  dernière  inégalité,  il  nous 
riendra FK' <  QM  +  MK' ;  mais  QM  +  MK'=QK';  donc  FK'<QK';  ce 
[ju^il  fallait  démontrer. 

44i-  Corollaire.  Il  suit  des  deux  dernières  propositions,  qu'il  n'y  a  que  les 
points  de  la  parabole  qui  jouissent  de  la  propriété  d'être  à  égales  distances  du 
foyer  et  de  la  directrice. 

443*  PEOBLÊME  81.  Connaissant  la  directrice  EG(fig.  2o3  ^et  le  foyer  F 
à  une  parabole,  décrire  cette  courbe. 

Après  avoir  mené,  par  le  foyer  F,  une  perpendiculaire  DB,  à  la  direc- 
trice, qui  sera  l'axe  de  la  parabole;  par  tant  de  points  P,  P',  P'^ ,  de  cet 

Mc  qu'on  voudra,  on  élèvera  les  perpendiculaires  Mm,  M'm',  M"m" à  ce 

même  axe,  et  ensuite,  toujours  du  foyer  comme  centre,  et  I^  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  DP ,  on  décrira  un  aVc  de  cercle  qui  coupera  en  deux  points 
M,  m,  la  droite  Mm  ;  2''.  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  DP',  on  décrira  un 
deuxième  arc  de  cercle,  qui  coupera  en  deux  points  M',  m' la  seconde  droite 
MW;  3*.  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  DP",  on  décrira  un  troisième  arc 
de  cercle  qui  coupera  la  troisième  droite  M"m",  en  deux  points  M",  m",  et 

ainsi  de  suite ,  et  les  point  M ,  m  ;  M',  m';  M",  m" ,  seront  à  la  courbe  ;  de 

iorte  que ,  si  par  tous  ces  points  on  fait  passer  une  courbe  a  la  main ,  cette 
coarbe  sera  sensiblement  la  parabole  demandée.  On  aura  le  sommet  A  de 
celte  courbe,  en  divisant,  en  deux  parties  égales,  la  distance  DF. 

Pour  démontrer  que  les  points  qu'on  vient  d'obtenir  sont  à  la  parabole,  il 
faut  faire  voir  que  tous  ces  points  sont  à  égales  distances  du  foyer  et  de  la 
directrice. 

Pour  cela,  considérons  un  quelconque  M  de  ces  points,  et  nous  le  trouve- 
rons en  effet  jouissant  de  cette  propriété;  car,  si  par  ce  point  nous  menons 
tme  perpendiculaire  à  la  directrice  et  une  droite  MF  au  foyer,  nous  aurons 
MQ=DP,  puisque  ces  droites  sont  des  parallèles  comprises  entre  des  paral- 
lèles; mais,  par  construction,  FM=  DP  ;  donc  MQ  =  FM  ;  donc  le  point 
M  est  à  égales  distances  du  foyer  et  de  la  directrice,  donc  il  est  à  la  para- 
bole. 
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443.  Corollaire.  Si  Ton  donnait  la  direction  de  Taxe,  le  sommet  et  le  foynr 
de  la  parabole,  on  porterait  la  distance  AF  (fig.  2o3),  du  sommet  au  foyer, 
sur  le  prolongement  de  Taxe,  de  A  en  D,  et  le  point  D  serait  le  pied  de  la 
directrice  (n^.  433).  Ainsi,  en  élevant  parle  point  D  une  perpendiculaire 
EG,  on  aurait  la  directrice,  et  le  problème  se  réduirait  au  précédent. 

444-  THÉORÈME  1 7  y .  Si  par  un  point  quelconque  M  ((ig.  2o3) d^Iaparabok 
on  abaisse  une  perpendiculaire  PM,  sur  Vaxe  AB ,  le  carré  de  cette  perperh 
diculaire  sera  égal  à  l^fois  la  distance  AF  ^  du  sommet  au  foyer,  muUipliét 
par  In-  distance  kV  du  même  sommet  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  PM;de 
sorte  que  (PMy=  4AF  x  AP. 

En  effet, le  triangle  rectangle  PMF,donne(i)...(PM)'=(FM)*  — (PF)'= 
(FM4-PF)(FM  — PF);maisFM=DP=AD+AP,etPF=AF— AP. 
ce  qui  donne  FM4-PF=AD-i-AF=2AF,  puisque  AD=AF,  et  FM— PF 
=2AP;  donc(FM4-PF)  (FM  —  PF)=:4AFxAP,  et  par  conséquent,  en 
vertu  de  Téqualion  (i),  (PMy=4AF  x  AP;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

44^*  Remarque.  Si  Ton  suppose  que  Taxe  AB  de  la  courbe  soit  celui  des 
abscisses,  que  Torigine  des  coordonnées  soit  au  sommet  A,  et  que  les  coor- 
données soient  rectangulaires,  AP  sera  Tabscisse,  et  PM  Tordonnée  d*aB 
point  quelconque  M  de  la  parabole..  Si  donc  nous  convenons  d'appeler  jt 
Fabscisse  AP,  et^  l'ordonnée  PM  d^un  point  M  quelconque  de  la  courir, 
nous  aurons  généralement  j*=4AF  X  x. 

446.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  le  carré  d'une  ordonnée  quelconque  de 
la  parabole  est  égal  à  4  fois  la  distance  du  sommet  ou  de  l'origine  au  foyer; 
multipliée  par  l'abscisse  correspondante. 

447*  DÉFINITION.  On  appelle  paramètre  de  la  parabole  relatif  à  l'axe,  le 
quadruple  de  la  distance  du  sommet  au  foyer  ;  ainsi  en  appelant^  ce  paramètre, 
onaura^=4AF. 

448.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  la  distance  du  sommet  au  foyer,  cal 
la  directrice,  est  égale  au  quart  du  paramètre;  de  sorte  (fig.  2o3)  qu'on  aun 

AF  =  4-ctAD  =  -4-. 
4  4 

449*  Corollaire  2.  Il  suit  encore  de  la  définition  précédente,  et  de  ce  qos 
^=:  4AF  X  X]  que  l'on  aura  généralement  y*  =^90;,  c'est-à-dire,  que  le  carré 
d'une  ordormée  quelconque  est  égal  au  paramètre  de  Vaxe  muUipUipor 
r abscisse  correspondante.  i 

45o.  Corollaire  3.  Il  suit  de  là  que  le  paramètre  est  une  troisième  propor»  | 
tionnelle  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  parabole;  T 
car  l'équation  y*  ^=  px  donne  sc\y\\y\p.  \ 
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Kl.  Corollaire  /^.  Il  suit  du  corollaire  2,  que  les  carré»  des  ordonnées  de 
pabole  sont  cnlre  eus  comme  les  abscisses  CorrcsponOantes. 

r  pour  un  point  quelconque  on  aura  y''^px  et  pour  un  autre  point  " 
E/JJ^',  d'où  >"  :/'■  wpx  '.px';ix  :  œ'\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

,  niÉORÈME  178.  Réciproquement,  si  une  courbe  est  rappariée  à  des 
coordonnées  rectangulaires ,  l'origine  étant  sur  un  point  de  cette  courue,  et 
mue  les  carrés  des  ordonnées  soient  entre  eux  comme  les  abscisses  correspon- 
^■fej,  cette  courbe  sera  wie  parabole. 

^Ko  effet,  soient  deux  points  M,  M"  de  cette  courbe  (fig,  2o3);  après  avoir 
RSssé  les  ordonnées  PM  et  P"M",  on  aura ,  d'après  notre  hypothèse 

(PM)-  :  (p"n"y  :  :  ap  ;  ap"....ci). 

A  présent,  prenons,  à  droite  et  i  gauche  de  l'origine  A  ,  et  sur  l'axe  AB 
des  abscisses,  les  distances  AF  et  AD  c'galcs  entre  elles,  et  de  telle  grandeur 

que  nous  ayons  AP  ;  PM  :  :  PM  ;  4AF  ou  4AD (2). 

Menons  ensuite  les  droites  FM  et  FM",  et  nous  aurons  les  triangles  rec- 
tangles PMF  et  P"M"F,  qui  nous  donneront 

(MFy  =  (VMy  4-  (PF)N  et  (M"F)-  =  (P"M")'  +  (P"F)'....  (3). 
Maintenant,  faisons  attention  que  PF  =  AF  —  AP,  et  que  P"F=AP"— AF, 
et  nous  aurons  : 

.,a       (MP)'  =  (PM)'-KAF— AP)'=(PMy-fCAF)'~2AFxAP-KAP)'. 
'■■•Jjet(M"F)'=(P"M")'+CAP"-AF)'=CP"Ar)MAP7-2AFxAP"-KAF)'. 

LaproportJon  (0  nousdonne  ■~p^=— ^jp  et  la  proportion  (2)^rW* 

=4AF;  donc,  nous  aurons  aussi  ■     .,„  ■  ^4'^^-  De  ces  deux  dernières  équa-; 

lions,  nous  tirerons  (PM)'  =  4AFxAP,  et  CP"M"J'  =  4AFxAP".  Acluelle- 

nent,  mettons  ces  valeurs  de  (PM)'ct  de  CP"Al"y  dans  chacune  des  équations 

I    (4}ci-dessus,  et  nous  aurons  (FM)'  =  4AFxAP-KAF)'—2AFxAP-KAP)", 

■jiFM")'  =  4AF  X  AP"  +  (AP"J-— 2AF  X  AP"4-(AF)',  ccquiseréduità 

K  (FM)'=:CAF)'H-  2AF  x  AP-f-  (AP)' =  (AF-h  AP)', 

W^     et        CFM")'=(AP7+3AF  x AP"  +  (AF)'  =  (AP"H-AF)'. 

Enfin,  dans  ces  dernières  équations,  si  nous  mettons  AD  à  la  place  de 
I  <^gal  AF,  il  nous  viendra 

(FM)'  =  (  AD-i-APy  =  (DP)%  et  (FM^^CAP"  +  AD)'  =  (DP")',* 
nrtant  FM  =:  DP ,  et  FM"  =  DP".  Il  suit  de  là  que  les  points  de  la  courbe 
[uestion  sont  également  dislans  d'un  point  fixe  F   et  d'une  droite  £G 
pendicutaire  h  l'axe  des  abscisses  ;  donc  celte  courbe  est  une  parabole  dont 
oint  F  serait  le  foyer,  et  la  droile  EG  la  directrice  (  n".  4'4)- 
53.  Corollaire  i.  Il  suit  des  deux  propositions  précédentes,  qu'il  n'y  a 
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que  la  parabole  qui  jouisse  de  cette  propriété  que  les  carrés  des  ordwméès 
sont  entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes,  et  qni^ ,  par  conséquent, 
toi4te  équation  de  la  forme  y'=px ,  ne  peut  renfermer  que  la  relation  des  coor- 
données  d'une  parabole,  dont  p  serait  le  paramètre  relatif  à  l'axe. 

454.  PROBLÈME  82.  Supposons  quc  Vaxe,  le  sommet  et  le  paramètre  d'unt 
parabole  soient  donnés ,  et  quon  nous  propose  de  décrire  cette  courbe. 

Première  solution.  On  pourrait  porter  le  quart  du  paramètre  à  droite  et 
à  gauche  du  sommet,  sur  Taxe,  ce  qui  donnerait  le  foyer  et  le  pied  de  la  di- 
rectrice ,  et  opérer  ensuite  comme  il  a  été  expliqué  au  n*.  44^ • 

Deuxième  solution.  Par  le  sommet  A  (fig.  204  ),  et  les  points  P,  P',  F'..., 

on  élèvera  des  perpendiculaires  ^"Q",  Mm,  MW,  M"m" à  Taxe  AB,  et 

ensuite  on  portera  le  paramètre  de  A  en  C,  et  sur  les  distances  CP,  CP', 
CP".:..  comme  diamètres,  on  décrira  des  circonférences  de  cercle,  qui  cou- 
peront, chacune  en  deux  points,  la  droite  cf'C^^\  par  ces  points  Q  et  ^,  Q' 

etqf',  Q''  et  7" ,  on  mènera  les  droites  QM  et  qm,  Q'M'  et  q'm\  Q'^M'^cl 

q"m" parallèlement  à  Taxe  AB,  lesquelles  rencontreront  respectivement 

les  perpendiculaires  Mm,  MW,  M'W à  l'axe ,  en  des  points  M  et  m, M' 

et  m' ,  qui  seront  à  la  parabole. 

En  effet,  dans  le  cercle  CQP7,  on  a,  pour  le  point  Q,  AC  :  AQ  :  ;  AQ  :  AP; 
or,  AC  =^,  par  construction  ;  AQ  =  PM  par  la  même  raison  ;  donc  p  î  FM 
;  \  PM  ;  AP  ;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  donne  l'équation  y*  z=ipx^  puisque 
^  :  j  ;  ;  j  :  0?;  donc  le  point  quelconque  M,  obtenu  comme  il  vient  d'être 
dit,  est  à  la  parabole.  Cette  solution  est  le  second  moyen  que  nous  avons 
donné  au  n"*.  69  du  Traité  spécial  de  coupe  des  pierres. 

455.  PROBLÈME  83.  Soient  données   labscisse  et  Vordormée  d'un  point 
quelconque  d'une  parabole ,  et  proposons-nous  de  décrire  cette  courbe. 

Supposons  que  DC  soit  l'abscisse  et  CB  l'ordonnée  du  point  B  de  la  para- 
bole ADB  (  fig.  2o5  ). 

Premier  procédé.  On  prolongera  d'abord  l'ordonnée  BC  d^une  quantité 
CA  =zCB,cc  qui  donnera  le  point  A,  qui  sera  un  point  de  la  courbe(n*.  432). 
Ensuite,  on  divisera  chaque  ordonnée,  CB  et  CA,  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales,  en  quatre,  par  exemple;  par  chaque  point  de  division  de  ces 
ordonnées,  on  mènera  des  parallèles  à  l'axe  DC  :  on  divisera  Tabscisse  DC 
en  un  même  nombre  de  parties  égales  que  les  ordonnées  CB  et  CA,  et,  par 
les  points  A  et  B  et  les  points  de  division  de  DC ,  on  mènera  les  droites  AM, 
AM',  AM", ....  et  Bm,  ^m\  Bm"....  qui  rencontreront  les  parallèles  à  DC  en 

des  points  M,  M',  M"....  et  m,  m',  m" ,  qui  seront  à  la  parabole. 

En  effet,  les  triangles  ACE  et  AFM  sont  semblables  et  donnent  AC  ;  CE 
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Commp  nn  a  (lîvJsp  RC  en  qualrc  parties  égales,  et 

"que  le  point  F  est  sur  le  troisîfcmc  point,  on  aura  CF  :=  ^  BG;  et  comme 

BC  =  AC  et  que  AF  =  AC+  CF,  il  s'ensuit  que  AF  =  BC  +^  BC  =  ^. 

4 
On  a  aussi  divisé  CD  en  quatre  parties  égales ,  et  le  point  E  est  sur  le  premier 

naint  de  division  ;  donc  CE  r=  '  DC  :  si  donc  on  Substitue  -■^- et à 

^  44 

la  place  de  AF  et  de  CE  dans  la  valeur  de  FM  trouvée  ci-dessus,  il  viendra 

FM  =  ^^.  D'ailleurs  DP  =  DC—CP  =  DC  — FM;  donc  en  mettant 


7DC 16DC  — 7DG  _  (,DC 


16 


.Oq 


sidonc  oncomparc(PM)'à 


pour  FM  sa  valeur,  onauraDP=DC- 

a  de  plus  PM  =  CF  =  ~^;  d'où(PM)'=5& 
DP,ooaura(PM)'  ;  • — t7-..'DP  ;  -^— ^ — ,  ou  en  divisant  les  moyens  et  les  ex- 
trêmes par -^i  (PM)'  ;  (BC)*::  DP  :  DC;  d'oiî  il  suit  tjue  les  carrés  désordon- 
nées de  ta  courbe  que  nous  venons  de  construire ,  sont  entre  emr  comme  les 
abscisses  correspondantes  ;  donc  cette  courbe  est  une  parabole. 

456.  Remarque.  Si  l'on  voulait  prolonger  la  parabole  au-delà  des  points 
A  et  B,  on  porterait,  sur  le  prolongement  de  Taxe,  et  à  partir  du  point  C, 
on  certain  nombre  des  divisions  de  DC ,  et  sur  le  prolongement  de  CA  et  de 
CB,  on  porterait  le  même  nombre  des  divisions  de  CA  et  de  CB,  et  on  opé- 
rerait ensuite  comme  il  vient  d't^tre  dit  ;  c'est  le  moyen  donné  au  n".  71 
du  Traité  spécial  de  Coupe  des  pierres. 

457.  Second  procède'.  En  supposant  les  mêmes  choses  que  dans  le  numéro 
précédent,  on  pourra  décrire  la  parabole  de  la  manière  suivante  : 

On  divisera  cliacune  des  ordonnées  CA  et  CB  en  parties  égales,  en  quatre, 
par  exemple,  on  divisera  ensuite  l'abscisse  donnée  DC  (fig.2ofi)cn  un  nombre 
de  parties  égales  qui  soit  toujours  le  carré  du  nombre  des  parties  contenues 
vâins  AC  ou  CB  ;  dans  notre  exemple ,  DC  sera  divisé  en  1 6  parties,  puisque 
^iCesl  divisé  en  quatre.  Puis,  par  les  points  de  division  de  AC  et  de  BC,on 
mènera  des  parallèles  à  l'axe  DC;  et,  en  comptant  les  divisions  de  DC,  à 
partir  du  point  D,  par  le  premier  point,  par  le  quatrième,  par  le  neuvicmc.ctc, 
on  mènera  les  parallèles  M"m",  MW,  Mm  à  AB  :  ces  parallèles  rencontre- 
ront celles  qu'on  a  déjà  menées  suivant  DC  ,  en  des  points  M  et  m.  M'  et 

m' ,  qui  seront  à  la  parabole. 

En  effet,  pour  le  point  M'  on  aura  l'abscisse  DP'  =  4  divisions  de  DC,  et 
pour  le  point  B  on  aura  DC=  16  des  mêmes  divisions.  I/ordonnée  P'M'  du 
point  M' comprend  deux  divisions  de  BC ,  et  l'ordonnée  CB  du  point  B, 
comprendra  quatre  des  mêmes  divisions  :  on  aura  donc  DP'  =  4  >  DC  ^16, 
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(P'M0'=4,et(BC)»  =  i6;  doncDF  :  DC  ;:4  :  iS,el(PM!y  :  ÇBCy::  4  :  16; 
or,  le  rapport  4  l  16  est  commun  à  ces  deux  proportions;  donc  (P'M')*  ;  (BCy 
;  :  DP  :  DC  ;  donc  les  carres  des  ordonnées  des  points  trouves  comme  il  vient 
d^étre  dit,  sont  entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes,  donc  enfin 
la  courbe  qui  joint  tous  ces  points  est  une  parabole. 

Remarqiir  i.  Si  Ton  voulait  prolonger  la  parabole  au-delà  des  points 
A  et  B,  on  porterait  un  certain  nombre  des  divisions  de  BC  ou  de  GA,  sur 
le  prolongement  de  CB  et  de  CA,  et  on  porterait  sur  le  prolongement  deDC, 
et  à  partir  du  point  C ,  un  nombre  de  parties  de  DC  égal  au  carré  du  nom- 
bre de  parties  de  CB  qu^on  aura  portées  au-delà  des  points  B  et  A  sur  AB. 

Remarque  2.  D'après  ce  procédé,  on  remarquera  que  les  distances  AP, 

FF,  P'P'^ successives,  comprises  entre  les  pieds  des  ordonnées,  vont  en 

croissant,  comme  les  nombres  impairs  i ,  3,  5,  7....; 

24"*.    LEÇON. 


Siiùe  de  la  ParnHnle  rupporiê^e  à  son  axe. 

458.  PROBLÈME  84*  Proposons-notis ,  maintenant,  de  trouçer  la  kmgutur 
d'un  rayon  vecteur  FM  quelconque  (  fig.  207  ). 

Par  le  point  M,  on  abaissera  l'ordonnée  PM ,  et  on  aura  FM  :=DP  ;  mais 

DP  =  AD  -^  AP ,  et  comme  AD  =  4-  (  n^  448),  on  aura  FM  =-^  +  AP  ou 

FM  =-^  +  07,  en  appelant  œ  Tabscisse  AP. 

Il  suit  de  là  que  la  longueur  d*un  rayon  vecteur  quelconque  est  égale  au 
quart  du  paramètre  plus  f  abscisse  du  point  de  la  parabole  auquel  aboutit  a 
rayon. 

459.  PROBLÈME  85.  Par  un  point  donne' sur  une  parabole ,  mener  une  tan^ 
génie  à  cette  courbe. 

Soit  le  point  M  donné  sur  la  parabole  (  fig.  207)  ;  par  ce  point  M,  on  mtr 
nera  la  droite  MF  au  foyer,  et  la  perpendiculaire  MQ  à  la  directrice  EG; 
puis,  on  joindra  les  points  Q  et  F  par  une  droite  QF,  à  laquelle,  par  le  point 
donné  M ,  on  abaissera  une  perpendiculaire  MT,  qui  sera  la  tangente  de- 
mandée. 

Pour  démontrer  que  la  droite  MT  est  tangente  à  la  parabole  au  point  M, 
il  faut  faire  voir  que  cette  droite  n'a  que  ce  point  M  de  commun  avec  la 
courbe. 
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,  si  nous  prenons  un  aulrc  point  jn  sur  cotte  droite  MT,  en  menant, 

F  ce  point  m  et  les  points  Q  et  F  ,  les  droites  mf  et  mQ ,  et ,  par  le  même 
point  m,  si  nous  abaissons  la  perpendiculaire  nuf  à  la  directrice,  nous  aurons 
Fm  =^  Qm  ,  à  cause  que  QM  :=  FM  et  que  MT  est  perpendiculaire  sur  QF; 
MaÎA  Ont  est  rhypolhcnuse  du  triangle  rectangle  mQf/' ;  donc  Qm>m*y'; 
donc  aussi  Tm  >  niij'  ;  donc  le  point  m  est  plus  près  de  la  directrice  que  du 
foyer;  donc  ce  point  est  situé  hors  de  la  parabole  (n".  439);  donc  la  droite 
MT  n'a  que  le  point  M  de  commun  avec  cette  courbe  ;  donc  enfin  celle  dlroite 
MT  est  la  tangente  demandée. 

460.  THÉORÈME  17g.  Les  angles  ^Mm  pfTM.V  f/ite  forment ,  avecla  tan- 
gente MT .  la  droite  MN  parallèle  à  l'axe  Alî  fl  le  rayon  vecteur  FM,  ijul  t'a 
au  point  de  coniaci,  sont  égaux  entre  eux  (  fig.  207  ). 

En  effet ,  puisque  QM  =  FM  ,  le  triangle  QMF  est  isocèle ,  et  la  perpen- 
diculaire MT  à  la  base  QF  de  ce  triangle,  divise  l'angle  oppose  QMF  en  deux 
parties  égales  :  donc  l'angle  QMT  =  TMF.  Mais  la  droite  MN,  parallèle  à 
AB,  n'est  que  le  prolongement  de  QM;  donc  l'angle  NM/7i  =  QMT,  comme 
oppose's  par  le  sommet;  mais  nous  venons  de  voir  que  QMT^TMF  ;  donc 
NMm  =  TMF;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

46t.  Corollaire  1.  A  cause  que  MN  est  parallèle  à  AB;  on  a  MTB  =r 
ToMN,  et  par  conséquent  MTB  =:TMF,  c'est-à-dire  que  le  triangle  TMT 
est  isocèle;  d'où  il  suit  que  FT  =  FM. 

462.  Corollaire  2.  De  là  résulte  un  nouveau  moyen  de  mener,  par  un 
point  donne  sur  la  parabole,  une  tangente  à  celte  courbe  ;  car,  pour  avoir 
un  second  point  T  de  cette  tangente,  il  suffira,  avec  un  rayon  égal  à  la  di*: 
tance  du  foyer  au  point  de  contact  donné,  et  du  foyer  comme  centre,  de 
decrire.un  arc  de  cercle  qui  coupera  l'axe  en  un  point  T,  par  lequel  et  le  point 
donne  M  ,  on  mènera  la  droite  MT  qui  sera  la  tangente  demandée. 

463.  TQÉORÈME  180.  Sipar  un  pointM  quelconijue  de  la  parabole  on  mène 
um  tangente ,  la  dislance  AT  du  sommet  au  point  T  oit  la  tangente  rencontre 
l'axe,  est  toujours  égale  à  l'abscisse  AP  du  point  de  contact. 


En  effet,  le  rayon  vecteur  FM 


,  donc  AT  =  -^ 
4 


=  -^-i-APCn'.458);  maisFM  =  FT, 
aoDcFT=  -^+AP.  Or,  AT=FT  — AF=FT  — -^; 

-t-AP ^=:  AP  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4 

464-  Corollaire  x.  De  là  résulte  un  nouveau  moyen  de  mener  une  tan- 
gente à  la  parabole  par  un  point  donné  sur  cette  courbe  ;  car,  si  l'on  abaisse 
l'ordonnc'c  du  point  de  contact  et  que  l'on  porte  l'abscisse  AP  sur  le  prolon- 
gement de  l'axe,  de  Acq  T,  le  point  T  sera  à  la  tangente  demandée. 
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465.  Corollaire  2.   Il  suit  aussi  de  là,  que  la  sous-tangente  PT=aÂP. 

466.  Corollaire  3.  Il  suit  encore  de  là  .que  si  par  le  sommet  A  de  la  para- 
bole ,  on  mène  la  tangente  A/,  cette  tangente  divisera  en  deux  parties  égales, 
au  point  t,  la  tangente  MT^  menée  en  un  point  quelconque  de  la  courbe;  car 
la  tangente  ht  est  parallèle  à  rordonnéc  PM ,  et  comme  le  point  A  est  au 
milieu  de  TP ,  le  point  /  est  aussi  au  milieu  de  TM. 

467.  Corollaire  4.  La  droite  FQ  est  perpendiculaire  à  la  tangente  quel- 
conque TM,  et  comme  le  triangle  TMF  est  isocèle,  cette  droite  FQ  passe 
par  le  milieu  /  de  la  tangente  TM  ;  mais  la  tangente  A/,  menée  par  le  sommet, 
passe  aussi  par  le  mâmc  point  t  de  la  tangente  MT  ;  donc  la  tangente  au  som- 
met et  la  perpendiculaire  menée  par  le  foyer  à  une  tangente  quelconque  MT, 
passent  toutes  les  deux  par  le  milieu  tdela  tangente  MT. 

468.  PROBLEME  86.  là' axe  d'une  parabole^  la  direction  et  le  point  de  con* 
tact  d'une  tangente  étant  donnés,  proposons-nous  de  décrire  cette  courbe. 

Première  solution.  Prolongeons,  s'il  est  nécessaire,  la  tangente  donnée 
MT  (fig.  207),  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Taxe  AB  au  point  T;  sur  le  milieu 
de  la  tangente  TM ,  élevons  une  perpendiculaire  /F,  qui  rencontrera  Taxe 
AB  en  un  point  F ,  qui  sera  le  foyer  de  la  parabole  en  question  ;  par  le  point 
/,  milieu  de  TM ,  abaissons  une  perpendiculaire  /A  à  Taxe  AB,  et  le  pied  A 
de  cette  perpendiculaire  sera  le  sommet  de  notre  parabole;  par  cette  cons- 
truction, le  problème  sera  ramené  aux  mêmes  circonstances  que  ceux  des 
V^\  442  et  453. 

Cette  construction  est  une  suite  immédiate  du  numéro  précédant. 

Deuxième  solution.  Faisons,  au  point  de  contact  M  comme  sommet,  et 
sur  la  tangente  MT,  un  angle  TMF  =  à  Tangle  MTB  que  fait,  avec  Tae 
AB,  la  tangente  donnée  TM;  en  vertu  du  n^  161  le  point  F,  où  la  droite 
MF  ira  rencontrer  Taxe,  sera  le  foyer.  Pour  avoir  le  sommet  A,  on  diviseia 
en  deux  parties  égales  la  distance  TP  comprise  entre  le  point  T  de  rencontre 
de  la  tangente  MT  avec  Taxe  AB,  et  le  pied  P  de  l'ordonnée  du  point  de  con- 
tact, puisque  (n®.  463)  nous  avons  vu  que  AT=  AP. 

469.  PROBLEME  87.  Les  directions  de  deux  tangentes  MT  et  MT  (fig.  207) 
et  le  foyer  F  •  d'une  parabole  étant  donnés,  proposons-nous  de  décrire  cette 
courbe. 

Parle  foyer  F  donné,  menons  une  perpendiculaire  F/ et  F/ à  chacunedes 
tangentes  données  MT  et  M'T';  par  les  pieds  <  et  /  de  ces  perpendiculaires, 
menons  une  droite  tt',  et,  par  le  foyer  F ,  menons  une  perpendiculaire  ABi 
cette  dernière  droite  té  :  la  droite  AB  sera  Taxe  et  le  point  A  le  sommet  de 
la  parabole ,  et  on  décrira  1^  courbe  par  le  moyen  du  n"*.  ^^2. 
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CeUc  consiruction  est  cvidcnle,  d'après  les  n".  4^0  ei  ^6-j. 
470.  pnoBLKMK  S8.  Snîf.  données  trois  droites  TM,  T'M'  et  t/',  toutes  Us 
trois  lion  parallèles ,  et  proposons-nous  dt'  décrire  une  parabole  tangente  à  ces 
troisdroites  et  dont  l'axe  serait  perpendiculaire  à  la  droite  moyenne  rt'(rig.  207). 
Par  les  poînls  /et  t'  où  les  droites  extrêmes  rencontrent  la  moyenne, 
élevons  une  perpendiculaire  iV  ,  /T  respectivement  à  chaque  droite 
eilrême  TM,  T'M',  ces  perpendiculaires  se  rencontreront  en  un  point  F, 
qai  sera  le  foyer;  par  le  foyer  F,  menons  une  perpendiculaire  AB  à  la  droite 
moyenne  tt\  et  cette  perpendiculaire  AB  sera  l'axe  de  la  parabole,  et  la  dis- 
tance AF  le  quart  du  paramètre  :  on  pourra  donc  décrire  la  parabole  par  l'un 
des  procédés  donnes  précédemment.  "> 

Cette  solution  est  une  suite  immédiate  des  n".  4^^  et  467. 
471.  PROBLÊME  89.  Par  un  point  donné  hors  de  la  parabole,  il  faut  mener 
une  tangente  à  ceUe  courbe. 

Après  avoir  trouve  la  directrice  et  le  foyer,  on  décrira  un  arc  de  cercle 
FQ,  du  point  donné  m,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  la  distance 
de  ce  point  donné  ni  au  foyer  (fig.  207);  parle  point  Q  ,  où  cet  arc  de  cercle 
rencontrera  la  directrice,  et  par  le  foyer  F,  on  mènera  la  droite  FQ,  à  la- 
quelle, et  par  le  point  donné  m,  on  abaissera  une  perpendiculaire  mT,  qui 
sera  la  tangente  demandée. 

En  effet,  le  triangle  wiQF  est  isocèle  par  construction;  par  conséquent,' 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  ce  triangle  sur  la  base  FQ,  divise 
cette  liase  en  deux  parties  égales  au  point  /;  ainsi,  tous  tes  points  de  cette 
perpendiculaire  sont  à  égales  distances  des  points  Q  et  F.  Si  donc,  par  le 
point  Q,  on  mène  une  parallèle  QM  à  Taxe  AB,  et  si  l'on  joint  le  foyer  F  et 
Je  point  M,  où  la  droite  QM  rencontre  la  droite  mT,  par  une  droite  FM, 
OD  aura  QM  :=  FM  ;  d'où  il  suit  que  le  point  M  de  la  droite  MT  est  sur  la 
parabole.  Il  est  évident,  actuellement,  que  cette  droite  n'a  que  le  point  M 
commun  avec  la  courbe  ,  car  les  choses  sont  ramenées  au  cas  du  n".  459. 

472.  PROBLÈME  90.  Il  faut  mener  une  tangente  à  la  parabole ,  parallèle^ 
ment  à  une  droite  donnée. 

Après  avoir  déterminé  la  directrice  et  le  foyer,  on  mènera,  par  le  foyer," 
une  perpendiculaire  FQ  à  la  droite  donnc'c  IIK  (fig.  208);  par  le  point  Q,  où 
la  droite  FQ  rencontre  la  directrice,  on  mènera  une  parallèle  QM  à  l'axe 
AB  ,  et  le  point  M,  où  la  droite  QM  rencontrera  la  parabole,  sera  le  point 
de  contact  ;  en  menant  donc,  par  ce  point  M,  une  parallèle  MT,  à  la  droite 
donnée  IIK,  on  aura  la  tangente  demandée. 

Cette  construction  résulte  trop  évidemment  de  ce  qui  précède  pour  avoir 
besoin  d'être  démontrée. 
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473.  PROBLÈME  91.  Il  faut  mener  une  tangente  à  la  parabole  perpendicu- 
lairement à  une  droite  donn/e  (  fig.  208  ). 

Après  avoir  trouvé  la  directrice  et  le  foyer;  on  mènera,  par  le  foyer  P, 
une  parallèle  FQ'  àla  droite  donnée  HK;  par  le  point  Q',  où  la  droite  Q'M' 
rencontre  la  directrice,  on  mènera  une  parallèle  Q'M'  à  Taxe,  laquelle  ren- 
contrera la  parabole  en  un  point  M'  qui  sera  le  point  de  contact  :  par  consé- 
quent, en  menant,  par  ce  point  M' une  perpendiculaire  MT  à  la  droite  don- 
née HK,  on  aura  la  tangente  demandée. 

Cette  construction  est  encore  évidente,  diaprés  ce  qui  précède. 

474-  THEOREME  181.  La  sous-normàle  PR  relatiçe  à  Vaxe  de  la  parabole 
(fig.  207  ),  est  la  moitié  du  paramètre ,  pour  tous  les  points  M  de  la  courbe. 

En  effet,  les  triangles  semblables  TMP  et  PMR,  donnent  PT  ;  FM  ;;  PM 

:  PR  =  -^^^.  Mais  (VMy=p  X  AP,  et  PT=  2AP ;  donc  PR  =  ^^j^ 
;?=  -^;  ce  quMl  fallait  démontrer, 

475.  PRORLÊME  92.  Par  un  point  M  (fig.  207  )  donné  sur  la  parabole,  il 
faut  mener  une  normale  à  cette  courbe. 

Première  solution.  Parle  point  donné  M,  on  abaissera  Tordonnée  PM,  et  on 

fera  PR  =  —  ;  et  le  point  R  sera  le  point  où  la  normale  menée  par  le  point 

M  doit  couper  Taxe  ;  ce  qui  suit  immédiatement  de  la  proposition  précédente. 

Deuxième  solution.  Par  le  point  donné  M,  on  mènera  une  parallèle  MQ  à 
Taxe;  par  le  point  Q  où  cette  droite  MQ  rencontrera  la  directrice,  on  mè- 
nera une  droite  QF  au  foyer,  et  la  droite  MR,  menée  par  le  point  M  paral- 
lèlement à  QF  y  sera  la  normale  demandée. 

En  effet,  la  droite  QF  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  par  la 
point  M  (  n^.  4^9)9  ^^  toute  normale  passe  par  le  point  de  contact  perpendi- 
culairement à  la  tangente  ;  donc  la  droite  MR,  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact M,  et  qui  est  parallèle  à  la  droite  QF,  est  en  effet  la  normale  deroandéf, 

476.  THÉORÈME  182.  La  normale  MR  (fig.  207)  diçise  en  deux  pardes 
'égales  r  angle  "FM^  formé  par  le  rayon  ifccteur  qui  va  au  point  de  contactât 
et  la  droite  MN  menée  par  le  même  point  M  parallèlement  à  raxe. 

Car  on  a  TMR  =  RMm,  puisque  ces  deux  angles  sont  droits  ;  de  plos, 
TMF  =  mMN  {n\  460);  donc  TMR— TMF  =  RMm  — roMN,  qu  FMR 
=  RMN  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

477.  THÉORÈME  iS3.  Le  triangle  FMR  formé  par  un  rayon  vecteur  TM 
et  la  normale  MR  qui  aboutissent  au  même  point  M  de  la  courbe ,  est  isoc^ 
^  fig.  207). 

Car  la  normale  MR  est  parallèle  à  la  droite  FQ ,  d^où  il  suit  que  les  angles 
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MRA  et  QFA  sont  ëgaux  entre  eux  comme  correspondans ,  et  les  angles 
QFA  et  FMR  sont  aussi  égaux,  comme  alternes-internes  ;  donc  MRA  = 
FMR ,  et  le  triangle  FMR  est  isocèle  ;  d'où  FM  =  FR: 

478.  Corollaire.  Il  résulte  de  là  un  nouveau  moyen  de  mener  une  normale, 
par  un  point  donné  sur  la  parabole,  qui  est  très-simple  :  il  suffira  de  décrire 
un  arc  de  cercle  MR  par  le  foyer,  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au 
rayon  vecteur  qui  va  au  point  donné  M  ;  cet  arc  coupera  Taxe  en  un  point 
R ,  par  lequel  doit  passer  la  normale. 

479-  PROBLEME  93.  Il  faut  mener  une  normale  à  la  parabole  parallèle^ 
ment  à  une  droite  donnée  (  fig.  208  ). 

Après  avoir  déterminé  le  foyer  et  la  directrice ,  on  mènera,  par  le  foyer, 
une  parallèle  FQ^  à  la  droite  donnée  HK;  par  le  point  Q',  où  cette  droite 
FQ^  rencontrei^a  la  directrice,  on  mènera  une  parallèle  Q'M'  à  Taxe, 
et  le  point  M^  où  cette  droite  Q'M'  rencontrera  la  parabole,  sera  le  point 
par  lequel  il  faudra  mener  une  parallèle  M'R'  à  la  droite  donnée  HK,  pour 
avoir  la  normale  demandée,  qui  sera  cette  droite  M'I\'  elle-même. 

Le  lecteur  concevra  sans  peine  la  véracité  de  ce  procédé. 

480.  PROBLEME  94-  ^^  faut  maitr  utu:  nunnule  à  la  parabole ,  perpeii" 
diculairement  à  une  droite  donnée  (  fig.  208  )• 

On  déterminera,  comme  ci-dessus,  la  directrice  et  le  foyer,  et  ensuite  on 
mènera,  par  le  foyer ,  une  perpendiculaire  FQ  à  la  droite  donnée  HK  ;  par 
le  point  Q  où  cette  droite  FQ  rencontrera  la  directrice ,  on  mènera  une  pa- 
rallèle QM  à  Taxe ,  laquelle  ira  rencontrer  la  parabole  en  un  point  M  ,  qui 
sera  celui  par  lequel  il  faudra  abaisser  une  perpendiculaire  à  la  droite  donnée 
HK,  pour  avoir  la  normale  demandée  :  cela  est  évident. 

481.  THÉORÈME  i84-  Soit  un  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires 
AB  et  AC  (  fig.  209  ),  le  centre  étant  en  un  point  I  quelconque ,  dont  les  coor- 
données AP'  et  P'I  seront  représentées  par  2l  eth  ;  je  dis  que  pour  un  point  M 
quelconque  de  sa  circonférence,  on  aura  {x — a)'+  (/— b)'  =  r"",  x  et  y  étant 
les  coordonnées  de  ce  point  M ,  etrle  rayon  du  cercle. 

En  effet,  si  par  le  centre  1  de  ce  cercle,  on  mène  une  parallèle  IQ  à  Taxe 
AB  des  abscisses,  le  triangle  IQM  sera  rectangle  et  donnera  (IM)' = 
(lQ)'H-(QMy.  MaisIM  =  r,  IQ  =  P'P  =  AP  —  AP'  =  ^— a,  et  QM  = 
PM  —  PQ  =  PM— PI  =y  — b  ;  donc 

r*=(^— ay+(7— b)',  ou  (a?  — a)'  +  (y  — b')  =  r% 
comme  il  a  été  énoncé. 

482.  PROBLEME  95.  Par  un  point  donné  hors  d'une  parabole,  il  faut 
mener  une  normale  à  cette  courl^e. 


1 1% 
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Par  1q  point  donne  D  (fig.  210),  abaissez  une  pcrpendicalalre  DP'  sur  Taxe 
AB  ;  portez  la  moitié  du  paramètre  de  P^  en  Q  ;  sur  le  milieu  de  AQ^éleres 
une  perpendiculaire  Kl ,  que  vous  ferez  égale  au  quart  de  DP' ,  et  du  pdint 
I  comme  centre  ,  et  d'un  rayon  égal  à  la  distance  lA  ou  IQ  ,  décrivez  une 
circonférence  de  cercle  AMQ,  qui  coupera  la  parabole  en  un  point  M ,  par 
lequel  et  le  point  donné  D,  tous  mènerez  une  droite  DR,  qui  sera  la  nor- 
male demandée. 

Pour  le  démontrer ,  supposons  quVn  effet  la  droite  DR  soit  la  normale 
demandée  :  nous  aurons  PR  =i^p(n''.  474)*  ^^  ^^^  triangles  semblables  RMP 
et  RFD,  qui  nous  donneront  PR  :  PM  1 1  FR  :  P'D....(i) 

Appelons  AP'  =  a,  P'D  =  b,  AP  =  ^  et  VM=yi  comme  VR  = 
PR+AP  —  AP',  nous  aurons  P'R=7^  + a?  —  a,  et  la  proportion  (i)  de- 
viendra iply  ll^P"^^  —  a  î  b;  d'où  nous  tirerons  t/jy +  ay  —  aj=^f^b, 
oua:y^{py  —  :^y—^ph=o (2). 

Si  maintenant  de  Téquation  y=pa;  (n^.  449)  nous  tirons  la  valeur  de  Sy 

qui  est  j7  =  -^ — ,  pour  la  substituer  dans  Téquation  (2)  ci-dessus,  il  viendra 
— ^^PX — ^X — 7^b  =  o,    OH  on  fnîsnnt  disparaître  le  dénominateur/?, 

y^  +  ^py  —  ^py — 7p'b=:o.  Si  actuellement  nous  multiplions  par  /,  il 
nous  viendra  y^+^py^ — a/7y'  —  ip^by  =  o.,..  (3).  Carrons  les  deux  membres 
de  réquationy'=/7a7,  ce  qui  nous  donnera  y*  =  ^'0?',  et  mettons  cette  valeur 
dey*  dans  l'équation  (3),  et  elle  se  réduira  à/^V-f-^/^y  —  apy" — 7^"bjr=o...(4). 
Dans  cette  équation  (4)»  mettons  px  à  la  place  de  y\  et  nous  aurons 
p^ai'^^p^x — zp^x — 7^'by;=o,  ce  qui  se  réduira  à^r'-H^^a? — ao; — ^ly=o...(5), 
en  divisant  par  p^. 

Ajoutons  à  cette  dcrnîcrc  équation,  Téquation  jr» — px=zo  (qui  résulte  de 
y^=zpx^  en  faisant  tout  passer  dans  le  premier  membre),  et  nous  auroos 

x*  +  ipx  —  ^x  4-y'  — px —  jhy  =  o ,  ou  x" — ^ x  +y^  —  rly  =  o....(6). 

^   ,  (p  ^  aa  y         b* 

Si  maintenant  nous  ajoutons  la  quantité  -^^- — ^ — ^4^  — -     dans    chaqoc 
membre   de   l'équation  (6),   il   nous   viendra  : 


-  +  -''^76-^+r-^ï>rH-76-=^''^ 


16' 


(r  -  i  )•;  donc  (.  _  2+îl  ).  +  (  ^  _  ^  ).  =  i£±î^......  (,) 

Or,  si  nous  comparons  cette  équation  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  pour 
le  cercle  dans  le  numéro  précédent,  nous  verrons  que  celle  que  nous  venons 
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-  serai  l  l'abscisse  du  centre, 

-1»' 

—  scraitle  carré  du  rayon. 


GÉOMÉTRIE  PLAITE. 

de  IrouTcr  est  aussi  celle  d'un  cercle  dont  — — j- 

4 
^  u  j  ■  j  •  ■  .  .  Tc+aa)" 
—T-  I  ordonnée  du  même  pomt,  et  que  -^ ~r 

Mais  celte  équation  renferme  les  coordonne'es  a-  et  y  du  point  M  où  la 
normale  demandée  doit  rencontrer  la  parabole;  si  donc  on  savait  quelle  est 
l'abscisse  de  ce  point,  et  qu'on  la  mit  à  la  place  de  x  dans  cette  même  «équa- 
tion, elle  donnerait  une  valeur  pour  Tordonnocy ,  telle  qu'en  construisant 
cette  ordonnée,  son  extrémité  M  serait  à  la  fois  sur  la  circonférence  du 
cercle,  et  sur  celle  de  la  parabole,  pre'cisémcnt  au  point  où  la  normale  de- 
mandée doit  rencontrer  cette  dernière  courbe;  ce  point  se  trouve  donc  en 
IhtDême  temps,  et  sur  la  circonférence  du  cercle,  et  sur  colle  de  la  parabole  : 
■en  décrivant  donc  le  cercle  représenté  par  l'équation  (7),  il  coupera  la  para- 
bole au  point  M  demandé.  Or,  c'est  effectivement  ce  que  nous  avons  fait; 
car,  puisque  nous  avons  porté  le  demi-paramètre  de  P'  en  Q,  nous  avons 
AQ^  AP*-!-!/),  ou  AQ  =  a  +  ^jg=  ■--"  ^'  .  Mais  le  point  K  est  le  pied 
de  la  perpendiculaire  Kl  élevée  suc  le  milieu  de  AQ  ;  donc  AK  =  ■ — -^-  ^ 

^     ;  donc  AK  est  l'abscisse  du  centre  du  cercle  représentée  par  l'équa- 

lion  (7)  ;  donc  le  centre  I  de  ce  cercle  doit  se  trouver  sur  la  droite  Kl.  Nous 
avons  fait  ensuite  KI:=  jBP',  et  comme  DP'i=b,  nous  avons  Kl^î-b; 
donc  le  point  I  est  le  centre  du  cercle  en  question. 

il  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  voir  que  le  carré  du  rayon  (AI  )'  est  égal  à 
(^H-^a  )'  +  !'■ 
ifi 
Or,  le  triangle  rectangle  AIK  nous  donne  (IA)'  =  (  AK)'  -4-  (Kl)';  et; 


il  s'ensuit  que  (ÏA)'  = 


(Z'+aa)' 


puisque  AK  =  ^"^^'' 

b'   _     (;,+  3aV-hb' 

**"  iG  ><i  ■ 

483.  PROBLÈME  g6.  Par  tin  point  donné  Tt'  dans  la  parabole  {^^iq^.  aïo), 
U  faut  mener  une  normale  à  cette  courbe. 

Par  le  point  donné  D',  abaissez  une  perpendiculaire  D'P'"  à  l'axe  AB;  portez 
le  demi-paramètre  de  P'"  en  Q',  et  sur  le  milieu  de  AQ',  élevez  une  perpen- 
diculaire K'I';  faîtes  ensuite  K'I'^  jP"'D',  et  du  point  1'  comme  centre,  et 
avec  un  rayon  égal  à  l'A ,  décrivez  une  circonférence  de  cercle  AMQ'M'  qui 
coupera  la  parabole  en  trois  points  M,  M'  et  M";  par  chacun  de  ces  trois 
points  cl  le  point  donné  D',  menez  une  droite  D'M,  D'M'  et  D'M",  cl  vous 
aurez  trois  normales  qui  satisfont  à  la  question. 

La  démonstration  de  ce  problème  est  la  même  que  celte  du  numéro  pré- 
cédcot. 
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Remarque.  Ceux  qui  ont  présente  à  Tesprit  la  théorie  générale  des  équa- 
tions, ne  seront  pas  surpris  que  le  problème  qui  vient  de  nous  occuperait 
trois  solutions  dans  un  cas,  et  qu^une  seule  dans  Tautre,  par  la  raison  que  ce 
problème  dépend  d'une  équation  du  troisième  degré,  et  qu^une  équation  du 
troisième  degré  a  ses  trois  racines  réelles  ou  elle  n'en  a  qu'une  seule. 

aÔ™*.    LEÇON. 


La  Parabole  rapportée  à  ses  diamètres: 

484-  THÉORÈME  i85.  Soient  deux  droites  quelconques  "iSiS!  et^" m  parai- 
tèles  entre  elles,  et  terminées  de  part  et  d'autre  à  la  parabole;  si,  par  les 
points  QetQ' ,  milieux  de  chacune  de  ces  droites ,  on  mène  une  droite  A'fi' 
cette  droite  A'B'  sera  parallèle  à  taxe  AB  de  la  parabole  (fig.  2 1 1  ). 

Pour  démontrer  que  la  droite  A'B'  est  parallèle  à  Taxe  AB,  il  faut  faire 
voir  que  les  perpendiculaires  Q^  et  Q'tft  à  Taxe  AB,  sont  égales  entre  elles. 

Or,  pour  les  points  M  et  M'  de  la  courbe,  on  aura  ÇP'M.'y=p  x  AP'.et 
{VMy=pX  AP,  d'où  (P'M')'— (PM)'=)E)  (AP'— AP)  ou  (P'M'-f  FM) 

(P'M'— PM)  =p  (AF— AP)  ou  bien  encore  2  (P'M'—  PM )x  ^ P'M^+PM ) 

—p  (AF— AP).  Mais  P'M'— PM=P'M'— P'R=M'R,  P'^^'+P^  =  Q^ ,  et 

AP'— AP=MR;donc  2M'R X  Q7=;> x MR ,  et  partant  Qq=  P-  x-^"- 

Pour  les  points  M"  et  w,  on  aura  (F'M")'  =ip'X  AF'  et  (pmy=px.Ap, 
d'où  (P"M")'  —  iprn y  =  (P"M"H->9m)(P"M"— pm)  =p  (  AP"  —  Ap),  ou 

2(F'M"4-/?m)  x  (^"'^^"-P"''^  =  p  i\V"  —  Ap). .: . .  (i).   Mais  d'aboid 

P"M"4-)Ewn  =  RT"+P"M"=R'M",  et  ensuite,  si  l'on  mène  la  droite  mK. 
par  les  points  m  et  q',  on  aura  P"K  =  P"R'  =  pm  ;  car  puisque  le  point  Q' 
est  au  milieu  de  mM",  le  point  </'  sera  au.ssi  au  milieu  de  mK,  et  par  consé- 
quent r^(f  sera  la  moitié  de  R'K;  mais  R'K  =  R'P"h-P"K,  et  comme  R'P's 
r'q'=:mp,  on  aura  zr'q'  ou  2mp=mp+ï*"K,  d'où  mp  :=P''K.  Il  résulte  de 

làqucP"M"— ^w=P"xM"— F'K=M"K,  et  partant  5^~=^  =  ^  M"K  = 

Q'^';  si  donc  on  substitue,  dans  l'équation  (i),  R'M"  à  la  place  de  F'M"+;>m 

et  Q'q'  à  la  place  de   ^"^^'-P""    ,  il  viendra  2R'M"  X  Q'^'  z=p  x  mR',  d 


'oi 


LcstrianglcsserablablesMRM'etmR'M",donnentMR  :  RM'IImR'  :  R'M"; 
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toii  l'on  lire  -j^^  =  ^^  Or,  nous  venons  de  trouver  Q^y  —  £_  ^  — _2_     d 

Q'</'  ^  —  X  ^j^i ,  donc  Qtj  =  Q'tf;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

485.  THÉORÈME  i8G.  Réciproquemcnf ,  si,  par  le  rni/ieu  Q  (//mt'  droïfe 
quelconque  MM',  on  m^nc  une  droite  QB'  parallèlement  à  l'axe  ÂB  Je  /o 
parabole  (  fig.  2 1 1  ) ,  cette  droite  QB'  passera  par  le  milieu  Q'  de  toute  autre 
droite  M"m  parallèle  à  la  première  MM'. 

L,  En  effet,  en  menant  une  droite  par  les  milieux  Q  et  Q'  des  parallèles  MM' 
Bct  M"m,  cette  droite  serait  parallèle  à  l'axe ,  et  comme  elle  passerait  par  le 
aêine  point  Q  que  la  droite  QB' menée  parallèlement  au  même  axe,  elle 
coïnciderait  avec  cette  dernière  ;  car,  par  un  m6me  point  Q,  on  ne  peut 
mener  qu'une  seule  parallèle  à  une  même  droite;  donc  la  droite  QB',  qui 
passe  par  le  milien  Q  de  la  droite  MM',  parallclcment  à  l'axe,  coupe  la  droite 
M"/n  en  deux  parties  c'galcs  au  point  Q'. 

486.  Corollaire.  Il  suit  de  ces  deux  propositions,  que  toute  droite,  paral- 
lèle à  l'axe ,  est  un  diamètre  de  la  parabole,  et  réciproquement,  que  tous  les 
diamètres  de  cette  courbe  sont  parallèles  ù  l'axe  (  n".  ^i^). 

487.  THÉORÈME  187.  Si,  par  l'origine  S!  d'un  diamètre  quelconque  K%'  de 
la  parabole  (  fig.  211),  on  mène  une  droite  A'T  parallèle  aux  droites  MM', 

'bVm qiie  ce  diamètre  diii'se  en  deux  parties  égales  ,  cette  droite  A'T  sera 

toK  tangente  à  la  parabole  au  point  A'. 

En  effet ,  puisque  la  droite  A'T  est  parallèle  à  MM',  en  abaissant  l'ordonnée 
M'P'  et  en  menant  la  droite  MR  par  ie  point  M,  parallèlement  à  l'axe  AB, 
les  triangles  TA'P'"  et  MM'R  seront  semblables,  et  donneront  TP'"  :  P"'A' 
;:MR  ;  M'R.  Mais  P"'A'^  Qq,  et  dans  le  n".  484,  nous  avons  trouvé  Qq=. 
donc  on  substituant  dans  la  proportion  précédente,  nous  aurons 


r-xMR 


XP'"  ;  £—-T7ï-— ;;MR  ;  M'il,  uu  en  faisant  disparaître  le  dénominateur , 
TP"':/)XMR::MR;  aCM'Ry,  d'où  nous  tirerons  2TP"'x(M'Ry  = 
p  X  (MR)' (i).  Le  point  A'  étant  à  la  parabole  ,  nous  aurons  (P"'A')'  = 


,_P'X  (MR)- 


.do„c^xAP-'=£l-iffi 


4(M'R)* 


p X  AP"',  mais  CP"'A')'  =  (Q./)'  =  ^^^j^^,„j. 
ou  4AP"'  X  (M'R)"  =pX  (MR)'. 

Si  maintenant  nous  comparons  cette  dernière  équation  avec  l'équation  (i) 
ci-dessus,  nous  verrons  que  2TP'"  X  (M'R)' =  4AP'"  x  (M'R)",  ou  que 
TP'"=z2AP"';  c'est-à-dire  que  la  distance  du  pied  de  l'ordonnée  P'" A' du 
point  A'  au  point  T  (où  la  droite  A'T,  menée  par  le  point  A'  parallèlement  à 
la  droite  MM' ,  rencontre  l'axe  de  la  courbe  )  est  égale  à  deux  fois  l'abscisse 
AP'"  du  point  A'  j  donc  la  droite  A'T  est  tangente  à  la  parabole  au  point  A'. 


382  COUBS  DE  CONSTRUCTION. 

488.  THEOREME  i88.  Réciproqiiemerd ,  si  à  T origine  h!  d'un  diamètre  AJïll 
quelconque  (fîg.  2 1 1  ),  on  mène  une  tangente  TA',  cette  tangente  sera  parallèle 

aux  droites  MM',  M'^m qui  sont  parallèles  entre  elles,  et  diçisées  en  deux 

parties  égales  par  le  diamètre  A'B'. 

£n  effet,  si  la  tangente  A'T  n^élait  pas  parallèle  à  la  droite  MM',  par  le 
point  A'  on  pourrait  mener  une  parallèle  à  cette  droite  MM',  qui  serait  tan- 
gente au  point  A',  diaprés  ce  que  nous  venons  de  démontrer;  par  le  même 
point  A\  il  y  aurait  donc  deux  tangentes  à  la  parabole,  ce  qui  est  impossible, 
donc,  etc. 

48g.  THEOREME  189.  Supposons  quà  Vorigine  A!  d^un  diamètre  A'Bf  quel- 
conque (fig.  211),  on  ait  mené  une  tangente  AT,  et  que ,  par  un  point  M  quel- 
conque de  la  parabole,  on  ait  mené  une  parallèle  hQ  à  cette  tangente  AT; 
supposons  de  plus  que  par  l origine  A  de  Vaxe,  on  ait  éleçé  une  Umgmte  Ka, 
et  que,  par  le  point  M  de  la  parabole,  on  ait  abaissé  V ordonnée  PM,  prolangée 
jusquà  sa  rencontre  en  b  açec  le  diamètre  A'B';  je  dis  ^  i^.  que  les  triangles 
T/A  et  ta  A!  sont  égaux  entre  eux  ;  2*.  que  le  triangle  TP'''A'  est  équivalent  au 
rectangle  AP"'A'a;  3*.  que  le  triangle  AMP  est  équivalent  au  rectangle  AVba, 
et/^!*.  que  le  triangle  6MQ  est  équivalent  au  parallélogramme  TA'QA. 

i*".  Les  triangles  T^A  et  atA'sont  rectangles,  et  ont  les  angles  égaux  chacun 
à  chacun  ;  de  plus,  les  côtés  Ht  et  tA'  sont  égaux,  puisque  la  tangente  Ao,  au 
sommet  de  Taxe,  divise  la  tangente  TA'  en  deux  parties  égales  (n*.  44^)' 
donc  ces  deux  triangles  sont  égaux. 

2".  Le  triangle  TP'^'A'se  compose  du  triangle  TA/+du  trapèze  AiAV\ 
mais  le  rectangle  AaA'P"'  se  compose  du  même  trapèze  +  le  triangle  alM 
égal  à  T/A  ;  donc  le  triangle  TP'"A'  est  équivalent  au  rectangle  AoA'P"'. 

3^  Le  triangle  AMP  est  semblable  au  triangle  TP'"A';  donc  TP"'A'  :  AMP 
:  ;  (ATP"')'  :  (MPy  ;  maïs  les  points  A'  et  M  sont  à  la  parabole  ;  donc 
(A'P'7  :  (MPy:  : AP'"  :  AP.  Ccsdeuxproportîonsnous  donnentTP'''A'  :  AMP 
;;  AP'"  :  AP.  Les  rectangles  AaA'P"  et  AabV  ont  même  hauteur,  ils  sont 
donc  entre  eux  comme  leurs  bases;  donc  AaA'P"'  l  AabPllAV^  l  AP.  Si 
donc  on  compare  ces  deux  dernières  proportions ,  on  trouvera  que 
TP'"A'  :  AMP  :  :  AaA'F'  ;  AoAP.  Or,  on  a  démontré  que  TP'^'A'  =  AûA'P^, 
donc  AMP  =  AoAP. 

4^.  Retranchons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et  nous  aurons 
TP"'A'  —  AMP  =  AflA'P"  —  AaAP.  Mais  TP'^'A'—  hMp  =  TA'SA+PMSP*, 
et  AaA'P'^'—  AoAP  =  PAA'F''  =  PMSP'"  +  MAA'S;  donc  TA'SÀ  +PMSP^ 
=PMSP'^'+MAA'S,  d'où  TA'SA=M6A'S,  en  supprimant  le  terme  PMSP" 
commun  aux  deux  membres.  Si  maintenant  nous  ajoutons  dans  chaque 
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membre  de  cette  dernière  équation  le  triangle  A^SQ  ;  nous  aurons  : 
TA'SA  +  A'SQ  =  M6A'S+ASQ,  ou  TA'QA=M6Q-  Ainsi,  les  quatre 
parties  de  notre  proposition  se  trouvent  démontrées. 

490.  THEOREME  igo.  Je  dis  mainienant  que,  si  Von  prend  un  diamètre 
quelconque  A'B'  (  fig.  211)  pour  fa.^ve  des  abscisses ,  et  pour  celui  des  ordon- 
nées la  tangente  TA',  menée  à  l origine  de  ce  diamètre  A'B',  les  carrés  des  or- 
données seront  entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes, 

£n  effet,  soient  deux  points  quelconques  M  et  7/1  de  la  parabole;  si  par 
ces  points  on  mène  les  ordonnées  MQ  et  mQ' parallèles  à  la  tangente  A^F, 
et.les  ordonnées  PMô  et  mi' à  Taxe  AB,  prolongées  jusqu'à  leur  rencontre  en 
b  et  i'avec  le  diamètre  A'B';  comme  nous  venons  de  démontrer  que  le  triangle 
6MQ  est  équivalent  au  parallélogramme  TA'Q/i,  et,  par  la  même  raison, 
que  le  triangle  mb'Q'  est  équivalent  au  parallélogramme  TA'Q'n;  nous  au- 
rons les  deux  équations  suivantes  (i) 6MQ  =  TA'QA  et  m6'Q'=TA'Q'/i, 

Mais  les  parallélogrammes  TA'Qh  et  TK'Q'n  ont  même  hauteur,  puisque  le 
diamètre  A'B'  est  parallèle  à  Taxe  AB;  donc  TA'QA  :  TA'Q'/i  :  :  A'Q  :  A'Q'. 
Les  triangles  6MQ  et  mA'Q'  sont  semblables;  donc  6MQ  :  mi'Q':;(MQy  : 
(/nQ'y.  Or,  en  vertu  des  équations  (i),  ces  deux  proportions  ont  un  rap- 
port commun  ;  donc  les  deux  antres  rapports  nous  donnent  (MQ)'  l  (MQ'/  ;  J 
A'Q  l  A'Q',  d'où  il  suit  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  est  bon  de  voir  que 
(QM'y  :  (Q'M"/  ;  :  A'Q  :  A'Q',  à  cause  que  MQ  =  M'Q  et  mQ'  =  Q'M'. 

49 1 .  Corollaire.  De  la  proportion  (QM')'  :  (Q'M"/  :  :  A'Q  ;  A'Q',  nous  ti- 

rcrons  ^^,  ■  =  a,^/  - \  d  ou  il  suit  que  le  rapport  du  carre  d  une  or- 
donnée à  son  abscisse,  pour  un  diamètre  quelconque,  est  une  quantité  cons- 
tante;  si  nous  la  représentons  ip^v  p^  nous  aurons  ' \/// ■  =  p  »     d  ou 

(QM')'=//  X  A'Q,  ou y^=zp'a/y  en  représentant  par  j' une  ordonnée  quel- 
conque, et  par  a/  l'abscisse  correspondante. 

4g2.  Remarque.  On  voit,  d'après  cela,  que  l'équation  qui  renferme  la  relation 
des  coordonnées  de  la  parabole  rapportée  h  un  diamètre  quelconque,  est  tout- 
à-fait  semblable  à  celle  que  nous  avons  trouvée  en  rapportant  cette  courbe  à 
son  axe.  Cependant  il  y  a  cette  différence,  entre  ces  équations,  que  celle  re- 
lative à  Taxe  est  rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires,  tandis  que  celle 
qui  est  relative  à  un  diamètre  quelconque,  est  rapportée  à  des  coordonnées 
obliques,  dont  Taxe  des  ordonnées  est  une  tangente  menée  par  le  sommet  du 
diamètre  auquel  on  rapporte  la  courbe. 

493.  Corollaire. V  équation  y*=:p'x'  nous  donne  a/  ly^y  Ip']  d'où  il  suit  que 
la  constante  //  est  ici,  comme  dans  le  cas  où  Ton  rapporte  la  parabole  à  son 
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axe,  une  troisième  proportionnelle  entre  Tabscisse  et  Tordonnée  d^un  point 
quelconque  de  la  courbe.  Aussi  donne-t-on  encore  le  nom  de  paramètre  à 
cette  constante  p^  ;  mais  comme  ce  paramètre  est  différent  de  celui  de  Taxe, 
ainsi  que  nous  allons  le  voir,  pour  le  distinguer,  on  Tappelle  lepturanùbt 
i^laUf  au  dinmèire  auquel  on  rapporte  la  courbe. 

494-  TnÉORÈME  191.  Je  dis  maintenant  que  le  paramètre  relatif  à  m 
diamètre  MQ"'  quelconque  (  fig.  208  )  est  égal  à  l\fois  le  rayon  vecteur  FM, 
qui  va  à  Fqrigine  'M.  de  ce  diamètre. 

En  effet,  si  par  Torigine  A  de  Taxe  on  mène  Tordonnée  AQ'^  au  diamètre 
MQ''',  cette  ordonnée  AQ^'sera  égale  à  la  tangente  MT,  et  Tabscisse  MQ" 
sera  égale  à  TA  =  AP.  Ainsi  (A  Q7  =  ^^'x  AP  et  ( AQ7 = (MT)\  Mais  en 
yerlu  du  triangle  recUngle  TMP,  on  a  (MT)' =  (TPy+(PMy  ;  or,  on  sa 
rappelle  que  TP  =  2AP,  et  que  (PM)'  =^  X  AP  ;  donc  (MT^  ==  4(AP)'+ 
/^xAP,  et  par  conséquent  on  aura  {AQ!y=pfxAP  =  ^{APy-i-pXAV ,  ce 

qui  se  réduit  h  p' =  l^AV+p  =  4(AP+  -^  )  ;  mais  AP4-  -^isFMCn-^SS), 

donc  p'  =  4FM  ;  comme  il  fallait  le  démontrer. 

495.  TUÉORËAIE  192.    La  double  ordonnée  qui  passe  par  le  foyer  dt  la 

parabole ,  est  égale  au  paramètre  relatif  au  diamètre  auquel  on  rapporte  la 

courbe. 

Supposons  qu'on  rapporte  la  parabole  au  diamètre  MQ" ,  Tordonnée  qoi 

passera  par  le  foyer  F  (fig.  208),  sera  M"Q'",  et  donnera  Tabscissc  MQ*= 
TF  =  TA+ AF  =  AP  +  ^.  Mais  nous  venons  de  trouver  ^'=4(AP-f40, 
ce  qui  donne  AP-t-Y="5"  '  ^^  ^^^^  ^^"^  MQ'"  =  -^  ,  et  par  conséquent 

(M"Q"0"  =  ;,'  X  ^  =  -Ç-  ;  d'où  on  aura  M''Q'''  =  ^,  et  partant  airQ" 

zzzp'  \ce  qu'il  fallait  démontrer.  Si  Ton  avait  rapporté  la  courbe  à  son  axe, 
on  aurait  eu  le  même  résultat,  de  sorte  que  la  proposition  est  générale. 

496.  PROBLÊME  97.   Une  parabole  étant  donnée  ^  il  faut  trouer  la  dinc*    \ 
tion  des  diamètres  de  cette  courbe. 

Menez  deux  droites  quelconques  MM'  et  mM"  (  fig.  212  ),  parallèles  entre 
elles;  la  droite  A'B',  qui  les  divisera  en  deux  parties  égales,  sera  la  direcdon 
demandée.  Cette  construction  est  évidente  d'après  ce  quia  été  dit  sur  les 
diamètres  de  la  parabole,  au  n^  4^6. 

497.  PROBLÊME  98.  Troui'er  V axe  d'une  parabole  donnée. 

Après  avoir  trouvé,   comme  ci-dessus,  un  diamètre  quelconque  A'B' 
(  fig.  212  ),  on  mènera  à  ce  diamètre  une  perpendiculaire  M']S'  quelconque;  * 
on  divisera  cette  perpendiculaire  en  deux  également  au  point  P',  et  par  ce 
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point  F  on  mènera  une  droite  AB  parallèlement  au  diamètre  quelconque 
A'B'j  et  cette  droite  AB  sera  Taxe  demandé. 

Cette  solution  est  encore  une  suite  évidente  du  n*.  486. 

4g8.  PROBLÊME  gg.  Mener  un  diamètre  à  une  parabole  donnée,    qui 
fasse  açec  ses  ordonnées  un  angle  donné. 

On  cherchera  d'abord  un  diamètre  quelconque,  comme  il  a  été  dit  plus 
haut;  on  mènera  ensuite  une  droite  mM''(fig.  212)  qui  fasse  avec  ce  dia- 
mètre quelconque,  un  angle  égal  à  Tangle  donné,  et  on  divisera  cette  droite 
n?M"  en  deux  parties  égales  au  point  Q'  ;  puis ,  par  ce  point  Q'  on  mènera 
une  droite  A'B'  parallèlement  au  diamètre  quelconque  trouvé  d*abord,  et 
cette  droite  A'B'  sera  le  diamètre  demandé. 

La  raison  de  cette  construction  est  encore  évidente. 

49g.  PROBLÈME  100.  Etant  donné  r origine  d* un  diamètre ,  le  paramètre 
de  ce  diamètre  et  la  direction  des  ordonnées  d'une  parabole,  il  faut  décrire 
cette  courbe. 

Par  Torigine  A  (fig.  2i3),on  élèvera  une  perpendiculaire  AQ"  au  diamètre 
donné  AB,  et  on  mènera  la  droite  Kq"  de  manière  que  son  inclinaison  sur 
le  diamètre  donné  AB,  soit  celle  des  ordonnées  à  ce  diamètre  ;  on  portera 
ensuite  le  paramètre  donné  de  A  en  C,  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB; 
puis,  on  mènera  tant  de  droites  Mm,  MW,  M^W  ••..  qu'on  voudra,  paral- 
lèlement à  Kc/\  et  sur  les  distances  CP,  CP',  CP"....  comme  diamètres,  on 
décrira  une  suite  de  cercles  qui  couperont  la  droite  R^^Q'^aux  points  Q  et  R, 
Q'  etR',  Q"  et  R"....  Par  le  point  A,  comme  centre ,  on  rabattra  les  distances 
AQ  et  AR,  AQ'  et  AR',  AQ''  et  AR"....  sur  la  droite  q"r'  ;  par  les  points 

qetr^q'el  r',  q''  et  7^' ,  on  mènera  les  parallèles  qM  et  rm^  q'M!  et  r'/n', 

q^^M!'  et  r'W....au  diamètre  AB,  lesquelles  iront  rencontrer  respectivement 
les  droites  Mm,  MW,  M'W...  en  des  points  M  et  m.  M'  et  m',  M'^ct  m^.. 
qui  seront  à  la  parabole. 

Ce  procédé  est  le  même  que  celui  du  n^  4^4  (  2"'.  solution),  à  Tinclinaî- 
6on  près  des  ordonnées,  et  se  démontre  de  la  même  manière,  en  vertu  de 
ce  que  la  relation  des  coordonnées  de  la  parabole  reste  la  même ,  quel  que 
soit  le  diamètre  auquel  on  rapporte  cette  courbe. 

5oo.  Corollaire.  Si  Ton  donnait  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque,  on  décrirait  cette 
courbe  par  Tun  des  procédés  donnés  aux  n"'.  455  et  457 ,  ainsi  qu'on  le  voit 
par  les  figures  214  et  2 15,  ou  bien  on  chercherait  une  troisième  propor- 
tionnelle entre  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  point  donné ,  pour  avoir  le  para- 
mètre, et  ensuite  on  opérerait  comme  il  a  été  dit  au  n\  4gg- 
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5oi.  THEOREME  igS.  Si  Ton Jhit  AT  zzz  AQ  fig.  216),  et  que  par  te  point 
Telle  point  M!  dont  AQ  est  l'abscisse ,  on  mène  une  droite  TM^  Je  dis  que 
cette  droite  sera  tangente  à  la  parabole ,  au  point  M',  en  supposant  la  courbe 
rapportée  à  un  diamètre  AB  quelconque. 

En  effet,  si  par  un  point  quelconque  m!  de  la  droite  TM^  on  mène  une 
ordonnée  m'P"  au  diamètre  AB ,  les  triangles  TQM',  TFW  seront  sembla- 
bles, et  donneront  TQ  :  TF  :  ;  QM'  :  FW.  Mais  par  construction  AT= 
AQ,  TP''  =TA+AP";  ce  qui  donne  TQ  =  2AQ,  et  TP"= AQ+AF,  cl 
partant  2AQ  :  AQ+AP"  :  :  QM'  :  FW;  d'où  FW  =  Q^'W+AFO  ^  ^^ 

par  conséquent  (i)....  (PW)-==  ^Q^^)'^^^Q^'+;fQr^^^+(^"'^)').  La  droite 
V'm'  rencontre  la  parabole  en  un  point  M",  d'où  il  suit  qu'on  aura  (QM*)*  : 
(P"M7  ::  AQ  :  AP'',  d'où  (F'M^  =  i^^')^^^"  .  Si  l'on  multipUc  les 
deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  par  4-AQ  1  ^^  ^ura  (J^yH^  = 

-^ — ^    ...rv^ y  ^^  ^^  1'^^  retranche  cette  dernière  équation  de  l'équa- 

Uon  (O^^t^endr,  ^~y     r'^"y-  Q"y((*Q)--'AQ><AP-.K^O 

OU  (FWy-(P''M'0'=  ^^^^^j^^^^^^^^'  Le  second  membre  de  cette  ëqoa- 
tion  est  un  carré,  et  par  conséquent  une  quantité  essentiellement  positiTe  ; 
d'où  il  suit  que  P'W  >  P"M'' ,  c'est-à-dire  que  le  point  m'  est  hors  de  la 
parabole  ;  il  résulte  de  là  que  la  droite  TM'  n'a  que  le  point  M'  de  comman 
avec  la  parabole  ;  donc  cette  droite  TM'  est  tangente  à  cette  courbe  au 
point  M^ 

502.  THÉORÈME  194.  Réciproquement,  sipar  un  point  M!  {fig.  a iS),  on 
mène  une  tangente  MT ,  et  que  par  le  point  de  corUa^ct  M' on  abaisse  V ordon- 
née M'Q ,  on  aura  AT  =  AQ. 

En  effet,  nous  venons  de  démontrer  que  si  l'on  faisait  AT=AP,  la  droite 
TM'  serait  tangente  au  point  M^;  si  donc  la  proposition  actuelle  n'avait  pas 
lieu,  il  en  résulterait  que  par  un  même  point  de  la  parabole,  on  pourrait 
mener  deux  tangentes  à  cette  courbe,  ce  qui  est  impossible. 

503.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  sous-tangente  QT=  2AQ,  comme 
dans  le  cas  de  l'axe  ^  et  que  la  tangente  A^,  menée  à  l'origine  d'un  diamètre 
quelconque  AB ,  coupe  en  deux  parties  égales  au  point  /,  une  autre  tangenle 
M'T  quelconque  à  la  même  courbe. 

504.  THEOREME  iqS.  Soit  ab  une  double  ordonnée  à  un  diamètre  quel- 
conque AB  (fig.  216  );  si,  par  un  point  quelconque  M  de  la  parabole ,  on 
mène  un  diamètre  MK ,  le  produit  aKxKb  des  deux  segmens  aK  et  K6  de 
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celU-  double  ordonnée  ah ,  sera  égal  au  produit  de  la  droite  MK  multipUéc 
par  le  paramètre  du  diamètre  AB  ;  de  sorte  fjue  uK  x  KA  =p  X  MK. 

Car  le  point  M  élant  à  la  parabole ,  on  aura  (PM)'  =  (r'K,)*  z=/jxAP,  et 
le  point  a  élant  aussi  à  la  parabole,  on  aura  (P'aJ  :=. pX  AP'. 

En  retranchant  ta  première  équation   de  la  deuxième,  il  viendra 
(P'„).  _  (P'K)'  =  pfAP'  _  AP).      Mais    (P'a)'  —  (P'K)'  =  (P'a  -f  P'K)  x 
(P'«— P'K)  =  KiXflK,ct  AP'— AP=PP' =  MK  ;  donc  aKxK6  =  px  MK; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5o5.  Corollaire  i.  Si  l'on  suppose  une  autre  double  ordonnée  M'W,  au 
même  diamètre  AB,  et  que  le  diamètre  MK  soit  prolongé  jusqu'en  K',  on 
aura  m"K'  x  K'M"  =  px  MK'  ;  donc ,  en  comparant  ce  dernier  produit  avec 
celui  que  nous  venons  de  trouver  ci-dessus ,  nous  aurons  oK  X  Ki  ; 
rn"K'x  K'M"  :r  MK  ;  MK',  c'est-à-dire  que  les  produits  des  scgmens  des 
droites  ab,  M"m"....  parallèles  entre  elles,  et  coupéns  par  un  diamètre  MK' 
quelconque,  sont  entre  eux  comme  les  abscisses  MK,  MK' correspon- 
dantes ,  comptées  sur  ce  diamètre  quelconque.  Cette  proposition  ,  comme 
on  voit,  est  plus  générale  que  celles  des  n".  45.'î  et  490. 

5o6.  Corollaire  2.  Si  l'on  menait  Je  diamètre  mA  (fig.  216),  on  aurait 
Ihx  ha^px  mh  ;  donc  èA  x  Aa  ;  oK  x  Ko  ;  ;  mh  '.  MK. 

Sot.  problème  ioi.  Trois  points  et  la  direction  d  un  diamètre  d'une  para- 
bole étant  donnés ,  il  faut  décrire  cette  courbe. 

Soient  a,  i  et  M  les  trois  points  donnés  (fig.  217  ).  Par  les  deux  points  a 
cl  6  on  mènera  une  droite  ab,  qu'on  divisera  en  deux  parties  égales  au  point 
P*;  par  ce  point  P'  et  le  3"'.  point  M  donné,  on  mènera  deux  droites  AP'  et 
MK  parallèlement  à  la  direction  donnée  des  diamètres  de  la  courbe.  On 
cherchera  ensuite  une  moyenne  proportionnelle  Kn  entre  oK  et  K6,  et  on 
fera  cette  proportion  :  (Krt)'  :  (P'o)'  ;  :  MF  ;  AP'. 

Pour  construire  cette  proportion,  qui  doit  nous  donner  la  distance  AP*, 
c'est-à-dire  l'origine  A  du  diamètre  AB,  on  fera  iC  =  Kn,  et  èD^P'o; 
par  les  points  C  et  D,  on  abaissera  les  perpendiculaires  CE  et  DF  sur  la 
droite  ab;  par  le  point  h  on  mènera  une  droite  AH  dans  une  direction  quel- 
conque, et  on  fera  iG  :=  MK;  on  mènera  ensuite  la  droite  GE  ,  et  par  le 
point  F  une  parallèle  FH  à  cette  droite  GE  ,  ce  qui  donnera  AH  =  AP',  et 
par  conséquent  l'origine  A  du  diamètre  AB. 

Pour  démontrer  la  vérité  de  cette  construction  ,  il  suffira  de  se  rappeler 
que  Ka  X  KA  ;  aV  x  P'A  :  :  MK  ;  AP'  ;  mais  par  construction  Ko  x  KA  := 
(Kn)*,  etaP'  =  P'A;  donc  (Kn)' :  (P'a)' ;  :  MK  :  AP' ;  proportion  qui  est 
pre'cisément  celle  que  nous  avons  construite  :  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir 
que  noire  construction  est  conforme  à  cette  proportion. 
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Or,  en  vertu  des  propriétés  du  cercle ,  nous  avons  (bCy  l  (jbiDy  nULlbT; 
mais  nous  avons  fait  bC=Kn,etbD=Va;  donc  (Kw)»  :  (P'a)' ::ôE  :  *F..  (i) 
Les  parallèles  £G  et  FH  nous  donnent  bElbF  H  bGlbUi  mab  bQ=MK, 
donc  bElbT:  :  MK  :  bU. 

Si  maintenant  nous  comparons  cette  dernière  proportion  avec  celle  que 
nous  avons  marquée  (i),  nous  verrons  que  (Kn)'  :  (P'o)'  :  :  MK  :  ôH  ;  donc 
6H  =  AP';  donc  le  point  A  est  le  sommet  ou  Torigine  du  diamètre  AB. 

Par  cette  construction ,  comme  on  voit,  le  problème  proposé  se  réduit  k 
celui-ci  :  Forigine  d^un  diamètre  et  les  coordonnées  d^un  point  de  la  para- 
bole rapportée  à  ce  diamètre  étant  données,  il  faut  décrire  cette  courbe.  Or, 
nous  avons  enseigné  à  résoudre  ce  dernier  problème  (  n^  5oo  y. 

On  remarquera  quUl  faut  porter  la  distance  AP'  du  cÀlé  où  se  trouve  si* 
tué  le  point  M  par  rapport  à  la  droite  ab ,  quand  ce  point  M  est  plus  près 
du  diamètre  AB  que  ne  Test  le  point  a  ou  6,  et,  au  contraire,  du  côté  op- 
posé, quand  le  point  M  est  plus  éloigné  de  ce  diamètre  AB  que  ne  Test  le 
point  a  ou  b. 

26"'.    LEÇON* 


Sulle  des  propriétés  de  la  Parabole. 

5o8.  PROBLÊME  102.  Proposons-^Tious  maintenant  de  irouçerVexpresdai 
analytique  de  la  longueur  d*une  droite  da  menée  d'un  point  d,  quelconque, 
à  la  parabole  (  fig.  2 18  ) ,  en  supposant  la  courbe  rapportée  à  son  axe  AB. 

Si,  par  le  point  a  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  da,  on  mène 
la  droite  ag  parallèle  à  Taxe  AB,  et  que  par  le  point  donné  d  on  abaisse  la 
perpendiculaire  dP  sur  Taxe  AB ,  on  aura  le  triangle  rectangle  agd^  qui 
donnera  {fuly  =  (/agy+Çgdy.  Appelons  a:  et  y  les  coordonnées  AP ,  Pa  du 
point  a,  et  a  et  b  celles  AP',  P'd  du  point  d  ;  comme  ag  =  PP'  =  AP— AF, 
et  que  gd=Vd-'Vg=V'd—Pa ,  nous  aurons  (adf  ou  Z^=(œ—^y+(b—yy...{i) 

Le  triangle  rectangle  adg  nous  donne  (n".  SgS )  agldgnKl  istng Jag] 

d*où  tang.d£^=  — ^  ^- ,  ou  en  faisant  le  rayon  des  tables  =1,  et  re- 

^^     ^  L        ^s  k        b — y      j,  , 

présentant  \mg.dag  par  A  ,  nous  aurons  A  =  — ^ ,  ou  A  =   ^_^  ,  d  ou 

h— y  =  A(a?— a) (2)  Mettons  celle  valeur  de  b— /  dans  Téquation  (i),  et 

il  nous  viendra  Z'=(a7— a^+AX^— a)%  tfoù  x  —  2l—  ■  ,     ce    qui 

AZ  .        .    V  A+i 

nous  donnera  b — y  =  —         ■ ,  en  vertu  de  Téquation  (2). 


Ol£OMéTRIE  plane;  ^89 

De  cea  deux  dernières  expressions  nous  tirerons 


X  =: 


Z^/A'-M    ^t  ^  ^    -AZ^b/A'+i  (3^ 


Mais  J7  cty  sont  les  coordonnées  du  point  a;  donc  ces  coordonnées  doi- 
vent satisfaire  à  Téqualion  y^zzzpx  de  la  parabole  ;  substituons  les  valeurs  (3) 
à  la  place  de  a?  et  de  j  dans  celte  équation ,  mise  sous  la  forme  y* — px=zo  ^ 

et  nous  aurons  (-AZH-y^+^)-  _  p(7^j/J^  =,  o ,   ou 


(_AZ+b/A'+i)^  —  ^CZ+a/A'+0/A*+i  =0,    en   faisant  dispa- 
raître le  dénominateur.  Si  maintenant  nous  développons,  il  nous  viendra 


A^Z^  — 2AbZ/A^4-i+l>2(A*+i  )  —  ^Z/A^+i  —  y9a(A^+i)  =  o, 
et  en  rassemblant  ce  qui  multiplie  les  mêmes  puissances  de  Z, 

A*Z^  —  {  (aAb  +  ;?)/A^+i  }  Z+^—pa)  (A^+ 1)  =  o  ; 
j.   •       ♦  Aa     r,2         (aAb+p)/A'+i  rp  .    (b'— ;7a)(A'H-i)  .  ,,. 

OU  en  divisant  par  A*,  Z* ^ ^ Z+-^^ £-^^ — ^-^  =  o....(4) 

pour  réquation  qui  nous  donnera  la  valeur  de  Z  ou  de  da. 

On  voit  que  cette  équation  est  du  second  degré ,  et  que ,  par  conséquent , 
elle  donnera  deux  valeurs  pour  Z  :  or,  une  ligne  droite  db  quelconque,  coupe, 
en  général,  la  parabole  en  deux  points  6  et  a,  d'où  il  suit  évidemment  que 
Tune  des  valeurs  de  Z  donnée  par  Téquation  (4)  sera  la  longueur  da ,  et 
l^autre  la  longueur  db. 

Mais  le  terme  tout  connu  a* ^  d'une  équation  du  second  degrë 

est  égale  au  produit  des  racines  (  alg.,  n^.  204)  ;  d'où  il  suit  que  nous  aurons 

5og.  Corollaire  i. Il  est  évident  que,  pour  une  autre  droite  dV  qui  passerait 
par  le  même  point  d^  on  arriverait  à  une  équation  parfaitement  semblable  à 
réquation  (4),  dans  laquelle  au  lieu  de  A  il  y  aurait  A^  et  qui  donnerait,  par 
conséquent,  pour  les  valeurs  de  Z,  les  distances  da' ,  et  db\  de  sorte  qu'on 

Si  donc  nous  comparons  ces  deux  dernières  équations ,  nous  aurons 

daxdbl  dafxdb'  Il  — — -   ;   — jp — ,  proportion  qui  ne  dépend  que  des 

angles  que  forment  les  droites  en  question  dbj  db'  avec  Taxe  de  la  parabole; 
mais  tous  les  diamètres  de  cette  courbe  sont  parallèles  à  Taxe;  donc  cette  pro- 
portion  sera  vraie ,  quel  que  soit  le  diamètre  auquel  on  rapporte  la  courbe. 

5io.  Corollaire  2.  Gomme  cette  proportion  est  indépendante  des  coordon- 
nées du  point  où  les  droites  se  coupent ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  avait  deux 


3r)0  COURS  DE  CONSTIIUCTIOK. 

droites  cb^  chj  ou  ab^  mk ^  respectivement  parallèles  aux  premières,    on 

aurait  (n».  Soq),  caxcb  l  ceXchi:       >,      :  — -ru — f  et  ai>:{b  l  mixik 

A'+i         A"-4-i 
:;  — ^— î — ^"~"»   ^^  P^^  conséquent    adx,db\da!xdV \ica -^cbl 

ceXch^  ou  culxdb  l  da'>cdb'  Il  aixib  Imixûc;  ou  tncove  ^  ca  x  cb  l 
cexchll  ai X ib  \  mi x ik ;  c*est-à-dire  que  les  produits  des  segmens  de 
deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  quelconque ,  et  qui  rencontrent  la 
parabole  en  deux  points,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segmens  de 
deux  autres  droites,  respectivement  parallèles  aux  premières,  qui  se  coupent 
aussi  en  un  point  quelconque  et  qui  rencontrent  la  parabole  en  deux  points. 

5 11.  Corollaire  3.  Si  deux  de  ces  droites  étaient  des  tangentes  à  la  para- 
bole, les  segmens  de  chacune  de  ces  droites  seraient  égaux  entre  eux,  et  de- 
viendraient, ceux  de  la  première,  ^M',  et  ceux  de  la  seconde  ,  th.  (fig.  216); 
de  sorte  que,  si  les  droites  MlVr^  ab^  sont  respectivement  parallèles  à  ces 
tangentes  /M',  /A ,  nous  aurons  (/M')*  :  (/A)'  :  I  Me  x ^M^'  lacxbc^  c'est- 
à-dire  que  les  carrés  de  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  un  point,  sont 
entre  eux  comme  les  produits  des  segmens  des  droites  respectivement  paral- 
lèles à  ces  tangentes,  qui  se  coupent  en  un  point,  et  qui  rencontrent  la 
courbe  en  deux  points. 

5 12.  Corollaire/^.  Supposons  que  par  le  point  de  contact  A  de  la  tangente 
/A  (fig.  216  ),  on  mène  un  diamètre  AB,  et  que  par  le  point  M  de  la  droite 
MM^',  on  mène  un  autre  diamètre  MK,  les  triangles  McK ,  T/A  seront  sem* 
blables  et  donneront  (Jty  \  {tky  1 1  (Me)'  :  (cK)%  ou  à  cause  que  T<  =  /M', 

{twy  :  {tky  :  :  (Mcy  ;  (cK)%  et  partant,  McxcW  :  acxcb:  :  (Mcy  :  (fXy. 

Si  maintenant  Ton  prenait  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segmens  de  chacune  des  droites  MM'\  ab^  en  les  appelant  peiq^  on  aurait 

P'iq^:: {Mcy : (cK)%  ou  piqnMci cK. 

5i3.  PROBLÊME  io3.  Quatre  points  M,  a,  M"  et  b  (fig.  21^)  d'une p(h 
rabole  étant  dormes ,  il  faut  trouver  la  direction  des  diamètres  de  ceUe  courbe. 

On  joindra,  deux  à  deux,  par  des  droites  ab  et  MM''  (fig.  21  y  )  les  quatre 
points  donnés,  de  manière  que  ces  droites  se  rencontrent  en  un  point  c\ 
puis  on  prendra  une  moyenne  proportionnelle  cD  entre  les  segmens  Me  et 
cM!'  de  la  droite  MM'',  et  une  autre  cË  entre  les  segmens  ac  ti  cb  de  la 
droite  ab;  cela  fait,  on  fera  cG  =  cD,  et  cH  =  r:Ë ,  et  par  les  points  G 
et  H  on  mènera  la  droite  GH ,  qui  sera  un  diamètre  de  la  parabole  ;  car  à 
par  le  point  M  on  menait  la  droite  MK  parallèle  à  GH ,  on  aurait  cG  ou 
cB  :  cH  ou  cE  :  :cM  :  ^K,  et  par  conséquent  la  droite  MK  serait  un  diamètre 
(  n^  5i2  )  de  la  parabole. 
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5 14'  PBOBLÊME  io4-  Supposons  qu'il  s'agisse  de /aire  passer  une  parabole 
par  quafre  points  donnes. 

On  cherchera  d'abord  la  dircclion  des  diamclres,  comme  il  vient  d'élrc 
dit,  et  le  problcmoscra  ramené  aux  mêmes  circonstances  que  celui  du  n'.  499- 
5i5.  DÉFINITION.  En  gênerai ,  la  circonférence  du  cercle  peut  rencontrer 
une  courbe  donnée  en  trois  points  ;  si  ces  trois  points  sont  înliniment  près 
l'un  de  l'autre,  ou  viennent  se  confondre  en  un  seul,  le  cercle  prend  alors  le 
nom  de  cercle  osculateur  de  la  courbe  en  question  ,  et  le  point  commun  au 
cercle  et  à  la  courbe,  prend  celui  de  point  d'osculalion.  Le  rayon  du  cercle 
osculaleur  se  nomme  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée ,  pour  le  point 
d'osculalion. 

5t6.  PBOBLÉME  io5.  Proposons-noiis  de  trouver  le  centre  et  le  rayon  du 
cercle  osculateur  de  la  parabole,  pour  un  point  quelconque  d'osculalion. 

Soit  M  ce  point  (  fig.  220  )  ;  si  par  ce  point  on  mène  une  normale  MR ,  il 
est  évideol  que  le  centre  du  cercle  osculateur  sera  quelque  part  sur  cette 
normale;  de  sorte  que,  si  nous  avions  le  rayon  de  ce  cercle,  nous  en  aurions 
le  centre  en  portant  le  rayon  sur  la  normale  MR  ,  à  partir  du  point  M  d'os- 
culation.  Cherchons  donc  ce  rayon. 

Pour  cela,  par  le  point  M  menons  le  diamètre  MD,  la  tangente  MC  ,  et 
l'ordonnée  mn ,  très-près  du  point  M ,  parallèlement  à  la  tangente  MC-  Par 
le  pied  K  de  cette  ordonnée,  menons  une  parallèle  NK  à  la  normale  MR  ; 
cette  droite  NK  sera  perpendiculaire  à  mn,  et  comme  le  diamètre  MD  est 
parallèle  à  l'axe  AR  de  la  parabole ,  les  triangles  MNK  et  PMR  seront  sem- 
blables, et  donneront  MK  :  NK  :  :  MR  :  PR CO 

Si  maintenant  nous  prenons  la  droite  NK  prolongée ,  pour  la  dircclion 
du  diamètre  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  m,  M  et  n ,  en  nommant 
le  segment  INK  =  *,  et  le  rayon  =  r,  l'autre  segment  du  diamètre  du  cercle 
sera  2r — x\  et  comme  la  perpendiculaire  n\L,  que  nous  nommerons  y,  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmensa:  et  2r — ,1;,  nous  aurons 
y'  =  (2J — x')x (2) 

L'ordonnée  nK  appartient  aussi  à  la  parabole ,  et  elle  est  relative  au  dia- 
mètre MD;  nommons  donc  l'abscisse  MK=;a;',  et  nous  aurons  j'=^'ir'...  (3) 
d'où  il  suit  ir(2r  — a-)  =^V (4)- 

Actuellement,  si  dans  la  proportion  (i)  nous  mettons  x  et  a/ à  la  place 
de  NK  et  de  MK,  et  à  la  place  de  PR,  sa  valeur  ^p  (n.  474).  ''  viendra 

a-*  ;  X  ;  :  MR  :  ^p  ;  d'où  a/  = .  Mettons  à  présent  cette  valeur  de  «' 

2f '.r  X  MR 


dins  l'équation  (4),  et  il  viendra   x{2r — a;):=- 
duit  a  2r — «  =  — i^ ■ (»). 


,  ce  qui  se  ré- 
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r>,rjs*s#srx»r.fvr^  r^jsr./sr#«r  #»#xx«r  J'**x>#Xi^j 


27" \    LEÇON. 

L  Ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

523.  DEFINITION.  ^JclHpse  cst  une  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  que,  la 
somme  des  dislances  FM  4- F^I  de  chacun  de  ses  points  M  à  deux  points 
fixes  F  et  F^  (fig.  222)  est  constamment  égale  à  une  droite  prise  dans  Tel- 
lipse ,  que  nous  représenterons  pour  le  moment  par  2a. 

Les  deux  points  fixes  F  et  F'  se  nomment  \es foyers ,  et  les  distances  FM, 
F'M  les  rayons  vecteurs  de  l'ellipse. 

524.  THÉORÈME  197.  Si  par  les  deux  foyers  on  mène  une  droite  AB,  cette 
droite  rencontrera  l  ellipse  en  deux  points  A  ^/  B  (  fig.  222  ). 

Car  on  pourra  toujours  prendre  deux  points  sur  cette  droite  AB ,  de  telle 
sorte  qu'on  ait  AF  -I-  AF'  =  2a,  et  BF4-  BF'  =  2a  ;  ce  qui  est  conforme 
à  la  définition  que  nous  venons  de  donner  de  Tellipse. 

525.  TnÉORÈME  198.  Les  foyers  F  et  F'  de  V ellipse  sont  respecUçenfierU  à 
égales  distances  des  extrémités  de  la  droite  AB  ,  interceptée  par  la  courbe 
(  fig.  222  ). 

En  effet,  pour  les  points  AetB,  où  la  droite  AB  rencontre  Tellipse, 
nous  avons  AF+AF'=:2a,  et  BF+BF'  =  2a,  et  partant  AF-i-AF= 
BF+BFMVIais  AF^  =  AF+FF',  et  BF  =  BF'+FF^  donc  2AF+FF' 
=:2BF'+FF\  ou  en  supprimant  le  terme  FF'  commun  dans  les  deux 
membres,  et  divisant  ensuite  par  2 ,  AF  =  BF'.  Si  à  cette  dernière  équation 
nous  ajoutons  FF,  il  viendra  AF  +  FF'=  BF'4-FF'  ou  AF'  =  BF,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

526.  THEORJ^.ME  199.  La  droite  AB  interceptée  par  F  ellipse ,  et  qui  passe 
par  les  foyers ,  est  précisément  celle  que  nous  avons  représenta  d^abordpor 
za  (  n*.  524  )  (fig.  222  ). 

En  effet,  pour  le  point  A  nous  avons  AF-f-AF'=2a;  mais  nous  venons 
de  trouver  AF  =  BF';  donc  BF'4-AF'  =  2a;  or,  BF'+AF'  =  AB; 
donc  AB  =  2a. 

527.  THÉORÈME  200.  Le  point  l,  milieu  de  AB,  est  aussi  le  milieu  de  FF'. 
Car  si  de  AI=1B,  on  retranche  AF=BF',  on  aura  AI— AF=IB— Bf, 

ou  FI  =  F'I. 

528.  THÉORÈME  201.  Si  par  le  point  I  on  élèçe  une  perpendiculaire  à  AB, 
cette  perpendiculaire  rencontrera  F  ellipse  en  deux  points  D  et  C. 
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Car  on  conçoit  que  sur  cette  droite  DC  on  pourra  toujours  prendre  deux 
points  D  et  C,  de  manière  qu'on  ait  (fig.222)  DF+F'D  =  AB,  et  CF+CF' 
=  AB ,  ce  qui  est  conforme  à  la  définition  de  Tellipse. 

529.  Corollaire  i.  Comme  la  droite  DC  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FF',  on  aura  FD  =  F'D,  et  FC  =  F'C  ;  et  puisque  FD  +  F'D  =  AB  , 
et  que  FC  +  F'C  =  AB,  il  s'ensuit  que  FD  =  iAB  =  AI  =BI,  et  que 
FC  =7AB  =  AI  =  IB;  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que  les  rayons 
▼ecteurs  qui  aboutissent  aux  extrémités  D  et  C  de  la  droite  DC ,  sont  égaux 
entre  eux  et  à  la  moitié  de  la  droite  AB. 

530.  Corollaire  2.  Il  suit  de  là,  que  les  droites  AB  et  DC  de  l'ellipse , 
étant  données,  on  aura  les  foyers  F  et  F\  en  décrivant  un  arc  de  cercle  de 
Tune  D  des  extrémités  de  la  droite  DC  ,  avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  de  la 
droite  AB  ;  cet  arc  coupera  cette  dernière  droite  en  deux  points  F  et  F' , 
qui  seront  les  foyers  de  l'ellipse. 

53i.  Corollaire  3.  Il  suit  encore  de  là,  que  AI  >  ID;  car  le  triangle  FDI 
est  rectangle,  et  FD,  qui  est  l'hypothénuse  de  ce  triangle,  est  égal  à  AI , 
donc  AB  >  DC. 

532.  Corollaire  4-  D'ailleurs  il  est  évident  que  ID  =  IC,  car  les  triangles 
rectangles  FDI,  FCI,  sont  égaux  entre  eux  comme  ayant  un  côté  FI  com- 
mun et  l'hypothénuse  égale.  Par  conséquent  les  droites  AB  et  CD  se  coupent 
mutuellement  et  perpendiculairement  en  deux  parties  égales. 

533.  THEOREME  202.  Soient  cleux  poirUs  "M.  et  m  pris  sur  rclUpsc  (f\Q,^22), 
de  sorte  quen  menant  du  même  foyer  F  les  droites  FM  et  Ym  à  ces  deux 
points  M  W  m,  on  ait  FM  =  Fm  ;je  dis  que  la  droite  Mm  qui  passera  par 
ces  deux  points ,  sera  diçisée  perpendiculairement  en  deux  parties  égales  au 
point  P. 

En  effet,  menons  les  droites  MF^  et  mF'  des  mêmes  points  M  et  m  au 
second  foyer  F' ,  et  nous  aurons  FM+F'M  =  AB,  et  Fm+F'm  =  AB, 
d'où  FM  +  F'M  =  Fm+F'/n.  Mais  par  hypothèse  FM  =  Ym  ;  donc  F'M 
=  F'/n  :  il  suit  de  là  que  les  deux  foyers  F  et  F'  sont  également  distans  des 
extrémités  M  et  /n  de  la  droite  Mm;  donc  la  droite  AB  qui  passe  par  les 
foyers  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  Mm. 

534-  THEOREME  2o3.  Réciproquement,  si  une  droite  TAm  est  perpendicu-- 
hure  à  la  droite  AB ,  cette  droite  Mm  sera  diçisée  en  deux  parties  égales  par 
la  droite  AB. 

Car  si  cela  n'était  pas  vrai  ,  en  prenant  un  point  m'  sur  l'ellipse , 
de  manière  que  Fm'  =  FM ,  la  droite  Mm',  qui  joindrait  les  points  M,  m', 
serait  perpendiculaire  à  AB,  et  serait  divisée  par  AB  en  deux  parties  égales; 
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mais  cette  droite  Mm'  doit  coïncider  avec  Mm ,  puisque  par  un  point  M  on 
ne  peut  abaisser  qu'une  perpendiculaire  à  la  droite  AB  ;  donc  cette  droite 
AB  divise  la  droite  M//i  en  deux  parties  égales. 

535.  Corollaire.  Il  suit  des  deux  propositions  précédentes,  que  la  droite 
AB  est  un  axe  de  Tellipse ,  puisque  cette  droite  divise  en  deux  parties  égales 
toutes  celles  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

536.  THÉORÈME  204.  Prenons,  sur  la  droite  AB,  les  disUirœes  IP  et  \S^^ 
égales  entre  elles  ;  je  dis  que ,  si  par  les  points  P  etV^'  on  mène  les  droites  Mm 
et  ^M^m'^  paralli^lement  à  la  droite  DC,  ces  droites,  terminées  de  part  et 
d'autre  à  la  courbe ,  seront  égales  entre  elles  (  fig.  222  ). 

D^abord  ces  droites  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  Taxe  AB  :  il 
suffira  donc  de  démontrer  que  leurs  moitiés  PM  et  P"M''  sont  égales  entre 
elles. 

Or,  en  menant  les  rayons  vecteurs  FM,  F'M,  et  FM",  F'M",  on  aura  les 
triangles  rectangles  FMP  et  F'MP,  FM"P"et  F'M"P",  qui  donneront,  les 
deux  premiers,  (FM)'  =  (FPy+(PMy  et  (F'M)' =(F'Py+(PM)\..  (i),et 
les  deux  derniers ,  (FM7=(FP7  -î-  (F'M7  et  (F'M")' =(F'P7+(P''M7..(2) 
Retranchons  Tune  de  Tautrc,  i*.  les  équations  (i),  et  2*.  les  équations  (2), 
et  il  viendra  (3)....(FM)^  — (F'M)^  =  (FP)2  — (F'P)»  et  (F'M'5*  —(FM")' 
=  (F'P")*  —  (FP'')2.  Comme  la  difTérence  de  deux  carrés  est  égale  à  la 
somme  multipliée  par  la  différence  des  racines,  les  équations  (3)  se  réduiront 
à    (FM4.F'M)(FM  — F'M)=(FP+F'P)(FP— F'P)  )     ^ 

et  (F'M"-+-FM")  (F'M'^— FM'^)  =  (F'P"+FP'0  (F'P"— FF^)  ^^^ 
La  figure  222  nous  indique  que  FP+  F'P  =  FF',  et  F'P''^.  FP"  =  FF; 
de  plus,  puisque  par  hypothèse  IP=  IP",  et  que  d'ailleurs  IF  =IF',  oa 
aura  F'P  =  FP";  donc  FP— F'P  =  FP  — FP"  =  PP",  et  F'P"— FP"=: 
F'P"  —  F'P  =  PP";  si  donc  on  substitue  dans  les  équations(4))  en  observant 
que  la  somme  de  deux  rayons  vecteurs  égale  Taxe  AB ,  il  viendra 
AB(FM  —  F'M)  =  PP"  X  FF',  et  AB(F'M"  —  FM")  =  PP"  X  FF';  et  par- 
tant FM— F'M  =  F'M"  — FM".  Mais  on  a  aussi  FM4-F'M=F'M"+rM', 
puisque  chacune  de  ces  sommes  égale  AB  ;  en  ajoutant  donc  ces  deux  équa- 
tions, on  aura   2FM=2F'M"   ou  FM  =  F'M",  et  en  les  retranchant, 

2F'xM  =  2FM"   ou   F'M  =  FM". 
Il  suit  de  là  que  les  deux  triangles  FMF'  et  FM"F'  ont  les  trois  côtés 
égaux,  donc  ces  triangles  sont  parfaitement  égaux;  donc  les  perpendiculaires 
MP  et  M"P",  abaissées  sur  leur  base  commune,  sont  égales  entre  elles ,  et 
parlant  Mz/z  =  M'W  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

537.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  mène  la  droite  MM"  et  la  droite 
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*  par  les  cxtrémitL's  des  droites  Mm  et  M"m" ,  ces  droites  MM"  et  mm" 
seront  parallèles  à  l'axe  AB,  et  on  aura  QM  =  QM"  et  Q'm^  Q'rn"  ;  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  que  les  parallèles  à  l'axe  AB  sont  divisées  per- 
pendiculairement en  deux  parties  e'galcs  par  la  droite  DC  ;  donc  cette  droite 
DC  est  un  axe  de  l'ellipse.  Ainsi,  cette  courbe  a  deux  axes  perpcndîcnlaires 
entre  eux,  qui  entrent  dans  la  classe  des  diamètres  conjugués,  puisque  Tun 
de  ces  diamètres  divise  également  les  parallèles  à  l'autre ,  et  réciproquement. 

538.  Corollaire  3.  ISous  avons  démontré  (  n".  53 1  )  que  AB  ;>  DC;  ainsi 
l'axe  AB,  qui  passe  par  les  foyers,  sera  le  grand,  et  l'axe  DC,  qui  est  per- 
pendiculaire au  premier,  sera  le  petit  axe  de  l'ellipse.  Le  point  I,  où  se 
coupent  les  deux  axes  de  l'ellipse  ,  est  le  centre  de  la  courbe. 

53y.  Corollaire  3.  Il  suit  encore  de  la  proposition  n°.  53G  et  du  corol- 
laire (n".  53  7),  que  la  figure  Mmm"M"est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  res- 
pcclivemcnt  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse ,  et  dont  les  diagonales,  qui  sont 
égales  entre  elles,  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  au  centre 
de  l'ellipse;  d'oii  il  suit  que  cette  courbe  a  la  propriété  d'avoir  une  infinité 
de  systèmes  de  quatre  points  à  égales  distances  du  centre,  et  que  sur  une 
droite  quelconque  Mm",  prise  pour  diamètre,  si  l'on  décrit  une  circonfé- 
rence de  cercle,  celle  circonférence  de  cercle  coupera  celle  de  l'ellipse  en 
quatre  points  M,  m,  m"  et  M",  tels  que  si  l'on  joint  ces  points  par  des 
droites,  ces  droites  seront  respectivement  panillèles  aux  axes.  De  plus,  toute 
droite  menée  par  le  centre  est  divisée,  en  ce  point,  en  deux  parties  égales. 

.'i4o.  Corollaire  4-  '--t^s  angles  MIB  et  M"IA ,  que  forment  les  diagonales 
du  rectangle  Mmm"M"  avec  le  grandaxe  AB,  sont  égaux  entre  eux  ;  donc, si 
par  le  centre  de  l'ellipse  on  mène  deux  droites  également  inclinées  par  rap- 
port à  l'axe  AB,  l'une  à  droite  et  l'autre  à  gauche  ,  ces  droites  seront  égales 
entre  elles. 

541.  Corollaire  B.  De  ce  que  toute  droite  qui  passe  par  le  centre  se  ter- 
mine 5  l'ellipse,  il  s'ensuit  que  celte  courbe  est  fermée. 

Je  laisse  au  lecteur  le  plaisir  de  démontrer  lui-même,  i".  que  chaque  axe 
de  l'ellipse  divise  celte  courbure  en  deux  parties  égales  ;  2°.  que  la  partie 
DMB  (fig.222  )  de  la  circonférence  de  l'ellipse,  comprise  dans  l'angle  DIB 
des  deux  axes,  est  le  quart  de  la  circonférence  entière ,  et  qu'il  en  est  de  même 
delà  superficie  comprise  dans  le  même  angle ,  relativement  à  la  superficie 
entière  de  l'ellipse;  3°.  que  les  secteurs  elliptiques  opposés  au  sommet  ,  et 
formés  par  un  axe  et  une  droite  quelconque  menée  parle  centre,  sont  égaux 
par  symétrie  ;  li".  que  les  secteurs  elliptiques  opposés  au  sommet,  et  formes 
par  deux  droites  quelconques  qui  passent  par  le  centre  ,  sont  aussi  symétri- 
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ques  et  cquivalens ,  et  5^.  que  toute  droite  qui  passe  par  le  centre  ;  partage 
rdlipsc  en  deux  parties  symétriques  et  équivalentes. 

542.  PROBLÊME  106.  Les  deux  cuves  d*une  ellipse  étant  donnés,  il  faut 
trouçer  les  deux  foyers. 

Cette  question  a  ctc  résolue  au  n\  53o. 

543.  PROBLEME  107.  Le  grand  axe  et  les  foyers  d'une  ellipse  étant  donnés, 
on  demande  le  petit  axe  (fig.  22a). 

On  élèvera  une  perpendiculaire  DC  au  milieu  du  grand  axe  donné  AByCt 
ensuite,  par  un  foyer  F,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  demi-grand 
axe  AI ,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  cette  perpendiculaire  DC  en 
deux  points  D  et  C ,  qui  seront  les  extrémités  du  petit  axe  demandé  DC 
(n^532). 

544*  PROBLÊME  108.  Le  petit  axe  et  la  distance  du  centre  à  isn foyer  étant 
donnés,  on  demande  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

Sur  le  milieu  du  petit  axe  DC  donné  (fig.  222),  on  élèvera  une  perpendi- 
culaire AB;  on  portera  IF  et  IF',  égales  à  la  distance  du  centre  à  un  foyer, 
et  on  joindra  les  points  D  et  F  par  une  droite  DF,  qui  sera  la  moitié  du  grand 
axe  :  en  portant  donc  DF  de  I  en  A  et  de  I  en  B ,  on  aura  AB  qui  sera 
Taxe  demandé;  ce  qui  est  évident  diaprés  ce  qui  précède. 

545.  THÉORÈME  2o5.  Le  demi-petit  axe  DI  est  moyen  proportionnel  entre 
les  distances  d  un  foyer  aux  extrémités  du  grand  axe. 

En  effet,  le  triangle  rectangle  FDI  nous  donne  (DI)»=(FD)'  — (IF^s: 
(Aiy— (IF)'=(AI-hIF)  (AI  — IF);  mais  AI+IF  =  AI  +  lF'=AF',el 
AI  — IF  =  IB— IF'=F'B;donc(Dl)'=AFxFB;  d'où  AF':DI::DI 

;  BF'. 

546.  Corollaire  i.  Si  nous  représentons  par  2a  le  grand  axe  AB,  par  si 

le  petit  axe  DC ,  et  par  ac  la  distance  FF'  des  foyers;  le  même  triangle  rec- 
tangle FDI  nous  donnera  a'=6'+c';  d'où  l'on  voit  que  le  carré  du  demi- 
grand  axe  égale  le  carré  du  demi-petit  axe,  plus  le  carré  de  la  distance  du 
centre  à  un  foyer  de  TeUipse. 

547.  Corollaire  2.  L'équation  o'  =  6'  +  c' peut  se  mettre  sous  la  forme 
h^z=LC^ — c';  d'où  il  suit  que  le  carré  du  demi-petit  axe  égale  le  carré  du  demi' 
grand  axe,  moins  le  carré  de  la  distance  du  centre  à  un  foyer  de  V ellipse,  ce 
que  nous  avions  déjà  vu. 

548.  Corollaire  3.  De  Téquation  a'z=:6'-}-£;'  on  tire  (f:=.a^ — ô\  c'est-à- 
dire  que  le  carré  de  la  dislance  d'un  foyer  au  centre  est  égale  au  carré  du  demi' 
grand' axe  moins  le  carré  du  demi-petit  axe. 

549-  PaoBL£3iE  109.  Proposons-nous  de  décrire  une  ell^se  dont  on  cormaii 
les  deux  axes. 
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On  cherchera  d^abord  les  foyers  comme  il  a  clé  dit  plus  haut,  et  ensuite 
on  prendra  des  points  a,  &,  c...  (fig.  228)  sur  le  grand  axe  AB ,  entre  le  centre 
I  et  un  foyer  F';  puis,  avec  un  rayon  cgal  à  Ha  et  de  chacun  des  foyers 
comme  centre,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  en  /w,  m\  m''  et  m!";  avec  un 
autre  rayon  égal  au  reste  Aa  du  grand  axe,  et  pareillement  de  chaque  foyer 
comme  centre,  on  décrira  de  nouveaux  arcs  en  771,  m\  m''  et  m'"  qui  coupe- 
ront les  premiers  en  des  points  /n,  rn'^  iri^  et  m'"  qui  seront  à  Tellipse. 

En  effet,  si  Ton  mène  les  droites  Fm,  et  F'm  des  foyers  à  un  m  quel- 
conque des  quatre  points  que  nous  venons  de  construire,  on  aura  Fm  -(-F'm 
=  AB,  car  d'après  la  construction  on  a  Fm  =  Afl,  et  F'm=Ba;  donc 
F/?i4-F'/7i  =  Aa+Ba  =  AB;  donc  le  point  m  est  à  Tellipse,  ainsi  que  les 
trois  autres  m',  rri^  et  m'^',  obtenus  de  la  même  manière. 

En  opérant  donc  de  la  même  manière  sur  autant  de  points  a,  6,  c...  qu'on 
Toudra,  pris  sur  le  grand  axe  entre  le  centre  et  un  foyer,  on  obtiendra  une 
suite  de  points  de  Tcllipse  aussi  rapprochés  les  uns  des  autres  qu'on  voudra , 
quMI  suffira  de  réunir  à  la  main  par  une  ligne  qui  sera  sensiblement  l'ellipse 
demandée 

550.  Corollaire.  Si  au  lieu  de  donner  les  deux  axes,  on  donnait  le  grand 
axe  et  les  foyers,  il  est  évident  qu'on  pourrait  opérer  comme  il  vient  d'être 
dit,  sans  autre  préparation.  Mais  si  Ton  donnait  le  petit  axe  et  la  distance  du 
centre  à  un  foyer,  il  est  clair  qu'il  faudrait  commencer  par  trouver  le  grand 
axe,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  au  n*.  544  9  et  ensuite  opérer  comme  ci- 
dessus. 

55 1 .  THEOREME  2o6.  Si  Von  prend  les  axes  de  V ellipse  pour  les  axes  des 
coordonnées  de  cette  courbe,  le  grand  axe  étant  celui  des  abscisses,  V origine 
sera  au  centre  ;  et  en  représentant  par  x  V abscisse,  et  par  y  V ordonnée  d'un 
point  M  quelconque  de  l ellipse  (fig.  222 ),  la  relation  des  coordonnées  de  cette 

courbe  sera  exprimée  par  l'équation  y*  =z  — j-  (a'  —  a?'),  a  représentant  le 

denù'grand  axe,  etb  le  demi-petit  axe. 

En  effet,  par  le  point  M,  abaissons  l'ordonnée  PM  et  menons  les  rayons 
'vecteurs  FM  etF'M;  les  triangles  rectangles  FMP  et  PMF'  donneront, 
le  premier  (FM)'=(FPy+(PM)'  et  le  second  (F'M)'=(F'P)'H-(PM)'  (i). 

Si  nous  représentons  par  z  et  z'  les  rayons  vecteurs  FM  et  F'M,  nous  au- 
rons ;&+;&'=  2a,  d'où  ^'=20— z,  et,  de  plus,  FP=FI-+-IP=c-h^i  F'P 
=  IF' — IP  =  c — X ,  et  PM  =y  ;  il  nous  viendra  z' = (H-a;)' -f- j'  et  (2a— s)* 
-—Ci; — a?y-+y'...(2),  et  en  retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre, 
z^  —  (2a  —  z)^  =  (cH-a:)^  —  {c — xYi  ce  qui  se  réduit  à  l^a{z — (i)=it^cx  ou 
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h  az  —  a^  z=:ca;jen  vertu  de  ce  que  la  différence  de  deux  carrés  est  égale  à  la 
différence  des  racines  multipliées  par  leur  somme  ;  d^où  nous   tirerons 

z  = — .  Si  maintenant  nous  substituons  cette  valeur  de  z  dans  la  pre- 

mière  des  équations  (2),  il  nous  viendra  -^ j— ^  =  (c+o?)*  +y^;  et  en 

développant  et  faisant  disparaître  le  dénominateur  du  premier  membre,  il  en 
résultera  a-i^^a^ca:+c^a:^  =  a^c^+:ia^ca;-ha^œ^'i^a^y^^  ou  en  rédui- 
sant et  faisant  passer  dans  le  premier  membre  le  terme  a^y^  et  tous  les  autres 
dans  le  second,  a^y^  =a^(^a^  —  c^)  —  a7^(a^  —  c*). 

Mais  (n°.  548)  a^  —  c^z=Lb\  donc  a^y^=^a^h^  —  h^ x^ z=.h^ia^—x^^ 
d'où  nous  tirerons  enfin  jr*=  — ^j-  (a^  —  a?^);  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

552.  Il  faut  remarquer  en  passant  que  nous  venons  de  trouver,  z=  .^"^"^ 

et  que,  puisque  zH-js'=2a,  nous  devons  avoir  z'= ,  c'est-à-dire, 

que  l'expression  d'un  rayon  vecteur  sera  généralement  z  =  ^  en  fai- 

sant  attention  qu'il  faudra  prendre  le  terme  ex  avec  le  signe  +  quand  le 
rayon  vecteur  dont  il  s'agira  coupera  le  petit  axe,  et  avec  le  signe  —  quand 
il  s'agira  de  l'autre  rayon  vecteur.  Dans  l'un  et  Tautre  cas,  x  sera  l'abscisse 
du  point  de  la  courbe  où  les  deux  rayons  vecteurs  iront  aboutir. 

553.  THÉORÈME  207.  Réciproquement,  si  Ion  a  ime  courbe  rapports  à 
des  axes  rectangulaires ,  et  que  la  relation  de  ses  coordonnées  soit  exprima 

par  une  équation  de  la  forme  y^  =  —7-  (a* — x^)^  je  dis  que  cette  courbe 

sera  une  ellipse  dont  a  et  b  seront  les  demi-axes  (fig.  222  ). 

En  effet,  soient  AB  et  DC  les  axes  des  coordonnées  de  cette  courbe; et 
supposons  deux  points  F  et  F',  pris  sur  l'axe  AB  à  égales  distances  de  l'ori* 
gine ,  et  de  manière  que(FI)^=a* — 6*,  ou  c^=a^  —  &^  en  faisant  FI  =:(* 

Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  dont  il  s'agit,  et  soient 
menées  par  ce  point  M  et  les  points  F  et  F^  les  droites  FM  et  F'M,  et  de  plus 
soit  abaissée  l'ordonnée  PM  :  de  là  résulteront  deux  triangles  rectangles  FMP 
et  F'MP ,  qui  donneront, 
le  premier  CFM)*  =  (FP)2+(PM)^  et  le  second  (F'M)^i^(F'P)^4-(PM)>  (i). 

Mais  FP  =  FI  +  IP  =  -?-Ha7,    F'I  — IP  =  c  — a?,    et  (PM)*=:j*  = 

If^ 
— 7-(a2  —  x^)  par  hypothèse  ;  en  substituant  donc  dans  les  équations  (i),  il 

viendra  (FM)2z=(c  +  a7)^ -t-  -^(a^— a?2)et(F'M)^=(c— ^)»+-^aa— «»), 

G>  Cm 

OU  en  développant  et  mettant  les  termes  du  second  membre  au  même  déno- 
pimateur,  il  viendra  (FM)^== — ^^      ,et(F'M)^  = 


a' 


ce  qui  se  rdduit  à 


et- en  mettant  à  la  place  de  è^+c^  el  de  /z^  —  A*  leurs  valeurs  a*  et  c^  tirées 
de  réquation  c^  =  a^  —  b^  ci-dessus,  (FM)»  =  -2-±^^î^±^et(FM)^^ 

i — .  Mais  a4+2a»c^  +  c»a?»  =  (a»  +  ca?)»eta4  —  20^^^;  + 

e^x^  =  Ça^  —  ^o?)»,  donc  (FM)»  ;=  {^^^^^T   et  (F'M)^  =   (^'-/^)'    . 

d^où,  en  extrayant  les  racines  carrées ,  FM  =^ et  F'M  = , 

et  en  ajoutant  ces  deux  équations,  il  nous  viendra  FM+F  M= 


=  2a,  d'où  il  suit  que  la  somme  FM  -h F'M  des  distances,  à  deux 

points  fixes  F  et  F^  d'un  point  M  quelconque  de  la  courbe  en  question , 
est  égale  à  une  constante  représentée  par  2a,  et  que  par  conséquent  cette 
courbe  est  une  ellipse  dont  2a  est  le  grand  axe. 

n  est  évident  d'ailleurs  que  les  constantes  a  et  6  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion proposée  sont  les  axes  de  l'ellipse  ;  du  moins  il  serait  facile  de  itn 
assurer  en  cherchant  les  coordonnées  des  points  où  la  courbe  dont  il  s'agit 
rencontre  les  axes  des  coordonnées  ,   ce  qu'on  ferait  en  supposant  alterna-: 

tivement  a?  =  o  et  y  =  o  dans  l'équation  y^  =  —7-  (ût»  —  x^  ). 

Il  est  évident  aussi  que  les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  cette  ellipse , 
puisque  nous  avons  fait  IF  =  lF'=a»  —  i». 

554*  Corollaire  i.  Il  suit  des  deux  dernières  propositions,'  qu'il  n'y  a  que 

Tellipse  qui  réponde  à  l'équation  j^»  =  — r  {a^ — a?^).  Ainsi  les  conséquences 

qae  nous  déduirons  de  cette  équation  appartiendront  nécessairement  à  l'ellipse. 

555.  Corollaire  2.  L'équation  y»  =  — r  (^^  —  ^^)  ï^o^s  fait  voir  que 

Cl 

pour  un  point  M  quelconque  de  l'ellipse  (fig.  222),  nous  aurions  (PM)»  = 
gJL{(AI)a  — (PI)^|=^^^  (AI+PI)  (AI  — PI),  d'où  nous  tirerons 

(PM)»:(AI4-PI)  (AI  — PI)::(DI)»:(Al)»;  mais  AI-+-PI=:AP,  et 
AI— PI  ou  BI  —  PI  =PB  ;  donc  (PM)»  :  AP  X  BP  :  :  (DI)»  :  (AI)»;  c'est, 
à* dire  que  ,  le  carré  d'une  ordormée  quelconque  de  V ellipse  est  au  produit  des 
segmens  correspondons  du  grand  axe ,  comme  le  carré  du  demi-petit  axe  est 
au  carré  du  demi-grand  axe. 

556.  Corollaire  3.  L'équation  j»  = —7- (rf — a?')donnea;'==-y- (&'— j*). 

Pour  le  point  M  (fig.  222),  on  a  a?  =  IP  =  QM,y  =  PM  =  QI  ;  donc 

5i 
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(QM)«==i^KDI)--(QI)^}=-^(DI  +  QI)(D 

(QM)^  :  (Dl+Ql)  (DI—  QI)  :  :  (AI)^  ;  (DI)^;  mais  DI+QI  ou  CI+QI= 
CQ ,  et  DI  —  QI  =  DQ  ;  donc  (QM)»  :  CQ  X  DQ  :  ;  (AI)*  :  (DI)S  c^esl-à- 
dire  que ,  le  carré  d'une  ordonnée  au  petit  axe  est  au  produit  des  segmens 
correspondans  de  ce  petit  axe,  comme  le  carre  du  dend-grand  axe  est  au 
carré  du  demi-petit  axe. 

557.  Corollaire  4-  Si  nous  considérons  deux  points  quelconques  M  et  M' 
de  l'ellipse  (fig.  224),  nous  aurons  (PM)*  :  AP  x  PB  ::  (ID)»  :  (AI)^  et 

(P'MO*  :  AF  X  P'B  :  :  (id)*  :  (Ai)*  ;  donc  (PM)*  :  (P'MO*  :  :  ap  x  pb  : 

AP'  X  P'B  ;  c'est-à-dire  que ,  les  carrés  des  ordonnées  de  V ellipse  sorU  entrt 
eux  comme  les  produits  des  segmens  correspondans  du  grand  cuve. 

On  démontrerait  de  la  m<îme  manière  que  les  carrés  des  ordonnées  au 
petit  axe  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segmens  correspondans  de 
ce  petit  axe. 

558.  PROBLÊME  109.  Proposons-nous,  à  présent,  de  décrire  une  eU^ 
dont  on  connaît  les  deux  axes  sans  se  servir  des  foyers. 

Sur  le  demi-grand  axe  IB ,  comme  diamètre  (fig.  224),  décrivons  une  demi- 
circonférence  de  cercle,  IQB;  prenons  le  demi-petit  axe  ID  et  portons-le 
de  B  en  R,  et  sur  BR  =  ID,  comme  diamètre,  décrivons  une  autre  demi-cir- 
conférence RrB;  puis,  menons  une  suite  de  droites  MN,  M'N',  'HH'^" 

parallèles  à  DC  ;  par  le  point  I  comme  centre ,  et  avec  les  rayons  IP,  IP',  IP''.., 

décrivons  les  arcs  de  cercles  PQ,  P'Q',  P"Q" ;  par  le  point  B  et  les  points 

Q,  Q',  Q^^ où  CCS  arcs  couperont  la  demi-circonférence  IBQ,  menons  les 

droites  BQ,  BQ^  BQ" lesquelles  couperont  la  demi-circonférence  RrB 

en  des  points  r,  r',  r^' qui  donneront  les  longueurs  Br,  Br',  Br" ,  les- 
quelles seront  respectivement  celles  des  ordonnées  PM,  P'M',  P^M^ oa 

leurs  égales  PN,  P'JS',  P"N" 

En  effet,  l'équation  j*  =  — 7-  (a*  —  x^)  donne  y  =  ±:  —/a*  —  s*. 

Si  maintenant  nous  faisons  :i;=lP=:IQ,  comme  a=IB,  et  6=ID=BR, 

nous  aurons  r=zh  45-/(1^)*  — CQ)"»  ^^^   /(IB)*  — (IQ)»  —  BQ  à 

BRvBO 

cause  que  le  triangle  IBQ  est  rectangle;  donc  y  = ^  ;  d'où  IB  ;  Bft 

•  •  BQ  :y.  Mais  les  triangles  BIQ  et  BRr  sont  sembables,  donc  IB  :  BR;: 
BQ  :  Br;  or,  en  comparant  cette  proportion  avec  la  précédente  \  on  voit  que 
y  =  Rr  :  donc  Br  est  l'ordonnée  PM  qui  répond  à  l'abscisse  IP. 

II  est  évident,  d'après  cela,  que  Br^  est  l'ordonnée  P'M'  ou  son  égale 
FN',  etc. 
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En  prenant  les  abscisses  Ip,  IjJ^  Jp''....  respectivement  égales  à  IP,  IP' , 

on  aura  les  or àonnées  pm^  p^ m' j  p^'rn!^ ou  leurs  é^Bles  pn^  pW,  p'W...  rcs- 

pectiTcment  égales  aax  ordonnées  PM,  FM',  P"M" 

559.  THEOREME  2o8.  Si  Ton  décrit  une  circonférence  de  cercle  sur  le  grand 
axe  d'une  ellipse,  et  quon prenne  la  même  abscisse  pour  les  deux  courbes , 
je  dis  que  l'ordonnée  du  cercle  sera  à  celle  de  Vellipse  comme  le  demi-grand 
âœe  est  au  demi^petit  axe;  de  sorte  que  si  Von  prend  l abscisse  commune  IP 
(  fig.  225  ),  on  aura  PN  :  PM  ;  :  IB  :  ID  :  ;  a  :  b. 

En  efifet,  le  rayon  du  cercle  sera  a,  et  le  triangle  rectangle  INP  donnera 
(PN)»  =:(IN)»  —  (IP)^  ou  (PN)^  =  a^—  (IP)^  ,  pour  le  point  N.  (♦) 
Pour  le  point  M,  de  Fellipse,  qui  repond  à  la  même  abscisse  IP,  nous 

aurons  (PM)»  =-^(a^— (IP)*)  ;  donc  (PN)»  :  (PM)»  :  ;  i  ;  -^  !  :  a»  :  è% 

et  en  extrayant  la  racine  carrée  de  tous  les  termes  de  cette  proportion,  il 
viendra  PN  ;  PM  l\a\b\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

560.  (Corollaire  i.  Si  Ton  mène  les  droites  MQ  et  N^  parallèlement  à 
Taxe  AB,  on  aura  IQ  =  PM  «  et  Ir/  =  PN  ;  si  donc,  dans  la  proportion  du 
numéro  précédent,  on  met  IQ  et  \q'  à  la  place  de  PM  et  de  PN,  il  viendra 
1^  :  IQ  ;  ;  a  ;  6  ;  c'est-à-dire  que ,  si  Von  décrit  une  circonférence  de  cercle 
sur  le  grand  axe  de  Vellipse ,  comme  diamètre ,  si  Von  prend  le  petit  axe  de 
la  courbe  pour  celui  des  abscisses,  et  des  ordonnées  égales  dans  les  deux 
courbes  f  les  abscisses  du  cercle  seront  à  celle  de  Vellipse  comme  le  demi'- 
grand  axe  est  au  demi-petit  axe. 

On  démontrerait  les  mêmes  choses  relativement  au  petit  axe,  c'est-à-dire 
que  qnlqmllbia,  et  que  IF'  :  IP'  llbl  a. 

56 1.  Corollaire  2.  I)e  U  résulte  plusieurs  moyens  de  décrire  Tellipse  dont 
on  connaît  les  deux  axes. 

Premier  moyen.  Du  centre  I  de  l'ellipse  (  fig.  226),  on  décrira  deux  cir- 
conférences de  cercle,  l'une  avec  un  rayon  égal  au  demi-grand  axe,  et  l'autre 
avec  un  rayon  égal  au  demi-petit  axe.  On  mènera,  ensuite  ,  tant  de  rayons 
IN,  IN'....  qu'on  voudra;  par  les  points  N ,  N' ....  où  ces  rayons  rencontrent 

la  eirconférence  BNA,  on  mènera  des  parallèles  NM,  N'M' au  petit  axe 

DC  ;  par  les  points  n^  n\ où  les  mêmes  rayons  rencontrent  la  circonfé- 
rence QDR,  on  mènera  des  parallèles  nM,  n'M! au  grand  axe  AB,  et  les 

points  M,  M',  ....  où  ces  dernières  parallèles  couperont  respectivement  les 
premières,  seront  à  l'ellipse. 


(*)  En  général,  r^  =  â* — x*estréquation  du  cerclo,  Torigine  étant  au  centre. 
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En  effet,  prolongeons  NM  jusqu'à  sa  rencontre  P  avec  Taxe  AB;  la  droite 
/iM  étant  parallèle  à  IP,  donnera  PN  :  PM  ;  :  NI  :  I/i  ;  mais  IN  =  IB  =  a, 
et  I/i  =  ID  =  6  ;  donc  PN  :  PM  ;  ;  a  :  ô.  Or,  PN  est  l'ordonnée  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  ;  donc  (  n"*.  SSg  )  PM  est  l'ordonnée 
de  l'ellipse. 

Second  moyen.  Par  l'extrémité  A  de  l'axe  AB  (fig<  227  et  228),  menée 
une  droite  AB'  quelconque;  faites  AB'  égal  à  l'autre  axe  DC ,  et  sur  AB', 
comme  diamètre  ,  décrivez  une  demi-circonférence  de  cercle  AIVB^  ;  puis» 
sur  le  diamètre  AB',  prenez  des  points  Q,  Q',  Q",  ....  ^,  qf',  qf", ....  à  volonté, 
et  par  tous  ces  points  élevez  des  ordonnées  au  cercle  AD'B'  et  menez  des 
parallèles  à  la  droite  BB',  qui  iront  rencontrer  l'axe  AB  en  des  points  P, 

P',  P" p$  p'  j  p^\  •—  P^r  lesquels  vous  élèverez  les  ordonnées  à  l'ellipse, 

sur  l'axe  AB,  et  vous  ferez  ces  ordonnées  respectivement  égales  à  celle  du 
cercle  :  la  courbe  qui  passera  par  les  extrémités  de  ces  ordonnées  sera  l'el- 
lipse en  question. 

En  effet,  d'après  notre  construction,  pour  le  point  M  on  a  ^M  =^r;  or, 

le  cercle  est  décrit  sur  l'axe  AB'  =  DC  ;  donc  pour  que  le  point  M  soit  à 

l'ellipse ,  il  faut  que  l'on  ait  Vq  \\p\\JA\  AI.  Mais  à  cause  des  parallèles 

ri  et  f/yy,  on  a  1'^  1 1;?  ::  Al' :  AI;  or,  Ar  =  DI,  donc  enfin  Vq\\p\\\A 

;  AI  ;  donc  le  point  M  est  à  l'ellipse. 

On  observera,  dans  ce  procédé,  qu'en  prenant  les  abscisses  l'Q,  TQ', 
l'Q" ..;..  respectivement  égales  aux  abscisses  I^,  \(f  ^  I^'....,  une  seule  ordon- 
née du  cercle  donnera  quatre  ordonnées  de  l'ellipse. 

Troisième  moyen.  Avec  un  rayon  égal  à  la  différence  des  deux  axes  de 
l'ellipse,  et  du  point  O  comme  centre,  pris  arbitrairement  sur  le  petit  axe 
(fig.  226)  (de  manière,  pourtant,  que  lO  soit  plus  petit  que  la  différence 
des  axes),  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  grand  axe  en  un  point 
F ,  par  lequel  et  le  point  O  on  mènera  une  droite  OF  prolongée  :  on  fera 
OE  =  lA,  et  le  point  E  sera  à  l'ellipse. 

En  effet,  si  par  les  points  E  et  O  on  mène  les  droites  EG,  OG ,  respectif 
vement  parallèles  aux  axes  DC ,  AB ,  on  aura  les  triangles  semblables  OEG« 
FEH,  qui  donneront  GE  I  HE  ::  OE  :  FE.  Or,  GE  est  l'ordonnée  du 
cercle  décrit  du  point  O ,  comme  centre ,  et  avec  le  rayon  OE  ;  HE  est  celle 
du  point  E ,  par  rapport  à  Taxe  AB  ;  OE  =  AI,  et  FE  =  OE  —  OF,  c'est- 
à-dire  FE  =:ID,  puisque  OF  est  la  différence  des  deux  axes;  donc  enfin  le 
point  E  est  à  l'ellipse. 

C'est  sur  cette  construction  qu'est  fondé  le  principe  du  compas  elliptique 

que  nous  décrirons  plus  tard. 


loS 
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Suite  de  l'Ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

^  S6a.  THÉORÈME  209.  Si  l'on  suppose  im  point 'Ea  situé  hors  de  l'ellipse ,  la 
urne  des  distances  de  ce  point  aux  foyers  sera  plus  grande  que  le  grand 
^Oise  C  fig.  223  ). 

En  elïçt,  le  point  E  étant  extérieur,  et  les  foyers  intérieurs  à  l'ellipse,  la 
droite  FE,  qui  joindra  un  foyer  F  et  le  point  E,  coupera  nc'cessairemenl 
l'ellipse  en  un  point  m  \  menons  par  ce  point  m  un  rayon  vecteur  mF'  à 
l'autre  foyer  F' ,  et  joignons  les  points  F'  et  E  par  la  droite  F'E  :  le  triangle 
F'mE  nous  donnera  F'm<F'E-|-mE.  Ajoutons  de  part  et  d'autre  la  droite 
Fm,  et  nous  aurons  Fm  +  FWi  <  F'E -+- niE  +  F«i.  Mais  mE-f-F/n  = 
FE  ;  donc  Fm  +  F'm  <  F'E+FE,  et  comme  le  point  m  est  sur  l'ellipse  , 
Fm+F'm  =  AB;  donc  AB  <  F'E-j-FE  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

563.  THÉORÈME  210,  Si  l'on  suppose  un  point  Gi  situé  dans  l'ellipse  ,  In 
jtwwnc  FG-f-F'G  des  distances  de  ce  point  aux  foyers  sera  plus  petite  que 
le  grand  aœe  AB  (  fig.  223). 

Le  point  G  et  les  foyers  étant  situés  dans  l'ellipse,  la  droite  FG,  menée  par 
un  foyer  F  et  le  point  G,  ne  pourra  rencontrer  l'ellipse  qu'autant  qu'elle 
sera  prolongée  vers  m;  soit  donc  m  le  point  où  celte  droite  FG  rencontre 
celte  courbe ,  et  menons  le  rayon  vecteur  F'm  et  la  droite  F'G  :  le  triangle 
F'Gm  nous  donnera  F'G  <  F'm-j-mG.  Si  nous  ajoutons  de  part  et  d'autre 
la  droite  GF  ,  nous  aurons  F'G  -f-  FG  <  F'm  +  mG-f-FG  ;  mais  mGH-Gï; 
=  Fm;  donc  r'G-|-FG<F'm+Fm;  ou  ,  à  cause  que  le  point  m  esta 
l'ellipse  ,  F'G-f-FG  <  AB  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

564-  PROBLÊME  110,  Par  un  point  donné  sur  la  circonférence  d'une  el- 
lipse ,  on  propose  de  mener  une  tangente  à  celle  courbe  (  fig.  229  ). 

Après  avoir  trouvé  les  deux  foyers  F  et  F',  on  mènera  les  deux  rayons 
Tectears  FM  et  F'M  au  point  donné  M;  on  prolongera  l'un,  F'M,  de  ce» 
rayons,  d'une  quantité  MQ  égale  à  l'autre  rayon  FM;  on  joindra  le  foyer  F 
et  le  point  Q  par  une  droite  QF,  à  laquelle  et  par  le  point  donné  M,  on 
abaissera  une  perpendiculaire  MT  ,  qui  sera  la  tangente  demandée  ;  c'est-à- 
dire  que  cette  droite  MT  n'aura  que  le  point  M  commun  avec  l'ellipse. 

En  effet,  soit  pris  un  autre  point  m  quelconque  sur  celle  droite  MT,  et 
soient  menées  les  droites  Qm,  Fm  et  F'm;  le  triangle  F'Qm  donnera 
F'Q  <F'm  +  mQ.  Mais  la  droite  mQ;=mF;  car,  puisque  MQ  =  MF,  par 
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construction ,  la  droite  MT  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FQ  ;  de  plus, 
F'Q  =  F'M  +  MQ  =  F'M-i-MF  =  AB;  si  donc  on  substitue  dans  Tinéga- 
litc  précédente,  on  aura  AB  <  F'm+Fm;  donc  la  somme  des  distances  du 
point  m  aux  foyers  est  plus  grande  que  le  grand  axe,  par  conséquent  le 
point  m  est  hors  de  Tcllipsc  ;  donc  la  droite  MT  n^a  que  le  point  M  commun 
avec  cette  courbe. 

565.  Corollaire  i.  Le  triangle  FQM  est  isocèle ,  puisque  par  construction 
QM  ==  FM  ;  donc  la  perpendiculaire  MT  abaissée  du  sommet  M  sur  la  base 
QF  donne  Tangle  QMT  =  TMF.  Mais  la  ligne  F'MQ  est  droite,  les  angles 
QMT  et  /MF'  sont  opposés  au  sommet;  donc  QMT  =  MF',  et  par  consé- 
quent TMF  =  /MF';  c'est-à-dire  que  ,  les  angles  que  forrrhent,  aoec  la  tarir 
génie ,  les  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  contact ,  sont  égaux  entre  eux. 

566.  Corollaire  2.  Il  suit  de  là  que  la  normale  MR  divise  en  deax  égale- 
ment l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  qui  vont  au  point  de  contact  de 
la  tangente  ;  car  Tanglc  TMR  =  /MR ,  puisque  ces  deux  angles  sont  droits, 
et  on  vient  de  démontrer  que  TMF  =  /MF'  ;  d'où  il  suit  que  TMR  —  TMF 
=  /MR  — /MF,  ou  FMR  =  RMF  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

567.  Corollaire  3.  De  là  résulte  un  moyen  bien  simple  de  mener  une  nor- 
male à  Tellipsc  par  un  point  donné  sur  sa  circonférence  :  on  n'aura  qu*à  di- 
viser en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  menés  au  point 
donné,  par  une  droite  qui  sera  la  normale  demandée. 

568.  Corollaire  4-  Si  par  le  point  7,  milieu  de  QF,  on  mène  une  droite 
ql  au  centre  de  l'ellipse,  cette  droite  ql  sera  parallèle  à  la  droite  F'Q,  en  ce 
que  cette  droite  ql  divisera  en  deux  parties  égales  les  côtés  FF  et  FQ  du 
triangle  FF'Q  ;  et  de  plus  cette  même  droite  ^I  =  ^F'Q,  c*est-à-dire  le  demi- 
grand  axe,  puisque  F'Q  est  la  somme  des  rayons  vecteurs. 

569.  PROBLÊME  III.  On  donne  la  grandeur  du  grand  axe  d*w%e  ellipse, 
un  foyer  et  la  direction  de  deux  tangentes ,  et  il  faut  décrire  cette  courbe. 

Par  le  foyer  F  donné  (fig.  229),  menez  une  perpendiculaire  Fy,  F^i 
chacune  des  tangentes  données  MT  et  NF;  par  les  pieds  q  et  q'  de  ces  per- 
pendiculaires ,  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  du  grand  aie 
donné,  décrivez  deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  un  point  I,  qui  sera 
le  centre  de  l'ellipse  dont  il  s'agit. 

Cela  est  évident,  car  cette  construction  est  une  suite  immédiate  de  ce  qui 
vient  d'être  démontré  dans  le  numéro  précédent. 

Ayant  le  centre  et  le  foyer,  vous  mènerez  une  droite  AB  par  ces  deux 
points,  laquelle  donnera  la  direction  du  grand  axe.  D'après  cela,  il  sera  facile 
d'avoir  les  deux  sommets  de  cet  axe,  puisqu'on  a  sa  grandeur,  et  par  suite  le 
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flnd  foyer  et  le  second  axe,  et  par  conséquent  àc  décrire  l'ellipse,  par 
Tan  des  procédés  donnés  plus  haut. 

570.  Remarque.  Si,  au  lieu  de  donner  le  foyer,  on  donnait  le  centre,  on 
décrirait,  de  ce  centre,  un  arc  de  cercle  (77'avcc  un  rayon  égal  au  demi-grand 
axe  donné,  et  par  les  points  q  et  q' ,  où  cet  arc  rcnconlrcrail  les  tangentes 
données  MT  et  NT',  on  élèverait  une  perpendiculaire  i  chacune  de  ces 
droites  ,  et  le  point  F,  où  ces  deux  perpendiculaires  se  rencontreraient,  se- 
rait évidcRinicnt  l'un  des  foyers  de  l'ellipse  en  question;  et  ensuite  on  achè- 
verait la  construction  comme  ci-dessus. 

571.  PROBLÈME  112.  La  direction  d'ime  tangente  ,  un  foyer  et  le  centre 
d'uite  ellipse  étant  donnés ,  on  propose  de  décrire  cette  courbe  (  fig.  229  ). 

Par  le  centre  et  le  foyer  donnes,  on  mènera  une  droite  qui  sera  la  direc- 
tion du  grand  axe;  puis,  par  le  foyer  F  donné,  on  mènera  une  perpendicu- 
laire Yq  à  la  tangente  donnée  MT,  et  par  le  centre  !  donné,  et  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  \q,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qS.,  qui  coupera  la  direc- 
tion AB  du  grand  axe,  en  un  point  A,  qui  sera  un  sommet  de  cet  axe  ;  car, 
d'après  ce  qui  précède ,  \q  est  égal  au  demi-grand  axe.  On  achèvera  le  pro- 
blème comme  ci-dessus. 

572.  PROBLÈME  ii3.  La  direction  d'une  tangente,  le  centre  et  liai  des 
sommets  du  grand  axe  d'une  ellipse  étant  dormes ,  il  faut  décrire  cette  courbe 
(fig- 229). 

Par  le  sommet  A  et  le  centre  I  donnés,  on  mènera  une  droite  AB  qui  sera 
ta  direction  du  grand  axe,  et  la  dislance  Al  sera  la  moitié  de  cet  axe  ;  ensuite , 
par  le  centre  I  et  avee  un  rayon  égal  au  demi-grand  axe  AI,  on  décrira  un 
arc  de  cercle  kq  qui  coupera  la  tangente  donnée  MT  en  un  point  q,  par  lequel 
on  élèvera  une  perpendiculaire  qY  à  la  tangente  donnée  MT ,  qui  rencontrera 
l'axe  AB  en  un  point  F  qui  sera  un  foyer.  Le  reste  de  la  construction  est 
tans  difficullé. 

573.  PROBLÈME  114.  La  direction  d'une  tangente,  l'un  des  sommets  du 
grand  axe  et  un  foyer  de  l'ellipse  étant  donnés,  on  veut  décrire  cette  courbe 
(fig.229). 

Par  le  foyer  F  donné  on  abaissera  une  perpendiculaire  Yq  à  la  tangente 
donnée  MT;  par  le  pied  q  de  cette  perpendiculaire  Yq  et  le  sommet  A  donné, 
on  mènera  la  droite  \q ,  au  milieu  de  laquelle  on  élèvera  une  perpendiculaire 
SI  qui  ira  rencontrer  la  droite  AB,  menée  par  le  sommet  A  et  le  foyer  F 
donnés,  en  un  point  I  qui  sera  le  centre  de  rcUipsc  en  question. 

Car  si  nous  supposons  que  le  point  I  soit  effectivement  le  centre  de  l'el- 
lipse, A  le  sommet  du  grand  axe,  MT  une  tangente,  il  est  clair  que  la  per- 
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pendiculairc  F^,  men<?e  du  foyer  F  à  la  tangente  MT,  nous  donnera  lq=zJAi 
donc  le  trianjgle  A7I  est  isocèle,  et  le  sommet  I  de  ce  triangle,  qui  est  le  centre 
de  Tellipse,  est  situé  sur  la  perpendiculaire  SI  élevée  sur  le  milieu  de  la  base 
Aq.  Quant  au  reste  de  la  construction,  c^est  comme  ci-dessus. 

574.  PROBLÊME  1 1 5.  Par  un  point  donné  m  hors  de  rdl^se  (  fig.  229),  on 
propose  de  mener  une  tangente  à  cette  courbe. 

Par  le  point  donné  m,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  la  distance 
Fm,  de  ce  point  à  un  foyer  F,  on  décrira  un  arc  de  cercle  FQ  indéfini;  par 
le  second  foyer  F',  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe,  on 
décrira  un  autre  arc  de  cercle  qui  coupera  le  premier  en  un  point  Q ,  par  le- 
quel et  le  foyer  F'  on  mènera  une  droite  QF'  qui  coupera  Tellipse  en  un  point 
M,  qui  sera  le  point  de  contact  de  la  tangente  demandée;  et  par  conséquent  la 
droite  Mm,  qui  passera  par  ce  point  M  et  le  point  donné  m,  sera  cette  tan^ 
génie. 

En  effet,  par  construction,  nous  avons  F'Q=AB;  mais  FQ=F'M+MQ; 
donc  FTVI  -t-MQ  =  AB.  Mais,  le  point  M  est  à  Tellipse,  ce  qui  donne  FM+ 
FM  =  AB;  doncF'M  +  MQ  =  F'M+FM,  et  parlant  MQ  =  FM;  d'où  il 
suit  que  le  point  M  est  à  égales  distances  des  points  F  et  Q.  Mais  par  cons- 
truction nous  avons  aussi  le  point  m  à  égales  distances  des  mêmes  points  F 
et  Q;d^où  il  résulte  que  la  droite  Mm,  qui  passe  par  les  deux  points  M  et  m, 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FQ,  et  par  conséquent  cette  droite  M/n 
est  la  tangente  demandée  (n**.  564)- 

On  observera  que  ce  problème  a  deux  solutions ,  parce  qu^on  peut  opérer 
sur  le  foyer  F'  comme  on  vient  de  le  faire  sur  le  foyer  F,  et  réciproquement, 
ce  qui  donnera  la  seconde  tangente  mM'^ 

575.  PROBLÊME  116.  On  propose  de  mener  une  tangente  à  Vellipse,  parai" 
lèlement  à  une  droite  donnée  (fig.  aSo  ). 

Par  un  foyer  F  on  mènera  une  perpendiculaire  FQ  à  la  droite  donnée  EG; 
par  l'autre  foyer  F',  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe,  on 
décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  un  point  Q  la  droite  FQ;  par  le  foyer 
F'  et  le  point  Q  on  mènera  la  droite  F'Q,  qui  coupera  Tellipse  en  un  point 
M  qui  sera  le  point  de  contact  :  par  conséquent  la  droite  MT,  menée  par  ce 
point  M  parallèlement  à  la  droite  donnée  EG,  sera  la  tangente  demandée. 

Je  laisse  au  lecteur  le  plaisir  de  démontrer  cette  construction. 

576.  PROBLÈME  117.  Il  faut  rnener  une  tarigerïte  à  V elUpse  perpendîciâiù' 
rement  à  une  droite  donnée  (fig.  280 ). 

Par  un  foyer  F,  menez  une  parallèle  FQ'à  la  droite  donnée  EG;  par  Tautrc 
foyer  F',  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe,  décrivez  un  aie 
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de  cercle  qui  coupe  la  droite  FQ'  en  un  point  Q',  par  lequel  et  le  foyer  F' 
vous  mènerez  une  droite  F^Q'  qui  coupera  Tellipse  en  un  point  M!  qui  sera 
le  point  de  contact  :  par  conséquent  la  droite  MT\  menée  par  ce  point  M' 
perpendiculairement  à  la  droite  donnée  EG,  sera  la  tangente  demandée. 

Le  lecteur  démontrera  encore  cette  construction.  Chacun  de  ces  derniers 
problèmes  donne  lieu  à  deux  solutions,  ainsi  qu^onlevoit  dans  la  figure  23o. 

577.  PBOBLÊsiE  1 18.  On  demande  de  mener  une  normale  à  l'ellipse ,  per- 
pendiculairement à  une  droite  donnée. 

On  trouvera  le  point  où  la  normale  coupe  Tellipse,  par  la  même  construc* 
tion  qu^on  a  trouvé  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la  droite 
donnée  (n*.  575). 

578.  PROBLEME  119.  Il  s* agit  de  mener  une  normale  à  l  ellipse  parallèle^ 
ment  à  une  droite  donnée. 

On  trouvera  le  point  où  la  normale  demandée  coupera  Tellipse,  par  le 
même  moyen  qu^on  a  trouvé  le  point  de  contact  de  la  tangente  perpendicu- 
laire à  la  droite  donnée  (n"".  576).  On  remarquera  que  les  deux  problèmes 
prccédens  sont  susceptibles  chacun  de  deux  solutions. 

579.  THÉOBÈME  2H,  La  distance  IR,  du  centre  de  V ellipse  au  point  oii  la 

normale  rencontre  le  grand  axe ,  égale  — ^  ;  c  étant  la  distance  du  centre  au 

foyer,  x  ï abscisse  du  point  où  la  normale  rencontre  la  courbe,  et  a  le  demi- 
grand  axe. 

En  effet ,  en  supposant  la  construction  du  n'*.564  (fig.  229)  ,  les  triangles 
F'QF  et  F'MR  sont  semblables  et  donnent  F'R  :  F'F  :  :  F'M  :  F'Q  ;  mais  F'R 

=:FH-IR  =  ^4-IR,  FF  =  2c,  F'M  =  -^^±^(n^552),etFQ=2a;donc 
c4-IR:2c::-^^±^:2fl::a^  +  ca?  :  2aSd'où  on  tireIR  =  -^. 

58o.  Corollaire  i.  Les  triangles  rIR  et  rQ'M  sont  semblables  et  donnent 
\r  :  fO'  :  ;  IR  :  Q'M  -,  mais  rQ'  =  Ir4-  IQ'  =  Ir+j ,  IR  =  -^  et  Q'xM  = 
1P= a;,  donc  Ir  :  Ir+y  I  :  — -  :  t  :  :  — p  :  i  ;  .*  c>  :  a»,  d'où  il  résulte  que 

58i.  Corollaire  2.  La  sous-normale  PR  =  IP — IR,  ou,  en  mettant  œkh 
phce  de  IP  et  -$-  à  la  place  de  IR,  PR  =*• ^=_£fZ:£f_  = 

lu^)        Vx     "^  a  a 

58a.  CoroUaù*  3.  La  sous  -  normale  rQ'  =  ri  +  IQ',  ou  en  mettant 
^  à  la  place  de  ri,  et^  à  la  place  de  IQ'=PM,  il  viendra  rQ'=  -$-  +  r 
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583.  Corollaire  4-  Los  triangles  semblables  PMR  et  /*MQ'  donnent  PR  ; 
MQ'  ou  IP  :  :  PM  :  rQ';  d'où  PR  X  rQ'  =  IP  X  PM;  c'est-à-dire  que  les 
sous-normales  sont  réciproquement  proportionnelles  auœ  coordonnées  du 
point  de  contact  de  la  tangente. 

584*  PROBLÊME  I20.  Cherchons  cu:tuellement  la  longueur  analytique  des 
normales  MR  et  Mr,  relatives  à  chaque  aœe  de  VeUipse.    " 

D'abord  pour  avoir  la  première  MR,  nous  considérerons  le  triangle  MRP, 
qui  est  reclanglc ,  et  qui  nous  donnera  (MR)*=i(PM)*+ (PR)*;  mais 

(PM)^=j2  =  -4-  ia^  —  x^),  et   (PR)^  =  -^;  donc  f MR)*  =z 
—  (^a^-a,-)  +  —^=  =    -^{tf(«-a;-)+Av}; 

etparlantMR=-r/a*(a2  — a?*)  +  ô*a?^ 

Ensuite,  pour  avoir  la  seconde  Mr,  Je  triangle  rectangle  Q'Mr  nous  don- 
nera Mr=== /(MQ')"M^rQO^   Mais  (MQ')^  =  (IP)^  =  a?S   et  (rQO*  = 

— r«- ,  ou  à  cause  que /»  =  -^( o»  —  a:» ),  (rQ*)»  =  -^(aa  —  a?*);  donc 

585.  Corollaire  i.  La  similitude  des  triangles  TMP  et  PMR  donne  Pfi  ; 
PM  :  ;  PM  :  PT;  d'où  PT  =  -^^  ;  mais  (PM)»  =^>  =  -L.  fa*—x*)t\ 

PR  =  -^;doncPT        "" 


'— x' 


a'    '  b'x  X 


a^-a- 


586.  Corollaire  2.  Si  Ton    met   PT  =  sous  la  forme  PT= 

{a+x){a-'x)   ^  ^^^^^  a+a?  =  BH-IP  =  BP  (fig.  229),  et  que  a-x^ 

lA  —  IP  =  AP,  il  en  résultera  PT  =z=  ^^j^^°   ,  d'où  IP  :  AP  :  :  PB  :  PT, 

c'est-à-dire  que ,  la  sous-tangente  relatiçe  au  grand  axe  est  quatrième  pro- 
portionnelle entre  V abscisse  du  point  de  contact  et  les  deux  segmens  au 
grand  axe. 

587.  Corollaire  3.  Les  triangles  semblables /MQ'  et  Q'Mr  donnent  (^r; 

Q'M  :  :  QTVI  :  Q'/ == -^^^".  Mais  QV  == -^      et    IMquatîon    de    rdlipsc 
donne  572  =  -^  (6* — j*),  et  comme  Q'M=IP  =  ^,  on  aura  Q'/ =: 

588.  Corollaire  4.  SiFon  met  Q'<=  ^^^=^sous  la  forme  ny— C^-Hr)  C^-r) 

T  y  ' 
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coramefc^-_j-  =  CI-|-IQ'  =  t;Q',  el  que  A  ~  j  =  ID  —  IQ' =  Q'D,  il  c 


résultera  Q7  = 


CQ'XQ'D 


d'où  IQ'  ;  CQ'  ::  Q'D  ;  Q7;  c'csl-i-dire  que, 


i(i  soits-langentf ,  relalice  nu  petit  axe ,  est  quatrième  pmportlonîieUc  àl'abs~ 
cisse  {relatif  e  à  cet  axe")  du  point  de  contact  elaux  deux  segrnens  de  ce  même  axe; 

58g.  Corollaire  5.  La  comparaison  des  triangles  semblables  TMP  et  AIQ' 
donnera  TP  ;  MQ'  ou  IP  ;  ;  PM  :  Q'/;  d'où  il  suit  que  les  soiistangentes  PT 
et  Q't  sont  réciproquement  proporlioiuicltcs  aux  coordomu'es  du  point  de 
roniact. 

Syo.  Corollaire  6.  Nous  avons  déjà  vu  qu'il  en  élait  de  mi^mc  des  sous- 
normales  :  par  conséquent  TP  :  PR  1  :  QV  :  Q'/;  d'où  TP  x  Q'/  =  PIl  X  QV. 
c'esl-à-dire   que,  le  produit  des  sous ~ tangentes  est  égal  à  celui  des  sous- 

normales. 

^, j, 

5gi.  Corollaire  7.  On  observera  que  IT^IP  +  PT^a'H = 

=  ,  d'où   .T  •  a  ;  ;  o  ;  IT,   c'est-à-dire  que  ,  la  distance  du 

X  X  '  ^ 

centre  au  point  oit  la  tangente  rencontre  le  grand  axe  est  troisième  proportion- 
nelle à  l'abscisse  du  point  de  contact  et  au  demi-grand  axe. 

On  trouverait  de  même  que  la  distance  du  centre  au  point  où  la  tangente 

rencontre  le  petit  axe  est  troisième  proportionnelle  à  l'abscisse  relative  au  petit 

axe  et  à  la  moitié  de  cet  axe,  de  sorte  qu'on  aurait  IQ'  ;  ID  "  ID  ;  \t. 

5g2.  TiiÉOBÈME  212.  Si  l on  décrit  une  circonférence  de  cercle  sw  le  grand 

ÛjÊVe  comme  diamètre  (fig.  ;i3i  ),  les  tangentes  MT  et  NT,  menées  à  l'ellipse 

Wfàau  cercle  par  les  points  M  et  N  qui  répondent  à  une  même  abscisse  IP.  se 

couperont  en  un  point  T  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

En  effet,  si  au  point  de  contact  N  de  la  tangente  NT  du  cercle  ,  on  mène 
un  rayon  IN ,  les  triangles  semblables  PNI  et  PNT  donneront  IP  ;  IN  ;  ;  IN 

;  IT  ou  X  ',  a'.'.a  '.IT  =^ ;  mais  pour  l'ellipse  on  a  aussi  IT  =:  — ,donc 

les  deux  distances  IT  sont  les  mêmes,  donc,  etc. 

On  démontrerait,  de  la  même  manière,  qu'il  en  est  de  même  relativement 
au  petit  axe. 

5()3.  paoBLÊMB  121.  Cherchons  actuellement  la  longueur  analytique  de  la 
larigen/e  relatliC  à  chaque  axe  (fig.  229). 

I  D'abord  pour  celle  relative  au  grand  axe ,  le  triangle  rectangle  PMT  donne 
MT=/CFr)^+CPM)^ietcommcPT=-:î^=^etCPM)==jï= 


MT=/CFr)^+CPM)^ietcommcPT=— 
Il  en  rcsullcra  MT=  / ^^^=^4- ~  (a 


-(a^-xO, 


-X-)-- 
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/— ^ Sf-^^ =  —liT'  y/a-(,a^-x-)+h-xK 

Pour  celle  relative  au  petit  axe,  le  triangle  rectangle  Q'M/  donne  M/  = 

y(Q'0»4-(Q'M)*  ;  et  comme  Q'/  =      ~^'  ;  ou  en  mettant  -^  (a*  —a?») 


et  — /a*  —  x^  à  la  place  de  j^  et  dey,  Q7= 
a^b^-b^a^^b^x^    _         b^x^    _,  ^^  pj^^  Q,j^  _  jp_^^  ^  ^,^^  .j  résultera 


aA|/  fl* — x^  a^  a^  — 


♦"     a»(a»— a:*)    ^  V  a»(fl»— jet*) 

.r 


/a*(a*  — a?^)-h6^a7^ 


a^  O" — a:» 

594.  DÉTINITION.  O/i  appelle  paramètre  rélaûf  au  grand  axe  de  l ellipse, 
une  troisième  proportionnelle  entre  le  grand  et  le  petit  axe ,  de  sorte  que  si  Ton 

représente  ce  paramètre  par  ^,  on  aura  2a  ;  26  •  •  26  ;  ^  = = ■. 


On  a  aussi  un  paramètre  relatif  au  petit  axe,  qui  est  une  troisième  pro- 
portionnelle entre  le  petit  et  le  grand  axe. 

SgS.  THÉORÈME  21 3.  Je  dis  maintenant  que ,  la  double  ordonnée  qui  passe 
par  un  foyer  de  V ellipse,  est  égale  au  paramètre  relatif  au  grand  axe. 

En  effet  y  Tordonnée  qui  passe  par  un  foyer  répond  à  une  abscisse  qui  est 
égale  à  la  dislance  du  centre  à  ce  foyer;  faisant  donc  x^=zc  dans  réqualion 

b*  b* 

v*  =  — -  (a^  —  a?*)  de  Tellipse,  il  nous  viendra  r2=  — r  C^*  —  c*);iDais 

^  b*  b-  ^ 

a»  —  c*  =  ô^;  doncj*  =  — r^^t  partant  j=  — :  en  multipliant  donc  par    I 

2  departet  d^autre,  ilviendra  2j  = ;  mais  dans  le  numéro  pt^cédent 

nous  avons  vu  que  p  = ;  donc  2^  =  ^  ;  ce  qu^il  fallait  démontrer. 


.me 


29     •    LEÇON. 

L'Ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués. 

596.  THEOREME  21 4*  DécHçons  unc  circonférence  de  cercle  sur  le  grand 
axe  de  l'ellipse  comme  diamètre  (fig.  232);  menons  deux  diamètres  D'C  el 
A^B'  perpendiculaires  entre  eux ,  et  d'ailleurs  dans  une  direction  quelctmque; 
par  les  extrémités  D' et  B'  de  ces  diamètres,  menons  les  ordonnées  lyp"  et  BT?', 
et  par  les  points  d'  et  b  oié  ces  ordonnées  rencontrent  l'ellipse,  menons  Us 
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tiiis  d'(/  et  ba  au  centre  de  la  courbe  ;  puis ,  par  un  point  quelconque  N  de 
'  îa  circonfcrence  du  cercle,  abaissons  les  ordonnées  ^NPc/NR  sur  les  diamètres 
AB,  A'R' ;  par  le  piedK  de  l'onlonnée  "^R,  abaissons  une  perpendiculaire 
K<^  sur  le  diarnèlre  Ali,  et  par  le  point  r ,  oit  la  droite  TtQ  rencontre  la  droite 
ab,  et  lepoint  M,  oit  l'ordonnée  NP  rencontre  l'ellipse,  menons  la  droite  rM  .■ 
je  dis  que  les  deux  droites  NR  et  rM  se  couperont  sur  le  diamètre  AB  en  un 
point  K. 

En  effet,  Supposons  (l'abord  qu'on  ail  mené  la  droite  NR,  et  qu'ensuite,  par 
le  point  K,  où  celle  droite  NK  coupe  l'axe  AB,  on  ait  mené  les  droites  MK,rK; 
si  nous  faisons  voir  que  les  angles  NKM,  rKR  sont  cgaux,  comme  ces  deux 
angles  sont  opposes  par  le  sommet,  il  sera  dcmonlré  que  les  droites  MK, 
rK  sonl  le  prolongement  l'une  de  l'autre ,  et  que ,  par  conse'quent ,  les  droites 
NR,  Mr  se  coupent  en  un  point  K  de  l'axe  AB.  Or,  on  a  QR  I  Qr  ;  ;  P'B'  ; 
P'6;  mais  en  vertu  du  n°.  SSg,  on  a  P'B'  ;  P'i  ;  :  PN  :  PM;  donc  QR  :  Qr;: 
PN  :  PM  i  et  par  conséquent ,  QR  —  Qr  ou  Rr  :  PN  —  PM  ou  MN  ;  :  QR  : 
PN.  Mais  les  triangles  QNP,  QRK  sont  semblables,  ce  qui  donne  l'angle 
QNP=QRK,ct  QR:PN::KR:KN;  doncRr:MN::KR:KN;  donc 
les  deux  triangles  KRr,  KMN  ont  un  angle  égal  compris  cnlre  côte'  propor- 
tioDnels;  d'où  il  suit  que  l'angle  RK7'  =  ]NKM;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

597.  Corollaire  1.  Je  dis  maintenant  que  la  droite  Mr  est  parallèle  à  !(/, 
car,  par  construction,  les  triangles  ID'P"  et  Kîs'P  sont  semblables  puisqu'ils 
ont  les  côte's  parallèles,  donc  IP"  1  KP  ;  ;  D'P"  :  PN;  mais  en  vertu  du  nu- 
me'ro559.onaD'P":PN::PV:PM;  d'où  il  suit  IP"  :  KP  :  :  P"(i' ;  PM; 
donc  les  triangles  rectangles  WP"  et  KMP  sont  semblables;  donc  l'angle 
rf'IB  =  MKB;  donc  enfin  les  droites  id'  et  KM  sonl  parallèles. 

598.  Corollaire  3.  U  serait  facile  de  démontrer  que  si  l'on  prolongeait 
l'ordonnée  NR  jusqu'à  sa  rencontre  en  N'  avec  la  circonférence  du  cercle, 
et  que  si  par  ce  point  N'  on  abaissait  une  perpendiculaire  N'P'"  sur  le  dia- 
mètre AB,  la  droite  Mr  prolongée  passerait  par  le  point  M'  où  l'ordonnée 
N'P""  rencontre  l'ellipse.  D'après  cela,  je  dis  que  rM'  ^  rM,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  que  la  droite  MM'  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  la 
droite  ab. 

En  effet ,  les  triangles  KNM ,  KRr  et  KN'M'  donnent  KN  ;  KM  ;  ;  KR  ; 

Kr::RIS':rM';d'oùCO KN-l-KRou  NR  :  KM +Kr  ou  Mr  ;  ;  RN' ; 

rM';  mais  à  cause  que  la  corde  NN'  est  perpendiculaire  au  diamètre  A'B',  on 
a  RN'  =  RN,  c'est-à-dire  que  les  antécédens  de  la  proportion  (i)sont  égaux 
entre  eux;  il  en  sera  donc  de  même  pour  les  conséquens,  ce  qui  donnera 
rii!  =  rMj  comme  il  fallait  le  démontrer. 


4l4  COURS  DE  CONSTaUCTION. 

599.  Coroliaire  5.  Il  suit  de  là  que  la  droite  ab  est  un  diamètre  de  Tellipse, 
puisqu'elle  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  parallèles  à  ifdf. 

600.  TnÉORÈME  21 5.  Sur  le  diamèire  A'R'  du  cercle,  porUms  la  distance 
IR'  =  IR ,  et  par  le  point  R'  menons  la  corde  rui  perperuUculaire  au  diamètre 
A'B';  ensuite,  abaissons  les  ordonnées  des  points  n,n!  du  cercle  sur  le  diamètre 
AB ,  et  menons  la  droite  mm'  par  les  points  m ,  m!  où  les  ordonnées  npf"  et 
rlp'  rencontrent  l ellipse;  cette  droite  mrrl  rencontrera  la  corde  mi,  du  cercle, 
sur  le  diamètre  AB  m  un  point  K!  (n**.  5 96),  et  déplus,  les  triangles  fJm'H! 
et  K  VR'  seront  respectiçemerU  égaux  aux  triangles  MNK  et  KrR. 

En  effet,  i^.  les  triangles  rectangles  IRK  et  IR^K'  sont  égaux  puisqu*ils  ont 
un  angle  opposé  au  sommet,  et  que  par  hypothèse  IR'  =  IR;  donc  K'R'=: 
KR;  donc  les  triangles  K'RV  et  KRr  sont  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  ont 
un  côte  égal,  et  que  d'ailleurs  les  côtés  sont  respectivement  parallèles;  donc 
KV  =  Kr. 

a"".  Les  cordes  NIS'  et  nri  sont  égales  entre  elles  puisqu'elles  sont  à  égales 
dislances  du  centre ,  et  de  plus,  elles  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par 
le  diamètre  A'B';  donc  RW  =  RN  ;  mais  nous  venons  de  trouver  K'R'  =  KR; 
donc  RW  —  K'R'  =  RN  —  KR,  ou  K'/i'=  KN;  d'où  il  suit  (jue  les  deux 
triangles  K'/iW,  KTsM  sont  égaux  entre  eux,  puisqu'ib  ont  un  côté  ^1  et 
les  angles  égaux;  donc  KW  =  KM. 

601.  Corollaire  i.  Puisque  KV=Kr,  et  que  KW=KM,  on  aura  KV+KW 
=:Kr+KM,  ou  7^ m'  =  rM.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  évident  quer'm 
z=zr^m'  =  rM  ;  d'où  il  suit  que  les  ordonnées  r^m  et  rML,  à  rellipse,  abaissées 
sur  le  diamètre  ab,  à  égales  distances  du  centre,  sont  égales  entre  elles,  et  par 
conséquent  aussi  les  cordes  ou  doubles  ordonnées  MM'  et  mm\ 

602.  Corollaire  2.  Je  dis  maintenant  que  les  cordes  MM!  et  mm'  sont  à 
égales  distances  du  centre ,  c'est-à-dire  quon  a  1/  =1  Ir. 

En  effet,  puisque  IR'  =  IR,  et  que  les  deux  triangles  IRV  et  IRr  ont  les 
angles  égaux,  ces  triangles  sont  égaux  et  donnent  Ir^  =:lr;  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Il  faut  conclure  de  là  que  les  ordonnées ,  et  par  conséquent  les  doubles  or- 
données ,  qui  sont  à  égales  distances  du  centre  et  rapportées  à  un  diamUn 
quelconque  ah ,  sont  égales  entre  elles, 

603.  Corollaire  3.  Les  doubles  ordonnées  MM'  et  mm'  étant  égales  et  pa- 
rallèles, il  en  résulte  que  la  figure  MMW/n  est  un  parallélogramme  ;  et 
comme  le  diamètre  ab  divise  les  côtés  MM'  et  mm'  en  deux  parties  égales, 
il  s'ensuit  que  les  côtés  Mm  et  M'm'  sont  parallèles  au  diamètre  ab.  Ensuite 
il  est  facile  de  voir  que  ces  mêmes  côtés  Mm  et  M'm'  sont  divisés  en  deux 
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parties  cgales  par  la  droite  dd!\  d'où  il  suit  que  la  droite  dd!  diçise  en  deux 
parties  égales  les  parallèles  au  diamètre  ab  ;  donc  cette  droite  dd^  est  un  autre 
diamètre  de  ïellipse. 

6o4«  Corollaire  l^.  Puisque  les  diamètres  ah  et  dd!  sont  tels ,  que  Xkxh  d^eux 
divise  en  deux  parties  égales  les  parallèles  à  Fautre ,  ces  deux  diamètres  sont 
conjugués  (n^  4^'  )'  ^^  comme  Ton  peut  former,  de  la  même  manière,  une 
infinilc  de  parallélogrammes  MmmW,  il  s'ensuit  que  Tellipse  a  une  infinité 
de  diamètres  conjugués. 

60 5.  THÉORÈME  216.  Si  par  r origine  b  du  diamètre  ab  on  mène  une  tan- 
gente AT  à  r  ellipse ,  je  dis  que  cette  tangente  sera  parallèle  au  diamètre  dd  ' 
conjugué  au  premier. 

En  effet,  la  tangente  TB' au  cercle,  menée  à  l'extrcmî  te  B' du  diamètre  A'B', 
rencontrera  la  tangente  6Tcnun  point  T  situésur  Taxe  AB,  puisque  les  points 
de  contact  B'  et  b  ont  la  même  abscisse  (  n".  592  )  ;  de  plus,  cette  tangente 
B'T  est  parallèle  au  diamètre  CD',  d'où  il  suit  que  les  triangles  ID'P'' et 
^B'F  sont  semblables,  et  donnent  IP"  :  TF  :  I  D'P"  :  P'B'.  Mais  en  vertu 
des  propriétés  du  cercle  et  de  Tellipse,  on  a  DT"  :  P'B'  :  ;  V"d'  ;  P'i  ;  donc 
ipf/  •  TP'  :  :  PV  :  Vb  ;  d'où  il  suit  que  les  triangles  WP"  et  TôP'  sont  sem- 
blables, et  par  conséquent  les  angles  J'IB,  P'T6  sont  égaux  ;  mais  ces  angles 
sont  alternes-internes;  donc  la  tengente  T6  est  parallèle  au  diamètre  c'd! 
conjugué  à  ab. 

Remarque.  On  démontrerait  de  même  que  la  tangente  menée  h  Texlré* 
mité  du  diamètre e/'c' est  parallèle  au  diamètre  ab  conjugué  au  premier;  d'où 
il  suit  que  Tellipse  est  inscrite  dans  le  parallélogramme  formé  sur  deux  dia-^ 
mètres  conjugués  quelconques. 

606.  THEOREME  21 7.  Je  dis  maintenant  que  si  Ion  rapporte  ï ellipse  à 
deux  diamètres  conjugués  quelconques ,  le  carré  d'une  ordonnée  quelconque 
sera  au  produit  des  deux  segmens  du  diamètre  des  abscisses,  comme  le  carré 
du  deminOamètre  parallèle  aux  ordonnées  est  au  carré  du  demi^iamètre 
des  abscisses  (  fig.  232  ). 

En  effet,  les  triangles  semblables  KNM,  KRr  et  U)fd\  donnent 

KN  :  KM  :  :  KR  :  Kr  :  :  iiy  :  idi\  d'où  ron  tire  KN+KR  :  KM+Kr  :  :  iiy  : 

\dl ,  bu  NR  :  Mr  :  :  ID'  ;  W,  ou  encore  (NR)>  :  (Mr)^  :  :  (ID')^  :  (W)'--(0 
Les  triangles  semblables  I6B'  et  IRr  donneront  {ï&y  :  {\by  :  :  (IR)*  :  (Ir)^; 
d'où  (IB')*  — (IR)*  :  (lô)*  — (Ir)*  ::  (IBO*  :  {Iby.  Mais  RN  étant  l'ordon- 
née  au  cercle,  on  a  (RN)>  =  (IBO*  — (IR)^  et  de  plus  ID'  =  IB',  ce  qui 
donnera  (RN)»  :  (lô)»— (Ir)»  :  :  ÇVOfy  l  QLby.  Si  maintenant  nous  comparons 
cette  dernière  proportion  avec  la  proportion  (i),  nous  trouverons  que 
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(Mry  :  (}by^(lry  :  :  (IcP)*  :  (I*)'-(2)  Or,  (}by—(lry=ÇLb+lr)(lb—lr). 
!ô+lr  =  al  +  lr  =  ar,  et  lô  — Ir=rô;  donc  (lô)* — (lr)»=arXr&,  et 
pariant  (M/)^  larxrbu  (W)^  l  O*)^  î  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

607.  Corollaire  i.  Si  nous  représentons  par  y  les  ordonnées  Mr,  par  x 
les  abscisses  Ir,  par  6  le  demi-diamèlre  Idf^  et  par  a  lé  demi-diamètre  16,  h 
proportion  (2)  nous  donnera/*  ;  a^  —  a?*  llb^  l  a*,  d'où  Ton  aura  r*5= 

-rrC^^ — ^^)  pour  Tcquation  de  Tellipse  rapportée  à  denx  diamètres  conju- 
gués quelconques,  équation  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trou- 
vée en  rapportant  Tellipse  h  ses  axes,  qui  sont  aussi  des  diamètres  conjugua. 

608.  Corollaire  2.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que  les  carrés  des  ordonnées 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  scgmens  correspondans  du  diamètre 
j^ur  lequel  on  compte  les  abscisses,  soit  qu'on  rapporte  Tcllipse  à  aes  aies, 
soit  qu'on  rapporte  cette  courbe  à  deux  diamètres  quelconques. 

609.  Corollaire  3.  On  voit  encore  évidemment  de  là  que,  si  une  ellipae 
était  donnée  par  deux  de  ses  diamètres  conjugués,  on  pourrait  décrire  cette 
courbe  en  décrivant  une  autre  ellipse  sur  ces  diamètres  pris  pour  les  axes  de 
celle-ci,  et  inclinant  ensuite  les  ordonnées  de  la  même  manière  que  celles  de 
l'ellipse  demandée  ;  car  les  abscisses  et  les  ordonnées  n'ayant  point  changé 
de  grandeur,  elles  seraient  toujours  entre  elles  dans  le  même  rapport  (fig.a33}i 

610.  THÉORÈME  218.  Si  l'on  décrit  une  circonférence  de  cercle  sur  wi  dit 
mètre  quelconque  ÂB  (  fig.  234),  pris  pour  Vaxe  des  abscisses,  et  que  Tm 
prenne  la  mente  abscisse  pour  les  deux  courbes ,  l ellipse  étant  rappartét  è 
ses  diamètres  conjugués,  l'ordonnée  du  cercle  sera  à  celle  de  l ellipse  comme 
le  demi-diamètre  commun  aux  deux  courbes  est  à  la  moitié  de  son  cayupd; 
de  sorte  qu  en  prenant  r abscisse  commune  IP,  on  aura  PN;PM;;IB; 

iD::a:ô. 

En  effet,  le  rayon  du  cercle  étant  a,  son  équation  sera  Y'^a>  —  s^\t\ 
comme  celle  de  l'ellipse  est  y 2  =  — -(a* — a?*),  quels  que  soient  les  dû- 
mètres  conjugués  auxquels  on  la  rapporte,  il  s'ensuivra  que  Y^Ir*!' 
(/ï«—  0?*)  :  -j-(^* — x^W  \\   -7-  ;:a*  ;  6^,et  en  extrayant  la  racine  cm^ 

de  tous  les  ternies ,  il  viendra  Y  :  /  :  :  a  :  & ,  ou  PN  ;  PM  :  :  IB  :  ID,  comme 
il  a  été  énoncé. 

611.  Corollaire.  Si  par  les  points  N  et  M  du  cercle  et  de  l'ellipse,  os 
mène  les  droites  N</  et  M<jf  parallèles  au  diamètre  AB  ,  on  aura  Né/  =;M<}, 
puisque  chacune  de  ces  lignes  égale  IP ,  Ii/  =  PN ,  et  I^  =  PM.  Si  donc  on 
sgbstituc  ces  dernières  quantité^  dans  la  proportion  précédente,  il  viendra 
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\q'  \\(j\\o.',b\  d'où  il  suit ,  en  supposant  que  ID'  soit  l'axe  dos  abscisses  du 
cercle,  et  ID  celui  des  abscisses  de  l'ellipse,  que  si  Ton  prend  des  ordonnées 
égales  dans  le  cercle  et  dans  l'ellipse,  les  abscisses  du  cercle  seront  aux  abs- 
cisses correspondantes  de  l'ellipse  comme  le  demi-diamèlrc  de  l'ellipse  sur 
lequel  on  a  décrit  le  cercle  est  à  l'autre  dcmi-diamctrc  conjugué. 

612.  Corollaire  2.  De  là  résulte  que  le  deuxième  moyen  de  décrire  l'el- 
lipse, donné  au  n°.  56i ,  s'étend  au  cas  où  cette  courbe  est  rapportée  à  deux 
diamètres  conjugues  quelconques.  Ainsi  Ton  pourra  appliquer  à  la  figure  235 
les  mêmes  rai.sonnemcns  qu'aux  figures  227  et  228. 

6i3,  Remarifue.  Supposons  (fig,  232)  la  construction  du  n",  SgB,  et  par 
les  points  M  et  N,  de  l'eilipsc  et  du  cercle,  répondans  à  la  même  abscisse  IP 
relative  au  grand  axe  AB,  menons  une  tangente  MT' et  NT' à  chacune  des 
deux  courbes;  en  vertu  du  n".  Sga,  ces  deux  tangentes  couperont  le  grand 
axe  AB  en  un  même  point  T'. 

6i4-  THÉORÈME  219.  Je  dis  malni^nant  qite  la  tangente  Wï' ,  à  l'ellipse  , 
rencontrera  le  diamètre  ab  en  un  point  'I"  de  manière  (jue  la  dislance  IT"  de 
re point  au  centre  de  l'ellipse  sera  troisième  proportionnelle  entre  l'abscisse  Ir 
du  point  {le  contact  rapporté  aux  diamèlres  conju/^ues  ab  et  c'd',  et  le  demi- 
diamètre  16  (  fig,  232  ). 

En  effet,  la  tangente  N/,  au  cercle,  renconlrcrn  le  diamètre  A'B'  sur  le- 
quel on  a  abaissé  l'ordonnée  rectangulaire  NR  du  point  de  contact  N ,  en  un 
point  ï,  de  telle  sorte  qu'on  aura  If  =  — j-^--  (  n".  592  ).  Mais  les  triangles 
semblables  IRr,  IB'ô  et  I/'T"  donnent  IR  :  lr::lB':  16,  et  IB' ;  16  :  :  II^  : 
iT';  d'oià  l'on  tire  IR  =  — 


Si ,  maintenant,  à  la  place  de  IR,  dans  la  valeur  de  1/',  nous  mettons  sa 
valeur  • r, »  "1  viendra  It'  = ; :  et  enfin ,  si  à  la  place  de   \l! , 


■  —  ou  Ir  ;  16  ;;  16  ;  IT";  ce  qu'il  fallait  démontrer, 

6i5.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que,  soit  que  l'on  rapporte  l'ellipse  à  ses 
axes  ou  a  deux  quelconques  de  ses  diamètres  conjugués,  la  tangente  ren- 
contre toujours  l'axe  des  abscisses  à  une  distance  du  centre  qui  est  troisième 
proportionnelle  entre  l'abscisse  du  point  de  contact  et  le  derai-dlamèlre  des 
abscisses. 

616.  Corollaire  3.  Il  suit  de  là  un  moyen  général  de  mener  «ne  tangente 
h  Tellipsc  par  un  point  donné  sur  celte  courbe:  il  suffira  d'abaisser  l'ordonnée 
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du  point  de  contact,  et  de  chercher  ensuite  la  troisième  proporlionnelie  dont 
il  vient  d'clre  question. 

617.  Corollaire  3.  La  sous-Ungente  PT=IT  — IP  (fig.236),  ou  PT  = 


«»  à' — x* 

œ  = 


X  X 

G 18.  THÉORÈME  220.  Soient  dcux  diamètres  coTijugiics  quelconqucs 'M^  et 
mn  (fig.  236  )  ;  si  par  les  extrémités  'Mietn,  de  ces  diamètres,  on  mène  les 
ofdonnécsMPetnV,  onaiira(IPV=(IB)*— (IP)^  ou  (IP)a=(IB)a— (IP')> 
quels  que  soient  les  diamètres  conjugués  AB  et  CD  auxquels  on  rapporte 
Icllipsc. 

En  effet,  si  par  rextrcmitc  M  du  diamètre  MN  on  mène  une  tangente  T/, 
cette  tangente  sera  parallèle  au  diamètre  mn  (  n®.  6o5  ),  et  les  triangles  PMT, 
Wn seront  semblables;  cela  pose,  représentons  par  x  e,i  y  les  coordonnées 
IP  et  PM  du  point  M,  et  par  a?'  et  y  celles  IP'  et  Vn  du  point  n;  nous  au- 

rons/'  \f:'.a/'  \  (PT)'=-i ;— i-;  et  en  vertu  des  propriétés  de  Tellipse 

y*  \ y^  y.  a^  —  od^  l  a^ -^  x^\  donc  x^  \  -i sH^-I^-  —  ^*  :  a*— 4?«, 

ou  a^^x^  :  a^  —  x^  ;  :  a^—x^-  !  i ,  et  parlant  af^x^=^{a^  —  x'^)  (a»— j;'*) 
=  a4  —  a^a^^  —  a^x^  -■{-  x^x'-^  ce  qui  se  réduit  à  o  =  a4  —  a^oJ^  —  a*a?*, 
ou  xf^  =^a^  —  a?%  ou  bien  encore  ^*  =  a^  —  x'^\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  On  démontrerait  de  même  que  (IQ')^=(ID)* — (IQ)* 
ou  (P'n)^  =  (ID)^  — (PM)Sct  que  (IQ)a  =  (ID)^  —  (IQO^  ou  (PMJ*:= 
(ID)^  — (P'/i)^ 

619.  THEOREME  221.  £a  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux  axes. 

En  effet,  si  Tellipse  est  rapportée  à  ses  axes,  les  triangles  IMP  et  IfiP' 
(fig.  236)  seront  rectangles  et  donneront, 
le  premier,  (IM)^=(IP)*^-(PM)^  et  le  second  (In)>  =  (IP')*4.(P'fi)»...(i). 

Si  maintenant,  à  la  place  de  (IP)^,  on  met  sa  valeur  (IB)»— (IF)*  (n\  6i8> 
et  à  la  place  de  (P'/i)%  sa  valeur  (ID)»  — (PM)^  (n^  6i8),  dans  les  équa- 
tions (i),îl  viendra  (IM)^=(IB)2— (IF)H-(PM)^  et  (l7i)*=(IP')»-KID)«- 
(PM)*;  et  en  ajoutant  ces  deux  équations,  il  viendra  (IM) *  +  (In)*  = 
(IB)*  +  (ID)*;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

621.  PRORLÊME  122.  Cherchons  maintenant  Texprcssion  algébrique  de  la 
longueur  de  la  perjjendiculaire  lE  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  T/,  tn 
supposant  lellipse  rapportée  à  ses  axes  AB  et  DC ,  (  fig.  235  ). 

Les  triangles  semblables  TPM  et  ÏIE  donneront  MT  :  IT  :  ;  PM  :  lE  ;  mais 


(n^  r>93)  MT=  -y-""^    '^   ^a\a'--x-^)'\-b''x'^,  IT  =  —  (n\  Sgi)  ctPM 


ax         ^        ^  X 
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—  ya«  — a?^,  donc-î^^ /a^Ca*  — a7*)H-6^a?*  :  — .T-i/a*— a?* 


:  lE,  OU  ^a^{a^  —  x^)'\'h^x^\a^\\h\\Y.\   d'où 


621.  PROBLÈME  123.  Supposons  toujouTs  quc  V ellipse  soit  rapportée  à  ses 
axes,  et  cherchons  V expression  de  la  longueur  du  demi-diamètre  IM,  et  de 
son  conjugué  \n  (fîg.  286). 

Le  triangle  rectangle   IMP  nous  donnera  (MI)*  =  (IP)^  +  (PM)^  = 

a?*-|-  — (a»  —  07*)  = : — ; .    Mais,  d  après   le   n^oI9, 

(IM)*  +  ÇLny  =  a^  +  b^,  d'où  il  suit  que   (In)*  =  a*  +  i*  —  (IM)*  = 

** -^; OU   (I/l)*    =  —^ ;t = 


a 


~ et  partant,  IM  =  ^ ^ ,  et  I/i  =  -^^ • . 

622.  Corollaire.  Si  nous  multiplions  la  perpendiculaire  lE ,  par  le  demi- 
diamètre  Iti,  nous  aurons  I£  X  1/)  =  ab\  mais  lË  X  In  est  la  superficie  du 
parallcHogramme  formdsur  deux  demi-diamètres  conjugues  quelconques,  et 
ah  est  celle  du  rectangle  formé  sur  les  deux  demi-axes;  d'où  il  suit  que,  le 
parallélogramme  formé  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  équiça- 
lent  au  parallélogramme  formé  sur  deux  autres  diamètres  conjugués  quel- 
conques, ou  au  rectangle  formé  sur  les  deux  axes. 

623.  THEOREME  222.  L* clHpse  étant  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués 
quelconques,  si  Ion  mène  une  tangente  T/  (fig.  236  )  par  un  point  quelconque 
"SA  de  la  courbe,  le  produit  des  deux  tangentes  partielles  TM  et  /M  sera  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  In  parallèle  à  cette  tangente,  de  sorte  quon  aura 
MTxM/=(In)*. 

En  effet,  les  triangles  semblables  TPM,  /QM  et  I/iP',  donnent  les  deux  propor- 
tions TP  ;  TM  :  :  IP'  :  I/ï,  et  QM  ou  IP  :  M/  :  :  IP'  :  in  ;  si  l'on  multiplie  ces 
deux  proportions  par  ordre, il  viendra  IPxTP  :  TM  x  M/:  ;  (IP')  *  :  (I/i)*...(i). 

Mais  (IP')*  =  (IB)*  —  (IP)*,  et  PT  =    ("^)M^P)'  ^  ce  qui  donne  PT  x  IP 

=s  (IB)*  —  (IP)*;  donc  (IP')*  =  IP  x  PT,  et  par  conséquent  les  a»lécédens 
de  la  proportions  (i)  sont  égaux  entre  eux  ;  donc  les  conséquens  le  sont  aussi^ 
c^est^à-dire  que  MT  x  M/  =  (I/i)*  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

624*  THÉORÈME  223.  Supposons  {fig.  !i36^  quc  l'on  ait  mené  unc  tangente 
Ti,  quelcùnque ,  que  par  le  centre  et  le  point  de  contctct  M  de  cette  tangente  Tt 
on  ait  mené  un  diamètre  IM ,  que  par  lextrémité  A  du  diamètre  AB  on  ait 
mené  une  droite  AM'  poixUlèle  au  diamètre  IM,  et  que  par  le  point  M' et  Vex- 
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trémiié  B  du  diamètre  ÂB,  on  ait  mené  la  droite  hW;Je  dis  que  cette  droite 
BM'  sera  parallèle  à  la  tangente  /T. 

En  effet,  abaissons  les  ordonnées  MP  et  M'P^'du  point  de  contact  M  et  du 
point  M'  où  les  droites  ÂM'  et  BM'  se  coupent  sur  Tellipse,  nous  aurons 
(PM)^  :  (P"iMO^  :  :  AP  X  PB  :  AP''  x  F'B...  (O.  D'ailleurs,  les  triangles  scm- 
blables  IMP,  AM'P",  donnent  PM  :  V"M!  :  :  IP  :  AP"...  (2).  Si  donc  on  divise 
terme  à  terme  la  proportion  (1)  par  la  proportion  (2),  il  Tiendra  PM  ;  P'^M' 


•  • 


APxPB    .p„jj 


••         IP 

Or,  AP=:AI  +  IP,  et  PB  =  1B  — IP  =  AI  — IP;  d>ù  APxPB  = 
(AI)^  _  (IP)  2  ;  donc  PM  :  P''M'  :  :   (^^)'-(^P^'  ou  PT  :  P''B  ;  donc  les  irian- 

gles  PMT,  FWB  ont  deux  côtes  proportionnels,  et  il  est  évident  que  les 
angles  MPT,  M'FT,  compris  entre  ces  côtés,  sont  égaux;  donc  ces  deux 
triangles  sont  semblables,  et  par  conséquent  les  angles  MTP  et  M'BP''  sont 
égaux  ,  d'où  il  suit  que  la  tangente  T/  est  parallèle  à  la  droite  BM';  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

625.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  si  Tune  des  droites  AM',  BM'  est  paral- 
lèle à  un  diamètre  quelconque,  Tautre  sera  parallèle  au  diamètre  conjugué aa 
premier;  de  sorte  que  si  AM'  est  parallèle  à  MN,  M'B  le  sera  à  mn. 

Si  donc  il  s^agissait  d'avoir  le  diamètre  conjugué  à  un  diamètre  donné,  û 
suffirait  de  mener  la  droite  A  M' parallèle  au  diamètre  donné  MN ,  dejoindn 
les  points  M',  B  par  une  droite  M'B,  et  par  le  centre  I  de  V ellipse,  de  mener 
une  parallèle  mn  à  cette  droite  M'B. 

626.  Corollaire  2.  De  là  résulte  aussi  un  moyen  bien  simple  de  mener  ooe 
tangente  T/  par  un  point  donné  sur  Tellipse  :  il  suffira  de  mener  un  diamètre 
au  point  de  contact  M ,  dorme,  par  F  extrémité  A  du  diamètre  quelconque  AB, 
de  mener  une  droite  AM'  parallèle  au  diamètre  IM  ;  de  joindre  le  point  M' A 
T  autre  extrémité^  du  diamètre  AB  par  une  droite  M'B,  et  de  mener  park 
point  de  contact  M,  une  parallèle  /T,  à  cette  droite  M'B,  laquelle  sera  içir 
demment  la  tangente  demandée. 

627.  Remarque.  Les  propriétés  des  droites  AM'  et  M'B  fournissent  aussi 
un  moyen  bien  simple  de  mener  une  tangente  à  Tellipse  parallèlement  oa 
perpendiculairement  à  une  droite  donnée;  il  en  serait  de  même  s^il  s^agissait 
de  la  normale;  mais  comme  ces  constructions  sont  faciles  à  trouver,  je  les 
proposerai  comme  problèmes  au  lecteur. 

628.  DÉFINITION.  Les  droites  AM',M'Bse  nomment ronif^  supplérrœntairts. 
Le  lecteur  fera  bien  de  s^exerccr  à  démontrer  que  les  droites  Dm',  m'G 

qui  aboutissent  aux  extrémités  du  diamètre  DC,  conjugué  à  AB ,  jouissent  des 


Y 
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mêmes  propriétés  que  les  premières  A]M',M'B.  De  là  les  droites  Dm',  m'C  se 
nomment  aussi  cordes  supplémentaires. 

629.  Corollaire  3.  Puisque  tout  ce  qui  précède  a  lieu,  quels  que  soient  les 
diamètres  conjuguas  auxquels  on  rapporte  l'ellipse ,  il  s'ensuit  que  les  mêmes 
choses  subsistent  relativement  aux  axes. 

630.  Corollaire  4-  Supposons  donc  que  l'on  rapporte  l'ellipse  à  ses  axes 
(fig.  23i)  i  je  dis  que  l'angle  AM'B  de  deux  cardes  supplémentaires  quelcon- 
ques AM',  M'B,  qui  aboutissent  aux  extrémités  du  grand  axe,  est  nécessaire- 
ment obtus. 

En  effet,  si  l'on  décrit  une  circonférence  de  cercle  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre,  tous  les  points  de  celle  circonférence  seront  extérieurs  à  l'ellipse  ; 
4'où  il  suit  que  le  sommet  M'  de  l'angle  des  deux  cordes  supplémentaires 
AM',  M'B  est  nécessairement  intérieur  au  cercle  ;  donc  cet  angle  est  obtus. 

63i.  Corollaire  5.  Il  est  évident  que  le  point  oii  la  circonférence  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  rencontre  le  petit  axe  de  l'ellipse,  est,  de  tous  les 
poinls  de  cette  circonférence,  celui  qui  s'éloigne  le  plus  de  l'ellipse;  donc 
l'angle  des  deux  cordes  supplémentaires  relatives  au  grand  axe,  et  qui  abuu- 
lùsent  à  l'cxtrcmité  du  petit  axe,  est  le  maximum. 

632.  Corollaire  6.  Mais  ces  deux  cordes  forment,  avec  le  grand  axe,  deux 
ingles  égaux  ;  d'où  il  suit  que  les  diamètres  conjugués ,  respectivement  paral- 
lèles à  ces  cordes,  sont  égaux  entre  eux  (n".  5^0  ),  et  sont  de  tous  les  dia- 
mètres conjugués,  ceux  quï  forment  entre  eux  le  plus  grand  angle  obtus. 

633.  Remarque.  Si  donc  on  rapportait  l'ellipse  à  ses  diamètres  conjugués 
égaux,  son  équation  deviendrait  de  la  même  forme  que  celle  du  cercle 
(n*.  559),  puisque  b  étant  égal  àa,  l'équation  y"  :=  — t'C"* — *')  ^e  rédui- 
rait h  y'^a*  —  a:^;  d'où  il  suit  que  si  l'on  obliquait  les  ordonnées  d'un 
cercle,  en  les  faisant  tourner  sur  leurs  pieds  de  la  même  quantité,  on  aurait 
une  ellipse. 

634>  Corollaire  7.  Si  donc  on  avait  les  deux  diamètres  conjugés  égaux 
d'une  ellipse,  cette  remarque  fournirait  un  moyen  bien  simple  de  décrire  cette 
courbe;  car  il  suffirait  de  décrire  un  cercle  sur  un  des  diamètres  donnés,  et 
d'incliner  ensuite  les  ordonnées  du  cercle  parallèlement  à  l'autre  diamètre 
de  l'ellipse,  en  les  faisant  tourner  sur  leurs  pieds. 

635.  THÉunÈME  224.  L'angle  de  deux  cordes  supplémentaires  relatives  au 
petit  axe  est  nécessairement  aigu  (  fig.  23 1  ). 

Car  si  l'on  décrit  une  circonférence  de  cercle  sur  le  petit  axe  comme  dia- 
mètre ,  clic  sera  intérieure  à  l'ellipse  ;  d'où  il  suit  que  le  sommet  m  de  l'angle 
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de  deux  cordes  supplémcntaiFcs  Dm,  mC  relatives  au  pclitaxe,  esl  exlcrieur 
au  cercle  ;  donc  cet  angle  est  aigu. 

636.  Corollaire.  Il  est  évident  que  le  sommet  du  grand  axe  est,  de  tous 
les  points  de  Tellipse ,  celui  qui  est  le  plus  extérieur  au  cercle  décrit  sur  le 
petit  axe;  d^où  il  suit  que  les  deux  cordes  supplémentaires,  relat\ye8  au  petit 
axe,  qui  aboutissent  à  l'extrémité  du  grand  axe,  forment  un  angle  qui  est  le 
minimum. 

637.  PROBLÈME  124.  Supposons  acUiellemcni  que  la  circonférenee  d'une 
ellipse  soit  donnée  (fig.sSy  )  et  quU  s'agisse  de  trouçer  son  centre  et  ses  iuces: 

On  mènera  deux  droites  MN,  m/z,  quelconques,  parallèles  entre  elles,  que 
Ton  divisera  en  deux  parties  égales  aux  points  P,  P\  par  lesquels  on  mènera 
une  droite  £F  qui  sera  évidemment  un  diamètre  :  par  conséquent  le  point 
I ,  milieu  de  ce  diamètre,  sera  le  centre  demandé. 

Pour  avoir  les  axes  ÂB  et  CD,  en  vertu  du  numéro  53g ,  on  décrira  une 
circonférence  de  cercle  GHK,  du  centre  de  Tellipse,  et  d'un  rayon  tel  que 
cette  circonférence  de  cercle  coupe  celle  de  Tellipse  aux  pointa  G,  H  et  K; 
par  ces  points  G,  H  et  K,  on  mènera  les  droites  GH  et  HK,  auxquelles,  et 
par  le  centre  I,  on  mènera  les  parallèles  AB  et  CD,  qui  seront  les  axes  de- 
mandés. 

638.  PROBLÊME  125.  Une  ellipse  étant  décrite  et  rapportée  à  daêx  diti» 
mètres  conjugués  quelconques ,  proposons-nous  de  trouçer  les  directions  de 
deux  autres  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  donnée. 

Puisque,  si  de  deux  cordes  supplémentaires,  Tune  est  parallèle  à  un  dia- 
mètre, Tautre  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  au  premier,  il  s'ensuit  que 
le  problâme  proposé  revient  à  celui-ci  :  une  ellipse  étant  décrue  et  rapportée 
à  deux  diamètres  conjugués  quelconques ,  il  faut  trouçer  deux  cordes  supflir 
mentaires  qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

il  est  clair  que  pour  résoudre  ce  problème,  il  suffira  de  décrire,  sur  le  dia- 
mètre auquel  on  rapporte  les  cordes  supplémentaires ,  un  segment  de  cercle 
capable  de  Tangle  donné  (  n*.  200),  et  de  mener  ensuite  les  cordes  au  point 
où  la  circonférence  du  cercle  rencontrera  celle  de  Tellipse,  et  parle  centre  de 
Tellipse  de  mener  enfm  deux  diamètres  parallèles  à  ces  cordes,  lesquels  se- 
ront les  diamètres  demandés. 

Remarque.  On  conçoit  que  le  problème  ne  sera  possible  qu^aulant  que 
Tangle  donné  sera  plus  petit  ou,  au  plus,  égal  à  Tangle  des  deux  cordes  sup- 
plémentaires, relatives  au  grand  axe,  qui  passent  par  une  extrémité  du  petit 
axe  ;  et  plus  grand  ou,  au  moins,  égal  à  Tangle  des  deux  cordes  supplémentaires, 
relatives  au  petit  axe,  qui  passent  par  une  extrémité  du  grand  axe 
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wB^^-VRoBLÊyii.  iiiG.Cormaïssanidt'iix diamètres  corij'i/ffiies AR,'DC{^iQ.  t3y), 
^■Ofine's  de.  grandeur  et  de  posilion ,  il  faut,  trouver  deux  autres  diamètres 
conjugues  A'B',  D'C  qui  fassent  entre  eux  un  angle  donne',  sans  décrire 
i  eliipse. 

Par  l'cxtrcniHp  B  Je  l'un  des  diamèlrps  donnés,  menez  une  tangente  Tt; 
cette  tangente  sera  parallèle  au  diamètre  DC  conjugué  5  AB;  prenez  ensuite 
BE,  sur  le  prolongement  de  AB,  de  manière  que  IB  ;  ID  ;  ;  ID  ;  BE  ;  puis  , 
^levcis  une  perpendiculaire  GF  sur  le  milieu  de  lE  ;  par  un  point  quelconque 
F  (le  cette  perpendiculaire  GF,  abaissez  la  droite  FL  perpendiculairement 
à  la  tangente  T/  ;  sur  la  droite  LF ,  faites  un  angle  LFM  égal  à  l'angle  donné  ; 
par  le  point  G  et  le  point  E,  menez  la  droite  GH,  et  faites  FH  =  FM,  en 
décrivant  du  point  F,  comme  centre  ,  et  avec  un  rayon  égal  FM,  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  droite  GE  en  un  point  H;  menez  la  droite  FH  et  par  le 
point  E  une  parallèle  EK  à  cette  droite  FU;  par  le  point  K,  où  la  droite  EK 
rencontre  la  perpendiculaire  GF  élevée  sur  le  milieu  de  lE,  comme  centre, 
et  avec  un  rayon  KE  =  Kl,  décrivez  une  circonférence  de  cercle  I/ET,  qui 
coupera  en  deux  points  T  et  /,  la  tangente  ï/,  par  lesquels  et  le  centre  I , 
vous  mcnercz  les  droites  TA'  et  fD',  qui  seront  les  diamètres  demandés,  quant 
à  la  direction. 

Menons  le  rayon  K/,  et  démontrons  que  ce  rayon  est  parallèle  à  FM.  Pour 
cela,  nous  considérerons  que  les  parallèles  KE,  FH  nous  donnent  GK  ; 
GF  :  :  EK  :  FH  ;  mais ,  par  construction ,  FIÏ  =  FM ,  et  EK  =  K/,  comme 
rayons  du  même  cercle  ;  donc  GK  :  GF  '.'.Kt'.  FM  ;  de  plus ,  les  triangles 
G>ïF  ,  G/K  ont  un  angle  commun  MGF;  donc  K/ est  parallèle  à  FM. 

Puisque  la  droite  K/  est  parallèle  à  FM ,  en  abaissant  la  droite  KN  perpen- 
diculairement à  T/,  nous  aurons  l'angle  /KN=:MFL,  et  par  conséquent  à 
l'angle  donné.  I!  est  évident,  à  présent,  que  l'angle  /IT  est  égal  à  l'angle 
donne;  car  cet  angle  /ITa  son  sommet  à  la  circonférence  du  cercle,  et  a,  par 
conséquent,  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  /ET;  or,  l'angle  /KN,  égal  à 
l'angle  donné,  a  aussi  pour  mesure  la  moitié  du  même  arc,  puisqu'il  a  son 
sommet  au  centre  et  un  côté  perpendiculaire  à  la  corde  /T;  donc  ces  deux 
angles  sont  égaux,  et  parlant  l'angle  /IT  est  égal  à  l'angle  donné.  Il  reste  à 
faire  voir  que  les  droites  A'B',  C'D'  sont  des  diamètres  conjugués;  or,  cela  est 
évident,  puisque,  par  construction,  nous  avons  IB  X  BE  =  (ID)^,  cl  qu'en 
verlu  des  propriétés  du  cercle  IBxBE  =  /B  X  BT;  d'où  il  suit  que  /BxBT 
=CID)%  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  le  cas  oîi  les  diamètres  A'B',  D'C'sont  con- 
^Aués  (n*.  623). 
^n*our  trouver  les  grandeurs  des  diamètres  conjugués  A'B',  D'C',  i!  faut  se 
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rappeler  que  IT  =  J^^,  et  I/=  -^^2!L(n«.  6i4),cl'oùronTOÎtque(IB0* 

=  IP  X  IT  et  (ICO^  =  IQ  X  ït;  c'est-à-dire  que  pouraçoir  le  demidiamètre 
1B\  il  faudra  prendre  une  moyenne  proportionnelle  entre  rabscisse  IP  dupoini 
de  contact  de  la  iangenle  T/  et  la  distance  IT  du  centre  I  au  point  T,  où  la 
même  tangente  Ht  rencontre  ce  diamètre  IB'  prolongé;  et  pour  aooir  le  demi" 
diamètre  IC,  il  faudra  prendre  une  moyenne  proportionnelle  entre  IQ  f/  It 

640.  Corollaire.  Si  les  diamètres  conjugues  demandas  étaient  les  axes  de 
Tellipse,  Tangle  /IT  devant  être  droit,  il  est  clair  que  la  tangente  fT  devrait 
être  le  diamètre  du  cercle  I/ET;  et  que,  par  conséquent,  le  centre  de  ce  cercle 
devrait  être  sur  celte  tangente  /T;  mais  ce  même  centre  devrait  être  aussi  sur 
la  perpendiculaire  GF  élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  lE,  trouvé  comme  il 
a  été  dit  ;  donc  le  point  G,  où  la  perpendiculaire  GF  rencontrerait  la  tangente 
/r,  serait  le  centre  du  cercle  I/ET.  Quant  au  reste  de  la  construction ,  il  n*f 
a  aucune  différence  entre  celle-ci  et  celle  du  cas  précédent. 
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Suite  des  Propriétés  de  f*Ellipsei 

64 !•  PROBLÊME  127.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  Fexpresskn 
analytique  de  la  longueur  d'une  sécante  dM!  menée  par  un  point  donné  d 
(fig.  289) ,  en  rapportant  Icllipse  à  ses  axes. 

Par  le  point  M\  menons  une  parallèle  M'm  à  Taxe  AB ,  et  par  le  point 
donné  d  une  perpendiculaire  JQ  au  même  axe  :  le  triangle  rectangle  dnM 
nous  donnera  (dM')^  =  (mM')*  +  (md)  2;  appelons  x  cl  y  les  coordonnées 
du  point  M' et  a,  b  celles  IQ  et  QJ  du  point  donné  d\  comme  mM'  =  QP 
=  QI-t-IP',  et  que  md  =  Qr/ —  Q/yi  =  Q J  —  P'M',  nous  aurons  mM'=: 
a7+a  et  md  =  b— /  =  —  (/  — b);  donc  (^/M')*  =  (a?  +  a)*  +  (^  —  b)*, 
ou  en  représentant  dM'  par  Z,Z*  =  (a:-t-a)2-f<j  —  b)*....  (1).  Si  maintenant 
nous  représentons  par  A  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  JM'/n,  et  que 
nous  résolvions  le  triangle  rectangle  dM!m ,  en  faisant  le  rayon  des  tabla 
=:i,  nous  aurons  dm  =  AXM'm,  d'où  — (^  —  b)=A(a?  +  a),  ou 
(y  —  b)  =  —  A  (^  +  a) (2).  Cela  posé  substituons  cette  valeur  dey  — b 

dans  l'équation  (i),  et  il  nous   viendra  Z^  =  (a7  +  a)*  + A*(a:  +  a)*  = 

Z*  Z 

(ir-f-a)^(i4-A*),  d'où  (a?+a)*=  ,  et  partant  a7-Ha=; — ■     , 

Mettons  cette  valeur  de  47  +  a  dans  l'équation  (2),  et  nous  aurons  y  —  b  = 
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— AZ 

Ces  deux  dernières  équations  nous  donneront 


,o^   ^  Z— a/iH-A*      ^  AZ— b/i+A-      ^  , 

(3) a?  = == et  r  =; — ■ : — .  Les  coordonnées  x  ,  v 

^  ^  /i4-A»       ^  /i— A'  '^' 

'étant  celles  du  point  M'  où  la  droite  d^!  rencontre  Tellipse,  il  s'ensuit  que 

CCS  coordonnées  doivent  satisfaire  à  Téquation  j^=  — 7  (a^ — x^)  de  celte 

courbe  ;  laquelle  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  a^y^^h^x^ — a  ^ô* =0 
en  faisant  disparaître  le  dénominateur  a^  et  passant  tout  dans  le  premier 
membre.  Si  actuellement  nous  mettons  à  la  place  de  a?  et  j,  dans  cette  équa- 
tion,  les  valeurs  données  par  les  équations  (3),  nous  aurons 

— ^ _y.J^    ^ — h  — ^ A. £z2ô2  —  o,  et  en  développant  et 

1   I  'A.  1"  I   A.* 

faisant  disparaître  le  dénominateur  i  4^  A^, 

a*  {  A^Z^  — 2AbZ/i+A^+b^(i+A0} 
H-fta  {Z^— 2aZ/rFÂ>  +  a2(i4-A2)}   —  a^b^{i^  k^ 
et  en  rassemblant,  entre  parenthèses ,  ce  qui  multiplie  les  mêmes  puissances 
de  Z|  nous  auruii» 

Z^Ca^A^  +  ô^)— {(2aaAb  + 2Ô2a)^  14.^2 jz  ?  _  ^ 

+(£z2b*  +  A^a2  —  a''b^){i  +A^)  ^  —  <>» 

et  en  divisant  par  (a^A^  +  ô^),  il  viendra 

,,x     ,    ^.  (9.a'Ab+ayn)/T+:A^  (/i'l>'+l>^a'— ^-^')  (i+A») 

(4)  ....  Z ^.^rp^; Z  H  ^.^^-p^;, =  o. 

Ainsi  Z,  qui  est  la  longueur  demandée  dyi\  dépend  d'une  équation  du  second 
degré.  Mais  une  équation  du  second  degré  a  deux  racines  ;  donc  Téquation  (4) 
nous  donnera,  non-seulement  la  longueur  de  la  sécante  entière  dMJj  mais 
encore  celle  de  sa  partie  extérieure  dyi.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  si 
nous  raisonnions  sur  le  triangle  diï^l  comme  nous  Tavons  fait  sur  le  triangle 
JmM',  nous  serions  conduits  à  la  même  équation  pour  la  valeur  de  dM,. 
D'ailleurs  nous  avons  vu  (alg.  n^.  204)  que  le  dernier  terme  ou  le  terme  tout 
connu  d'une  équation  du  second  degré  est  égal  au  produit  des  racines  de  cette 
équation;  par  conséquent  nous  aurons 

dM'  X  JM  =  i£!^;=^il±^.;„.  (5). 

642.  Corollaire  i.Dans  Téquation  (5),  il  n'entre  que  les  coordonnées  b  et  a 
du  point  donné  d^  les  demi-axes  a  et  b  de  Tellipse,  et  la  quantité  A,  qui  est  la 
tangente  trigonométrique  de  Tanglc  d}iVm  ou  de  Tanglc  que  forme  la  sécante 
en  question  avec  le  grand  axe  AB  deTellipse;  par  conséquent,  pour  une 
autre  sécante  <fN'    qui  passerait  par  le   même  point  J,    nous   aurions 

JN'  X  oN  =:  -^ ' Tinrrj^ " (6),  car  il  n  y  aurait  de  variable , 


û'A^'-i-A' 


r»  # 
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alors,  que  la  quantité  A  qui  dépend  de  Tangle  que  fait  la  sécante  en  question 
avec  le  grand  axe  de  TcUipse  :  si  donc  nous  comparons  les  équations  (5)  et  (G); 

nous  aurons  JM'  X  JM  I  cW'  X  ^/N  ;  :    J^^   :    J^\.  ;  proportion  qui 

ne  dépend  plus  des  coordonnées  a,  b  du  point  d  où  se  coupent  les  deux  sé- 
cantes dM\  dN\  mais  seulement  des  angles  que  forment  ces  sécantes  avec  le 
grand  axe  de  TcUipsc  :  donc  cette  proportion  subsistera  pour  deux  autres  se* 
cantes  ou  pour  deux  cordes,  quelconques,  parallèles  aux  sécantes  primitives; 
donc  pour  les  deux  cordes  ai,  NN',  nous  aurons  aussi  acXcbl  NcxcW;; 

j  I  ,j^»  1-4- A'* 

-  a  A  «  lAo    •     »  v»,!^'  •  ^'^  ^^^^  nous  comparons  la  proportion  ci-dessus  avec 

celte  dernière ,  nous  aurons  dM!  x  dM  l  cW  X  JN  :  :  ae:  x  ^*  î  Ne  x  cS'  ; 
or  cette  dernière  proportion  est  loul-à-fait  indépendante,  et  du  point  où  les 
cordes  ou  les  sécantes  se  coupent,  et  des  angles  que  forment  ces  mêmes 
droites  avec  le  grand  axe  de  Tellipsc  :  on  pourra  donc  énoncer  le  théorème 
de  cette  manière  :  si  deux  sécantes  ou  deux  cordes  quelconques  qui  se  coupent 

sont  pamllpha  h  dj>.ii:v  nutrpK  Kprnnf/».^  nii  h  dp.iinr.  mUrn.s  r.nrdes,  les  rapports 

des  produits  des  scgincns  des  droites  parallèles  seront  égaux ^ 

643.  Corollaire  2.  Il  suit  de  là  que  si  deux  sécantes  dM.\d^^  ou  deux 
cordes  aô,  NÎS' sont  parallèles  à  deux  diamètres  quelconques,   on  aura: 

dyi'  X  £/M  :  c/N'  X  JN  :  :  a'i  x  ib'  ou  (A'i)»  :  ci  x  id'  ou  (id^,  et 

acXcblT^cX  clS'  :;  A'I  X  IB'  ou  (A'I)^  :  Cl  X  ID'  ou  (ID')^;  c'est-à- 
dire  que ,  le  rapport  des  produits  des  segmens  de  deux  sécantes  ou  de  deux 
cordes  qui  se  coupent,  est  égal  au  rapport  des  carrés  des  demi-diamètres  res- 
pectiçemeni  parallèles  à  ces  sécantes  ou  à  ces  cordes. 

644*  PBOBLÊME  128.  Proposons-nous  maintenant  de  circonscrire  une  ellipse 
à  un  parallélogramme  abcd  (  fig.  241),  un  diamètre  AB  parallèle  aux  cités 
opposés  ab,  de  étant  donné. 

Par  les  milieux  des  côtés  opposés  du  parallélogramme  donné,  nous  mène- 
rons les  droites  AB  et  CD,  qui  seront  les  directions  de  deux  diamètres  con- 
jugués (n"".  6o4).  Cela  fait,  il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  le  demi- 
diamètre  IC,  car  le  diamètre  AB  étant  donné,  nous  aurons  tout  ce  qui  est 
nécessaire  pour  décrire  Tellipse  par  Tun  des  procédés  donnés  précédemment. 

Pour  déterminer  le  demi-diamètre  IC,  nous  porterons  le  demi-diamètre 
donné  de  I  en  A  et  en  B,  ce  qui  nous  donnera  les  segmens  AP,  PB  du  dis- 
mètre AB.  Ensuite,  en  vertu  de  la  proposition  précédente,  nous  aurons 
AP  X  PB  ;  (J?by  :  :  (IB)*  :  (IC)».  Si  maintenant  nous  prenons  une  moyenne 
proportîonnellcP^entre  APelPB,ilnous\iendra(P^)*  :  (P*)«::(IB)*  ;  (ICy 
ou  P^  ;  Pi^  I  ;  IB  I  IC  ;  en  cherchant  donc  une  quatrième  proporlionnelle 
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aux  droites  P^,P6elIB,  nous  aurons  le  deml-diamctrc  IC.  Pour  cela, 
nous  n*aurons  qu'à  faire  PA=  IB,  joindre  les  points  g  et  b  par  une  droite 
g6,  et,  par  le  point  A,  mener  hk  parallèle  à  gb  :  P/c  sera  le  demi-diamètre 
cherche  IC. 

645.  PROBLÈME  129.  Supposons  toujours  qu  il  s'agisse  de  circonscrire  une 
ellipse  à  un  parallélogramme  donné  abcd  (fig.  241),  mais  qiiau  lieu  de 
donner  ïun  des  diamètres  AB,  CD,  on  donne  le  rapport  rnln  de  ces  dia- 

mètres. 

D'après  ces  conditions ,  on  aura  APxPB  :  ÇPcy:  :(IB)^  :  (ICyy.m^  :  n*; 
mais  AP  =  Aï  +  IP  et  PB  =  IB  —  IP  =  AI  —  IP  ;  d'où  AP  x  PB  = 
(Al)*  —  (1P)^  et  partant  (AI)^  —  (IP)*  :  (Pt)*  lini^ln^,  d'où  on  aura 

(AI).-(IP)'  =  -^^^^.  et  (AI):'  =  (^L^y  +  (IP)SouAI  = 

y/  wi  X   g  \   ^(ip^a^^;^ (,)^  Ainsi,  pour  avoir  le  demi-diamètre  AI,  il 

faut  construire  celte  expression,  ce  qu'on  fera  de  la  manière  suivante  :  la 

m  v^  pt« 
fraction  donne // ;  m;;  Pc:  ;  un  qualrième  terme,  que  l'on  obtien- 
dra en  faisant  P/}zz:72,  Pm  =  m,  en  joignant  les  points  m  et  u  par  une 
droite  m/i,  et  en  menant  parle  point  c  une  parallèle  en  à  la  droite  mn^  et 

on  aura  Vq  pour  la  valeur  de  la  fraction ;  en  substituant  donc  cctlô 

▼aleur  Vq  dans  Pequation  (i),  il  viendra  AI  =  /(P7)*-H(IP)*;  d'où  Ton 
voit  qae  AI  est  l'hypothcnuse  d'un  triangle  rectangle.  Menant  donc  au  point 
P  une  perpendiculaire  Prau  diamètre  AB,  et  faisant  Pr  =  Pl,  on  aura 

9r=AI. 

On  pourrait  trouver  le  demi-diamètre  IC  de  la  même  manière  que  Ton 
vient  de  trouver  AI,  ou  bien  terminer  le  problème  comme  dans  le  numéro 
précédent. 

646.  PROBLÊME  i3o.  Supposons  ent:ure  quil  s* agisse  de  circonscrire  une 
tttipse  à  un  parallélogramme  donné  abcd,  mais  au  lieu  de  donner  un  dia^ 
mètre  au  le  rapport  des  diamètres  AB,  CD,  supposons  que  l'on  donne  un 
pomi  edela  courbe  (  fig.  241  )• 

Après  avoir  mené  les  diamètres  AB ,  CD  par  les  milieux  des  côtes  opposés 
dn  parallélogramme  donne  abcd^  par  le  point  donne  d,  on  mènera  une  pa- 
rallèle ^au  diamètre  CD,  et  l'on  fera  P/=P'i3,  ce  qui  donnera  évidemment 
Je  point/  sur  la  courbe.  Cela  pose,  on  aura  ao  X  oô  :  ^o  x  q/":  :  (AI)^  :  (IC)*, 
0O9  en  prenant  des  moyennes  proportionnelles  oX,  oY  entre  les  segmens 
ao^obtteo^of^  onaura(oX)=»  :  (oV)»;:(AI)*  ;(IC)^  Ainsi,  l'on  connaît  le 
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rapport  des  diamèlrcs  AB,  CD;  donc  ce  problème  se  réduit  à  celui  du  no-^ 
méro  précédent. 

647-  PROBLÊME  i3i.  Proposons-noiis ,  mainienarU,  dt  faire  passer  une 
ellipse  par  cinq  points  donnes  a,  b,  Cydete  (fig.  242  ). 

On  joindra  deux  à  deux  quatre  des  cinq  points -donnés  par  deux  droites 
ac  et  bdj  de  manière  que  les  deux  droites  ac  et  bds^  coupent  en  un  pointy, 
et  par  le  cinquième  point  e^  on  mènera  deux  droites  em^  ek  respectivement 
parallèles  aux  droites  ac^  bd.  Cela  posé,  il  est  clair  qu^on  aura,  en  vertu  du 
n*.  642,  a/x/clagXgcllb/xfdlegXgk,  et  bfxfd\hhxhd\\ 
€ifxfc\ehx  hmy  ou  bien,  si  Ton  prend  des  moyennes  proportionnelles 

p^  :  Q*  ;  ;  R^  :  a?^  et  R^  ;  s^  :  :  p*  ;  js  ou  p  :  Q  :  :  R  :  a;,  et  R  :  S  :  :  p  :  j. 

Ces  deux  dernières  proportions  feront  donc  connaître  œ  et^;  or  a:*=egXgk 

et  /^  =:VA  X  hm  ;  donc  gk  = et  hm  =  —j .  Ainsi ,  en  construisant  ces 

dernières  expressions,  on  aura  les  distances  gk  et  Am,  ce  qui  donnera  les 
points  /r  et  m  où  les  droites  ek  et  ein  rencontrent  Tellipse.  Actuellement,  il 
est  évident  que  les  cordes  bdy  ke  étant  parallèles,  la  droite  EF,  qui  les  cou- 
pera en  deux  parties  égales,  sera  un  diamètre;  de  même,  les  cordes  oc,  em 
étant  aussi  parallèles,  la  droite  CD,  qui  les  coupera  en  deux  parties  égales, 
sera  un  diamètre;  donc  le  point  I,  où  ces  deux  diamètres  se  couperont,  sera 
le  centre  de  Tellipse  demandée. 

Il  est  facile  de  voir  à  présent  que ,  si  Ton  fait  IK=  IG;  si,  par  le  point 
K  on  mène  la  droite  no  parallèle  à  ac,  si  Ton  fait  Kn  et  Ko  =  Gc  oa  à 
Gâ,  et  si  Ton  mène  les  droites  ao  et  c/2,  la  figure  acno  sera  un  parallélo- 
gramme inscrit  à  Tellipse  demandée.  Ainsi,  la  droite  AB,  qui  passera  parles 
milieux  des  côtés  ao  et  en ,  sera  le  diamètre  conjugué  à  CD.  Enfin,  comme 
on  connaît  en  outre  la  corde  me  parallèle  au  diamètre  AB,  il  est  évident  que 
le  problème  est  ramené  à  celui  du  numéro  précédent. 

648.  PROBLEME  i32.  On  demande.  V équation  de  V ellipse  rapportée  àda» 
diamètres  conjugués  quelconques ,  l origine  des  coordonnées  étant  reaOrémM 
de  Vun  de  ces  diamètres. 

Supposons,  par  exemple,  que  nous  rapportions  Tellipse  aux  diamètres 
conjugués  (fig.236)  AB,  DC;  en  supposant  Torigine  au  centre  I,  Téquatioa 

de  la  courbe  esty ^  =  —^  (a*  —  o?^);  or,  si  nous  transportons  l'origine  aa 

sommet  A  du  diamètre  AB  des  abscisses,  Fordonnée  PM  d'un  point  quel* 
conque  M  de  la  courbe  ne  changera  pas,  mais  Tabscisse  sera  AP  au  lieu  de 
IP;  or,  on  voit  que  IP  =  AP  —  AI  ou  xz=a/  —  a,  en  représentant  IP 
par  07,  et  AP  par  af\  si  donc  on  met  a/  —  a  à  la  place  de  w  dans  Téquation 
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t:i-de5Su5,  on  auray»  =  -7{aa— (a/ — a)^}=:— ^-(a*  —  a/*+.  2a^  —  a»), 
ou  j^*  =  -V  (200/  —  ^^),  pour  réquation  de  Fellipsc ,  dans  Thypothèse  ac- 
tuelle. On  conçoit  que  Ton  peut  supprimer  Tacccnt  de  a?. 

649.  PROBLEME  i33.  Proposons-nous  de  irouçer  V expression  analytique 
du  rayon  du  cercle  osculateur  à  r ellipse  pour  un  point  M.  quelconque  d'oscu- 
fa/M>/i(n*.  5i5)  (fig.243). 

Par  le  point  donné  M,  menons  une  tangente  £F  et  le  diamètre  MB\  et 
déterminons  le  diamètre  D'C\  conjugué  à  MB^  et  une  double  ordonnée  mn\ 
puis,  menons  la  normale  MR  et  par  le  point  Q  une  parallèle  NQ  à  cette 
normale  :  les  triangles  QMN  et  MIR  seront  semblables  et  nous  donneront 

MQ  ;  NQ  ;  :  mi  :  mr (i). 

Le  cercle  qui  passera  par  les  trois  points  /2,  N  et  m,  et  qui  aura  son  ori- 
gine au  point  N ,  nous  donnera  (Qm)*  =  2r  x  NQ  —  (NQ)^.  Mais  comme 
le  point  m  est  à  Tellipse,  en  prenant  le  point  M  pour  Torigine ,  nous  aurons 

(Qm)^  =  -^1  |2.ÏMxMQ— (MQ)^}(  n«.  648)  ;  donc  2rxNQ  -  (NQ)^  = 

.^^rrr^ia.IM  X  MQ  —  (MQ)*} .  Mettons,  dans  celte  équation,  à  la  place  de 

iîlV  1         .   ^    j    1  .•       /  N        •      .1^T/^        MQxMR 

JNQ  sa  valeur  tirée  de  la  proportion  (i),  qui  est  NQ  =  — ^^^ ,  et  nous 

i^X  MQ  X  MR       (MQ)'  x  (MU/  _  (Cl)'    r^xM^MO       mmM- 

aurons jg j^^ —  -^^  \  2.iivi  x  My  —  {miiy  \  ; 

multipliant  de  part  et  d^autre  par  (MI)^  et  divisant  par  MQ,  il  viendra 

ar  X  MR  X  MI  —  MQ  X  (MR)*=  (CI)*  {  2.IM  —  MQ  } (2), 

Pour  que  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points /i,  N  et  77»  soit  le  cercle 
osculateur  au  point  M,  il  faut  que  les  deux  points  72  et  m  viennent  coïncider 
avec  le  point  N ,  c^est-à-dire ,  en  d^autrcs  termes ,  il  faut  que  le  point  Q  coïn- 
cide avec  le  point  N  ;  d^où  il  suit  évidemment  que  les  points  N  et  Q  coïnci- 
deront avec  le  point  M,  ce'qui  donnera  MQ  =  o,   et  réduira  Téquation  (2) 

à  rxMRxMI  =  IM  X  (CI)  S  d'où  r  =-^ (3)  ;  d'où  Ton  voit  que 

le  rayon  du  cercle  osculateur  est  une  troisième  proportionnelle  à  la  nor- 
male MR  abaissée  du  point  M  d'osculalion  sur  le  diamètre  D'C  parallèle  à 
la  tangente  £F  menée  au  même  point  M,  et  à  la  moitié  XCdu  même  diamètre 

650.  Corollaire  i.  Rapportons  de  nouçeau  V ellipse  au  centre,  et  rappe^ 
ians-nous,  i^.  que  ï expression  analytique  du  demi-diamètre  IC  parallèle  à 

la  tangente  EF  (n*.  621),  est  ÇLCy  =  ±^=££±££.;  2».  que  la  valeur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  (n^  620)  a  pour  ex- 
pression       ■  ;  or ,  MR  est  égale  à  la  perpendiculaire  IS  abaissée 
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du  centre  sur  la  tangente  £F,  puisque  le  diamètre  D'C  est  parallèle  &  celte 
tangente  EF,  et  que  la  normale  MR,  perpendiculaire  à  la  tangente.  Test 

aussi  au  diamètre  D'C;  donc  MR  =    ,,  Si  donc  nous  mct- 

tons  à  la  place  de  (IC^^  et  de  MR ,  leurs  valeurs,  dans  Téquation  (3),  il  nous 

Tiendra  r  =  -^ -^ pour  1  expression  du  rayon 

de  courbure  pour  un  point  quelconque  de  Tellipse,  x  étant  Tabscisse  de  ce 
point,  Toriginc  étant  au  centre,  et  la  courbe  étant  rapportée  à  xs  axes. 

Cette  expression  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  en  y  intro- 
duisant la  distance  du  centre  au  foyer,  que  nous  avons  représentée  par  c,  car 

alors  elle  devient  r  =  ^^  ~ ^X • 

65 1.  Corollaire  2.  Maintenant,  cherchons  ce  que  devient  Texpression 

r  =  -i ^^^T lorsque  le  point  d^osculation  est  le 

sommet  Â  du  grand  axe. 

Dans  ce  cas,  il  est  évident   que  x^=. —  a,  et  par  conséquent  on  a 

r= -^i = — 17 — =  ""47-=  -  -  ;  c  est-a-dire  que  k 

ab  a^b  fcb  a  ^ 

rayon  de  courbure  pour  le  point  Â  est  une  troisième  proportionnelle  entre  k 
demi' grand  axe  et  le  demi-petit  axe  {bien  entendu  quil  en  est  de  même  pour 
le  somrr^t  B  )  ;  d'oii  il  suit  que,  d'après  le  n^.  594,  le  rayon  de  courbure  au 
sommet  du  grand  axe  est  égal  au  demi-paramètre ,  et ,  par  conséquent,  à 
Fordonnée  dont  le  pied  est  le  foyer  de  l  ellipse  (  n*.  SgS  ). 

652.  Corollaire  3.  Pour  le  cas  où  le  point  d^osculation  serait  2i  rexlréroité 

4  /  4  • 

C  ou  D  du  petit  axe ,  on  aurait  a?  =  o ,  et  partant  r=  — îj^  =  ^,  c'csl- 

&-dire  que ,  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  C  ou  le  point  D  est  une  troh 
sième  proportionnelle  entre  le  demi-petit  axe  et  le  dend-grand  axe. 

Corollaire  4-  ^^  suit  de  Ih  que  le  rayon  de  courbure  aux  sommets  dugnud 
axe  est  plus  petit  que  celui  des  extrendiés  du  petit  axe. 

653.  Corollaire  5.  Il  suit  encore  de  là  que  le  rayon  de  courbure  du  sommet 
du  grand  axe  est  plus  petit  que  le  demi-grand  axe ,  et  que  celui  du  sommet 
du  petit  axe  est  plus  grand  que  le  demi-petit  axe. 

654*  Remarque.  Il  est  évident  que  le  centre  d^un  cercle  osculatcur  est  sur 
la  normale  menée  par  le  point  d'osculation;  et,  puisque  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  de  Tabscisse  du  point  d'osculaiion,  le  rayon  du  cercle 
osculateur  varie  à  mesure  qu'on  passe  d'un  point  d'osculation  à  un  autre. 

655.  DEFINITION.  Cela  pose,  imaginons  que  Ton  ait  mené  une  infinité  de 
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ffinalc»^  l'ellipse,  cl  que  Ton  ail  dL-lcrminL'  les  centres  des  cercles  oscilla- 
teurs corrcspondans  ;  je  dis  que  la  courbe  aWdchfef^a  qui  joindra  tous  ces 
tenlres  sera  ce  qu'on  appelle  la  développée  de  l'elUpse. 

656.  THÉonÈME  225.  Si  fine  courbe  dcb  se  fermine  ntix  points  d  cl  b  oft 
elle  rencontre  les  deux  axes  DC  ,  AB  d'une  ellipse  ACliD  ,  de  manière  que 
ia  dislance  Cd  soit  troisième  proportionnelle  entre  le  demi-petit  axe  et  le  demi- 
grand  axe ,  et  que  la  distance  B6  soit  troisième  proportionnelle  entre  le  demî~ 
grand  axe  et  le  demi-petit  axe;  si,  de  plus  ,  cette  courbe  est  t^elle  quenjixartt 
l'extrémilc  d' un  fil  Jlcxible  et  inextensible  au  point  d,  et  donnant  d'abord  t't  ce 
fil  la  longueur  et  la  direction  dC  ;  si ,  enfin  ,  l'extrémité  de  ce  fil,  toujours 
t^ndu,  parcourt  la  circonférence  du  quart  d'ellipse  CM'B,  je  dis  que  cette 
courbe  dcb  sera  le  quart  de  la  développée  de  l'ellipse. 

En  effet,  supposons  rexlrcmilc  G  du  fd  parvenue  au  point  M';  dans  celte 
position,  le  fil  sera  en  partie  enveloppe  sur  la  courbe  dcb,  et  en  partie  en 
lii-ne  droite;  or,  il  est  évident  que  la  partie  en  ligne  droite  cM'  est  le  rayon 
de  courbure  du  point  M',  car  celte  ligne  droite  r^V  tourne  un  instant  înRni- 
'  ment  petit  autour  du  point  c  de  la  courbe  dcb;  de  sorte  que  son  cxlrdmilc 
Kjft' décrit  un  arc  de  cercle  infiniment  petit,  qui  est  évidemment  un  arc  du 
I  cercle  osculalcur  au  point  M';  donc  le  point  c  est  le  centre  de  ce  cercle  os- 
culatcur ,  et  il  en  serait  de  même  de  toute  autre  position  intermédiaire  du 
fil.  De  plus,  au  moment  où  le  fil  se  met  en  mouvement,  son  cxtre'mité  C 
décrit  un  arc  de  cercle  au  point  C  infiniment  petit,  avec  un  rayon  égal  à  Cri, 
et  comme  nousavons  supposé  que  Cd  est  troisième  proportionnelle  entre  le 
demi-petit  axe  el  le  demi-grand  axe,  il  s'ensuit  (n".  652  )  que  le  point  d  est 
le  centre  du  cercle  osculateur  du  point  C.  Enfm,  quarid  le  point  M'  du  fil  en 
question  est  arrivé  au  point  B,  la  partie  en  ligne  droite  de  ce  fd  est  6B,  et 
comme,  par  hypothèse,  6B  est  troisième  proportionnelle  entre  le  demi-grand 
axe  et  le  demi-petit  axe ,  il  en  résulte  (  n".  65 1  )  que  le  point  b  est  le  centre 
du  cercle  osculateur  du  point  B  :  donc  la  courbe  dcb  est  le  lieu  de  tous  les 
centres  des  cercles  oscutatcurs  des  points  compris  entre  les  points  C  et  B  du 
quart  d'eliipse  CB;  donc  celle  courbe  est  le  quart  de  la  développée  de  l'el- 
lipse ou  la  développée  du  quart  d'ellipse  CB. 

On  conçoit  que  chaque  quart  de  l'ellipse  ACBD  aura  sa  développée,  de 
sorte  que  la  développée  totale  de  l'ellipse  sera  une  courbe  alidcbfeg  qui  aura 
quatre  points  de  rcbrousscment  a,d,  b  de. 

657.  THÉORÈME  226.  Je  dis  maintenant  que  les  normales  à  l'ellipse  sont 
des  tangentes  à  la  dét^eloppée. 

Car  la  partie  reclilignc  du  fil  est  naturellement  tangente  à  la  dévcloppe'c, 
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en  vertu  de  la  tension  de  ce  fil;  et  cette  même  partie  de  ce  fil  est  évidemment 
normale  à  rdllpsc. 

658.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  les  axes  de  Tellipse  sont  aussi  des  tan- 
gentes à  la  dcveloppce. 

659.  Remarque.  Si  Ton  accourcissait  ou  si  Ton  alongeait  le  fil  générateur 
d'une  certaine  quantité  M'L  ou  MX',  Textrémité  L  ou  L'de  ce  fil  engendre-- 
rait  une  courbe  TLK  ou  TX'K'  dont  tous  les  points  seraient  également  dis- 
tans de  la  circonférence  de  Tellipse ,  et  toutes  les  normales  à  Tellipse  seraient 
aussi  normales  à  cette  courbe  TLK  ou  TL^K',  que  nous  appelerons  \^  parais 
lèle  à  lellipse. 

660.  Corollaire  2,  Il  suit  de  là  que  pour  décrire  la  parallèle  à  Tellipse,  il  faut 
mener  une  suite  de  normales  à  Tellipse ,  et  faire  toutes  ces  normales  égales  à 
la  distance  qui  doit  régner  entre  ces  deux  courbes. 

51""%    LEÇON. 
L'Hyperbole  rapportée  à  ses  axes. 

66 1.  DEFINITIONS.  V hyperbole  est  une  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  que 
la  différence  des  distances  MF,  MF'  (fig.  244)  de  chacun  de  ses  points  M  â 
deux  points  fixes  F  et  F'  est  constamment  égale  à  une  quantité  donnée  que 
nous  représenterons  par  2a. 

Les  deux  points  fixes  F  et  F'  se  nomment  \cs  foyers,  et  les  dislances  des 
foyers  au  même  point  de  la  courbe ,  les  rayons  vecteurs  de  Thyperbole. 

662.  THEOREME  227.  Si  par  les  deux  foyers  on  mène  une  droite  ÂB,  cetk 
droite  rencontrera  l'hyperbole  en  deux  points  A  et  B. 

Car  on  pourra  toujours  prendre  deux  points  A  et  B  sur  cette  droite  AB, 
de  telle  sorte  qu'on  ait  AF'  —  AF  =  2a,  et  BF  —  BF'  =  2a,  ce  qui  est  con- 
forme à  la  définition  que  nous  venons  de  donner  de  Thyperbole. 

663.  THÉORÈME  228.  Les  foyers  F ,  F'  cfe  V hyperbole  sont  à  égales  distances 
des  extrémités  de  la  droite  AB ,  intefccptée  par  la  courbe. 

En  effet,  pour  les  points  A  et  B,  on  a  AF'  — AF  =  2a  et  BF  — BF=atf, 
et  partant  AF'—AF=BF  —  BF'.  Mais  AF'=ABh-BF' et  BF=AB+AF; 
donc  AB  ^  BF  —  AF  =  AB  +  AF  —  BF',  ou  BF'  —  AF  =  AF  —  BF,  tf où 

2BF'z=2AF,  ou  BF'  =  AF (1),  en  passant  tous  les  AF  dans  le  second 

membre  et  tous  les  BF'  dans  le  premier. 

Si  à  l'équation  (i)  on  ajoute  AB,  on  aura  AB  +  BF'  =  AB  +  AF,  0% 

AF  =?  BF, 


H|*€64-  TnéOBÈME  229.  La  distance  AB  des  points  Ket'R,  oit  la  droite  AB 
'Tfig-  2^4)  rencontre  la  courbe,  est  précisément  la  quantité  que  nous  avons 
représentée  par  na. 

En  effel,   pour  le  point   A  nous  avons  (n'.  661  )  AF'  —  AF^2«;  or, 

AF  =  BF',  donc  AF'  — BF'— 20;  mais  AF' —  BF'  =  AB;  donc  AB  =  20. 

665.  TiiÉORÎiME  23o.  Z.e  point  l,  milieu  de  AB,  est  aussi  le  milieu  de  FF*. 

Eq  effet,  si  l'on  ajoute  AF  i  AI  et  BF'à  IB, comme  AI=ÏB, et  que  AF^ 

BF',  on  aura  AU- AF  =  IB  +  BF',  ou  IF  =  IF';  ce  qu'il  fallait  dt?monlrer. 

66(h  TBÉoaÈME  23i.  La  distance  FF'  des  foyers  est  plus  grande  que  ta 

mfarlie  AB  de  la  droite  qui  passe  par  les  foyers. 

^P'  Car  pour  que  AF' — AF  =  AB,  il  faut  que  AF'>  AB;  donc  à  plus  forte 
■raison  FF' >AB. 

667.  THÉORÈME  232.  Si  sur  le  milieu  de  FF'  on  élève  une  perpendicu- 
laire en.  Je  dis  que  cette  perpendiculaire  CD  ne  rencontrera  point  la  courbe. 
Car  tous  les  points  de  cette  perpendiculaire  sont  à  égales  distances  des 
foyers,  tandis  que  les  points  de  la  courbe  sont  nécessairement  intfgalement 
éloignes  des  mêmes  points,  puisque  la  diffe'rence  de  deux  rayons  vecteurs 
est  toujours  égale  à  AB. 

C68.  Remarque.  Nous  avons  vu  que  celte  courbe  avait  deux  points  A  et 
B  sur  la  droite  qui  passe  par  les  foyers;  de  plus,  le  pied  I  de  la  perpendicu- 
laire CD  élevée  sur  le  milieu  de  FF'  est  aussi  le  milieu  de  AB  ;  donc  les  points 
A  et  B  de  la  courbe  sont  situés,  l'un  à  gauche  et  l'autre  à  droite  de  la  per- 
pendiculaire CD;  d'où  il  suit  que,  la  courbe  se  partage  en  deux  branches 
isolées ,  situées  t  une  à  droite  et  l  autre  à  gauche  de  la  perpendiculaire  CD. 

669,  THÉoniîME  233.  Soient  deux  points  M ,  N  ,  ^m  sur  l'hyperbole 
(rig.244).  de  sorte  qu'en  menant  du  même  foyer  Y  les  droites  Y^,  FN  à  cw 
detise  points ,  on  ait  FM  =  FN  ;  je  dis  que  la  droite  MN  qui  passera  par  les 
deux  points  M ,  N  sera  divisée  perpendiculairement  en  deux  parties  égales  au 
point  P  par  la  droite  FF'  qui  passe  par  les  foyers. 

En  effet,  menons  les  droites  MF',  NF',  des  mêmes  points  M,  N  au  second 
foj'cr  F',  et  nous  aurons  FM  —  F'M  =  FN  —  F'N  ;  mais  par  l'iiypothcsc 
FM^FN;  donc  F'iM  =  F'N;  d'où  il  suit  que  les  deux  foyers  sont  à  égales  dis- 
tances des  extrémités  M  et  N  de  la  droite  MN;  donc  la  droite  qui  passe  par 
Je$  foyers  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  MN;  donc  MP=NP. 
G70.  TiiÉOBÈME  234.  Réciproquement,  si  une  droite  MN  rencontre  lhy~ 
perbole  de  part  et  d'autre  aux  points  M  et  N ,  et  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  passe  par  les  foyers,  cette  droite  sera  divisée  en  deux  parties  égales 
au  point  P  (  fig.  244  )• 
SS 
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En  effet,  si  par  le  foyer  F  on  mené  les  droites  FM, FN, ces  droites  seront 
égales  entre  elles;  car  si  cela  notait  pas  vrai,  comme  il  serait  possible  de 
prendre  un  point  N' sur  la  courbe, de  manière  qu'on  eut  FM=FN'(a^669), 
et  de  mener  ensuite  une  droite  M^s'qui  serait  perpendiculaire  sur  la  droite  FF', 
il  s'ensuivrait  que  par  un  même  point  M  on  pourrait  abaisser  deux  perpen- 
diculaires sur  la  droite  FF',  ce  qui  est  impossible  :  donc  FM  =  FN,  d'où  il 
suit  que  les  triangles  rectangles  FMP,  FNP  ont  Thypothénuse  égale  et  un 
côte  commun  FP;  donc  PM  =  PN;  ce  qu'il  fallait  de'montrer. 

671.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  droite  FF',  qui  passe  par  les  foyers, 
divise ,  en  deux  parties  égales,  les  droites  qui  lui  sont  perpendiculaires  et  qui 
sont  terminées  de  part  et  d'autre  à  la  courbe.  Par  conséquent  la  partie  AB 
de  cette  droite  FF',  interceptée  par  la  courbe,  est  l'axe  de  l'hyperbole. 

672.  THÉORÈME  235.  Prenons  sur  laxe  AB,  prolonge,  les  disiaru:es  IP, 
IQ  égales  entre  elles,  et  par  les  points  V  et  (^  éleçons  les  droites  MN  et  mn 
perpendiculaires  à  laxe  AB;Je  dis  que  les  deux  droites  MN,  nm,  terminas 
à  la  courbe,  seront  égales  entre  elles  (fig.  244)- 

D'abord  on  observera  que  ces  droites  sont  divisées  en  deux  parties  égales 
aux  points  P  et  Q;  ainsi,  il  suffira  de  faire  voir  que  leurs  moitiés  PM,  Qm 
sont  égales  entre  elles. 

Or,  en  menant  les  rayons  vecteurs  FM,  F'M,  F'm  et  Fm,  on  aura  les 
triangles  rectangles  FMP,  F'MP,  F'mQ  et  FmQ  qui  donneront,  les  deux 
premiers,  (FM) ^  =  (FP)M-(PM)^  et  (F'M)»  =  (F'P)2  +  (PM)2...  (i)etlc$ 
deux  derniers  (F'm)  2  =  (F'Q)*  +  (Qm)^  et  (Fm)^  =  (FQ)»+(Qm)*..,(2> 
Retranchons  l'une  de  l'autre,  i"".  les  équations  (i);  et  2\  les  équations  (2); et 
il  viendra 

(FM)»— (F'M)^=(FP)»— (F'P)^  et  (F'm)»— (Fm)»=(F'Q)a_(FQ)a...  (3). 
Comme  la  différence  des  carrés  est  égale  au  produit  de  la  somme  par  ladif" 
férence  des  racines,  les  équations  (3)  se  réduiront  à 

(FM  +  F'M)  (FM  —  F'M)  =  (FP  -4-  F'P)  (FP  —  F'P)       ) 
et  (F'm  +  Fm)  (F'm  —  Fm)  =  (F'Q  4-  FQ)  (F'Q  —  FQ)  f  •'^*^' 

La  figure  244  nous  indique  que  FP  —  F'P  =FF'  et  F'Q  —  FQ  =FF;  et 
FP  =  IF  +  IP,F'Pz=IP  — IF,  d'oùFPH-F'P  =  2lP;F'Q=lF'4-IQ,ct 
FQ  =  IQ  —  IF  ;  d'où  F'Q  H-  FQ  =  2IQ  ;  d'ailleurs  on  sait  que  FM  —  Mf 
=  AB ,  et  que  F'm  —  Fm  =  AB  ;  si  donc  nous  substituons  dans  les  équa- 
tions (4),  nous  aurons  AB(FM-4-F'i\I)=  2IP  X  FF'  et  AB(F'm-^Fm)  = 
2lQxFF';d'oîi  il  suit  que  FM4-F'M  =  F'm+-Fm,  à  cause  que  par  hypo- 
thèse IQi=IP;  mais  FM  — F'M  =  F'm— Fm  ,  d'où,  en  ajoutant,  2FM  = 
sF'm  ou  FM  =  F'm,  et  en  retranchant,  2F'M  =  2Fm  ou  F'M  =  Fm  ;  donc 
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les  lriangle&  TMF',  FmT"'  ont  les  Iroîs  côtes  égaux;  donc  les  perpendiculaires 
MP,  mQ  abaissées  sur  leurs  bases  sont  c'gales;  donc  enfin  les  droites  MN, 
mn  sont  égales  entre  elles,  comme  il  a  été  énonce. 

673.  Corollaire  t.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  mène  les  droites  Mm,  Nn  par 
les  extrémités  des  droites  MN ,  rnn,  la  figure  MNnm  sera  un  rectangle  dont 
le  point  !,  milieu  de  QP,  sera  le  centre.  Par  tonséqucot,  la  perpendiculaire 
DC,  élevée  sur  le  milieu  de  AB,  divisera  perpcndiculairomenl  en  deux  parties 
égales  les  parallèles  Mm,  N«,  à  l'axe  AB;  donc,  quoique  la  droite  DC  ne 
rcncoalre  point  la  courbe,  celte  droite  sera,  par  analogie,  le  second  axe  de 
l'hyperbole;  quant  à  sa  grandeur,  nous  la  donnerons  tout-à-l'heure. 

674.  DÉFINITION.  Le  point  I  où  se  coupent  les  deux  axes  AB,  CD,  est  le 
centre  de  l'hyperbole. 

675.  Corollaire  i.  Les  diagonales  Mh,  mN  du  rectangles  MNnm  sont 
égales  entre  elles  et  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  au  point 
1  ;  donc  l'hyperbole,  comme  rdiipsc,  jouit  de  la  propriété  d'avoir  une  infi- 
nité de  systèmes  de  quatre  points  situés  à  égales  distances  du  centre. 

De  plus ,  il  est  évident  que  si  Ton  mène  par  le  centre  I  une  droite  Mn  qui 
renconlrc  la  courbe  de  part  et  d'autre  aux  points  M  et  n,  cette  droite  sera 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  centre  ;  et  si,  sur  la  droite  Mn,  comme 
diamètre,  on  décrit  une  dcmi-circonfércnce  de  cercle  nmM  ;  si  par  le  point 
itiy  OÙ  celte  circonférence  de  cercle  rencontrera  l'Iiyperbole  et  les  extrémités 
net  M  du  diamètre  «M,  on  mène  les  droites  nm,  mM.ccs  droites  seront  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  CD,  AB, 

676.  Corollaire  2.  Les  angles  MIB,  mIA  que  forment  les  diagonales  Mn, 
/TïN  du  rectangle  MNnm,  avec  l'axe  AB,  sont  égaux  entre  eux;  d'où  il  suit 
que ,  si  deux  droites  Mn ,  mN ,  qui  passent  par  le  centre  et  qui  rencontrent  la 
courbe ,  sont  également  inclinées  sur  l'axe  AB  ,  l'wte  à  droite  et  ianlre  àgau~ 
che,  ces  droites  seroni  égales  entre  elles  ;  et  de  pliis ,  si  deux  droites  sonléga- 
lemeitt  inclinées  par  rapport  à  l'axe  AB  ou  à  l'axe  DC,  l'une  à  droite  et 
l'autre  à  gauche  ,  si  l'une  rencontre  la  courbe,  l'autre  la  rencontrera  égale- 
nient;  et  réciproquement,  si  l'wic  ne  rencontre  pas  la  courue,  l'autre  ne  la 
rencontrera  pas  non  plus. 

677.  Corollaire  3.  Si  l'hypothénuse  du  triangle  rectangle  AïD  est  égale  à 
IF,  le  côté  ID  sera  la  moitié  du  second  axe  de  Thyperbole,  Par  conséquent 


(ID)>  =  (AD).  -  (AI)-  =  (IF)"  -  (AI)" 

IF  +  AI  =  ir+IB  =  FB,  etIF  — AI  = 

c'est-à-dire  que  ,  le  demi-second  axe  est  moyen  proportionnel  entre  les  dis- 

tartces  d'un  foyer  aux  extrémités  du  premier  axe. 


=  (IF-I-AI)  (IF— AI);  mais 
=  AF;  parlant  CID)=  =  FBxFA; 
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678.  Corollaire  4.  Appelons  a  le  demi-premier  axe,  b  le  demi-second  axe, 
et  c  la  distance  du  centre  à  un  foyer,  nous  aurons  c*=a*4-&*,  i*=c' — a\ 
et  a^  =  c^  —  6^.  Delà  il  est  facile  de  voir  ce  quMl  y  aurait  à  faire  pour  trouver 
les  foyers  si  Ton  donnait  les  deux  axes,  et  pour  trouver  un  axe  si  Ton  don- 
nait les  foyers  et  Tautre  axe ,  etc. 

679.  PROBLÊME  i34.  Supposons  quunt  hyperbole  soU  donnée  par  ses 
deux  axes ,  ou  par  un  axe  et  ses  foyers ,  et  proposons-nous  de  décrire 
cette  courbe. 

Sur  le  premier  axe  AB,  on  prendra  des  points  a^b^c^  d...::  au-delà  d'un 
foyer  F'  (fig.  244);  ensuite,  avec  la  dislance  Ba,  comme  rayon,  et  de  chaque 
foyer  comme  centre,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  i  ^  i\  i^  et  1"';  avec  un 
rayon  égal  à  Aa,  et  des  foyers  comme  centre,  on  décrira  de  nouveaux  arc^ 
de  cercle  qui  couperont  les  premiers  aux  points  i,  i',  i''  et  i'''.  Avec  un  rayon 
égal  à  B6,  et  des  foyers  comme  centre,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  en  2; 
2',  2"  et  2'";  avec  un  rayon  égal  à  A&,  et  des  foyers  comme  centre,  on  décrira 
de  nouveaux  arcs  de  cercle  qui  couperont  les  derniers  en  des  points  a,  2',  2^ 
et  2"^.  Avec  un  rayon  égal  à  Bc  et  des  foyers  comme  centre^  on  décrira  des 
arcs  de  cercle  en  M ,  N,  71  et  m  ;  avec  un  rayon  égal  à  Ac  et  des  foyers  comme 
centre,  on  décrira  de  nouveaux  arcs  de  cercle  qui  couperont  les  derniers  aux 
points  M,  N,  /i  et  m;  et  ainsi  de  suite  :  de  cette  manière  on  obtiendra  autant 

de  points  i,  1',  1",  i'";  2,  2',  2^^,  2'";  M,  N,  /i,  m de  Thypcrbole  qu'on 

voudra. 

Démontrons,  qu'en  effet,  le  point  M,  quelconque,  obtenu  comme  il  vient 
d'être  dit,  est  sur  l'hyperbole. 

Pour  cela ,  il  suffira  de  se  rappeler  que  nous  avons  fait  FM  =  Ac,  et  F'M 
=  Bc,  et  d'observer  que  FM  —  F'M  =  Ac  —  Bc  =  AB. 

680.  paoBiiâME  i35.  En  partant  de  cette  propriété  de  r hyperbole ,  que  h 
différence  de  deux  rayons  vecteurs  quelconques  est  égale  au  premier  axe ,  rf 
prenant  pour  les  axes  des  coordonnées ,  les  axes  mêmes  de  la  courbe ,  cher* 
chons  la  relation  des  coordonnées  de  cette  courbe. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'hyperbole  ;  en  menant  les  rayons  vecteurs 
FM ,  F'M  (fig.  244)»  cl  l'ordonnée  PM,  on  aura  les  triangles  rectangles  FMP 
et  F'MP,  qui  donneront,  le  premier 

(FM)^=(FP)^+(PM)^  et  le  second  (F'M)*=(FTP)^4-(PM)*....(i). 
Représentons  par  Z  le  rayon  FM,  par  Z'  l'autre  rayon  F'M, et  par  a  le  demi- 
premier  axe  AI  ;  d'après  la  définition  de  l'hyperbole  on  aura  Z — Z'  =  2a,  d'où 

Z'  =  Z  — 2fl. 

Remarquons,  à  présent,  que  FP=FI  +  IP,  et  que  F'P  =  1P  —  IF':  sr 
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donc  nous  représentons  par  c  les  distances  IF  et  IF,  qui  sont  égales  entre 
elles,  et  par  x  Tabscisse  IP,  nous  aurons  FP  =  a?  +  c,  et  F'Pziza?  —  c\  et  en 
substituant  dans  les  équations  (i)  en  faisant  PM  =:^,  il  viendra 

Z*  =  (a?+c)a+ya  et  (Z— 2û)»  =  (a?  — c)2H-jr» (2). 

Retranchons  maintenant  les  équations  (2),  membre  à  membre,  ce  qui  nous 
donnera  Z*  —  (Z  —  2a)*  =  (^  +  cY  —  (a?  —  cY\  et  faisons  attention  que  la 
différence  des  carrés  étant  égale  au  produit  de  la  somme  par  la  différence 
des  racines,  nous  aurons  2a(2Z  —  2a)  =  4^a?,  ou  aZ  —  a^zzzcx^   d'où 

a 

Si  maintenant  nous  mettons  cette  valeur  de  Z  dans  la  première  des  équa-- 

lions  (2),  il  nous  viendra   ^  ^  ^  =:(a?+g)*+y^,  et  en  développant  dans 

les  deux  membres  et  faisant  disparaître  le  dénominateur  du  premier, 
o4  +  2a*ca74-c*a;*  =  a*a?*H-2a*c^  +  a*c*  +  a*^^  ce  qui  se  réduit  à 
a^jr*  —  (c*  —  a*)^*"l-a*(c*  —  aa)  =  o.  Mais  (n".  678)  nous  avons  fait 
c*  —  a*  =  ô*,   donc  a^y^  —  ô^a?*H-a*6*  =  0  ;  d'où   on  aura 

/*  =r  -^  (o?*  —  fl^) ,  pour  la  relation  des  coordonnées  de  l'hyperbole. 

On  voit  que  cette  relation  ne  diffère  de  celle  qui  a  lieu  entre  les  coor- 
données de  l'ellipse,  que  par  le  signe  de  la  parenthèse  qui  est  (a^  —  x^) 
pour  TcUipse,  et  {x^  —  a*)  pour  l'hyperbole. 

681.  Remarque.  Observons  en  passant  que  Z  = ,  et  que,  comme 

Z'  =  ao  —  z ,  on  a  Z'  =  — - — .  Or,  Z  =  FM,  et  Z'  =  F'M;  donc  la  lon- 
gueur du  rayon  vecteur  qui  coupe  le  second  axe  DC  a  pour  expression 
,  tandis  que  l'expression  de  l'autre  est ,  ainsi ,   en  général , 


nous  aurons  pour  l'expression  d'un  rayon  vecteur  Z  = . 

682.  THÉORÈME  236.  Je  dis ,  maintenant,  que  toute  équation  de  la  forme 

^*=— 7-(^*  —  a*)  exprime  la  relation  des  coordonnées  d'une  hyperbole 

dord  aetb  seraient  les  demi-axes  ^  en  sxipposant  les  coordonnées  rectangu-- 
laires. 

En  effet ,  soient  AB  et  CD  les  axes  des  coordonnées  de  la  courbe  en  ques- 
tion (fig.  244);  et  prenons  sur  l'axe  AB  des  abscisses,  à  droite  et  à  gauche  de 
l'origine  I,  les  distances  IF' et  IF  égales  entre  elles,  et  telles  que  (IF)^  sa'+é» 
cl  représentons  par  cr  la  distance  IF  ou  IF',  ce  qui  donnera  c^  =  a^-|-A*....(i). 

Cela  posé,  soient  menées  par  un  point  M,  quelconque,  de  la  courbe  en 
question ,  les  droites  MF  et  MF'  aux  deux  points  F  et  F',  et  soit  abaissée  l'or- 
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donnée  MP  :  on  aura  deux  triangles  rectangles  FMP,  F'MP  qui  donneront 

(FM)^  =  (rP)^4.(PM)*  et  (F'M)^  =  (F'P)a4-(PM)» (2), 

MaisFP=IF  +  lP  =  c  +  aî,FP=:IP  — IF'=^— c,et(PM)^=r*  = 

—r  (^* — û*)  p2ir  hypothèse;  en  substituant  donc  dans  les  équations (2),  il 
Tiendra  (FM) 2  =  (a;  +  c)  *  +  -4-  (a?»— û*)  et  (F'M)»=(a?— c)*+  -^(^  — aO 
et  en  développant  et  mettant  tous  les  termes  des  seconds  membres  au  m£me 

dénominateur,  il  en  résultera  (FM)^  = — -!— ^ et 

(F'M)^  =  ;— 1 ,  ce  qui  se   réduit  à  QFM)^  = 

place  de  c*  —  b^  et  de  a^  4-  6*  nous  mettons  leurs  valeurs  a^  et  c*  tirées  de 
réquation  (i)  ci-dessus ,  il  viendra  (FM)*  =    ^  -t^-^cax    __   [a^x) 

et  (F'M)*  = ^ z=z  -^ ; — i— ,  et  en  extrayant  les  racines  carrées 

onauraFM=  "^"^^  ,etF^M=  ^^"""^  ;d^oùFM-F^\I=  ^'"K^g-^-N' 


=  2a;d^ou  il  suit  que  la  différence  des  distances  d^un  point  M  quel- 

conque  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  j*  z=  — p  (^*  —  a*)  ,à 

deux  points  fixes  F  et  F'  pris  à  égales  distances  de  Torigine,  est  constamment 
égale  à  2a;  donc  cette  courbe  est  une  hyperbole ,  dont  a  est  le  demi-premier 
axe,  61e  dcmi-^sccond  axe ,  car,  de  plus,  on  a^*=a2  +  6*,  et  les  points  fixes 
F  et  F'  sont  les  foyers. 

Puisque  l'hyperbole  nous  conduit  à  Téquation  j*  =  —7-  (a?*  —  û* ) ,  et 

que  cette  équation  nous  conduit  à  Thyperbole  ;  il  s'ensuit  que  tout  ce  que 
nous  déduirons  de  cette  équation  appartiendra  h  Thyperbole. 

683.  Corollaire  i.  Si  Ton  résout  l'équation  de  l'hyperbole  par  rapporta 

y^  on  auray  =r  — /â;^ — a^  d'où  l'on  voit  que,  si  a? était  plus  petit  quetf» 

la  quantité  qui  est  sous  le  radical  serait  négative,  et  que,  par  conséquent,  lei 
valeurs  de  y^  qui  répondrait  à  toutes  les  valeurs  de  a?  plus  petites  que  a^ 
seraient  imaginaires. 

Il  suit  de  là  que,  de  tous  les  points  de  l hyperbole,  les  sommets  dupremki 
axe  sont  les  plus  près  du  second  axe. 

684*  Corollaire  2.  Si  donc  par  les  sommets  A  et  B  de  la  courbe  on  élève 
les  perpendiculaires  GE ,  KL ,  ces  perpendiculaires  seront  des  tangentes  à 
l  hyperbole. 

685.  Corollaire  3.  L  expression /=  — /a?*  — a*  nous  fait  voir  que  jr 
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augmentera  en  même  temps  que  a?,  et  que  x  peut  augmenter  depuis  a?  =  a 
jusqu'à  â;  =  Q0  9  et  par  conséquent  y  augmentera  depuis  y  z=zo  jusqu^à 
«^  z=  oc  ;  d'où  il  suit  que ,  les  deux  branches  de  l  hyperbole  sont  des  courbes 
ouçeries  qui  s'étendent  à  linjini,  lune  à  droite  et  l  autre  à  gauche,  et  que  ces 
deux  branches  sont  écartées  l'une  de  l'autre  d'une  quantité  égale  au  pre^ 
mier  axe. 

686.  Corollaire  4*  De  là  il  suit  aussi  que,  les  foyers  sont  intérieurs  à  la 
courbe,  un  dans  chaque  branche. 

Slî"*.    LEÇON. 

Suite  de  l'Hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  et  propriétés  des  Asymptotes. 

687.  THÉORÈME  237.  Je  dis  maintenant  que  si  l'on  prend  un  point  O  hors 
de  la  courbe,  la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  foyers  sera  moindre 
que  la  différence  de  deux  rayons  vecteurs  ou  que  le  premier  a^c  (fig.  ^44  )• 

En  cfTcl,  la  droite  OF'  coupera  l'hyperbole  en  un  point  M',  puisque  le 
foyer  est  intérieur  et  le  point  O  extérieur  à  la  courbe  ;  si  par  le  point  M' on 
mène  le  rayon  FM',  on  aura  le  triangle  FM'O  qui  donnera  FO  —  OM'<FM'. 
Si  maintenant  on  retranche  de  part  et  d'autre  la  quantité  M'F',  on  aura 
FO  —  OM'  —  M'F  <  FM'— M'F',  ou  FO— OF  <  FM'  —  MT  ou  <  AB  ; 
ce  quMl  fallait  démontrer. 

688.  THÉORÈME  238.  Si  Ion  prend  ttn  point  O'  dans  l  intérieur  de  lune  des 
branches  de  l'hyperbole,  la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  foyers  sera 
phis grande  que  la  différence  de  deux  rayons  vecteurs  (fig.  244)- 

En  effet ,  si  par  le  point  M',  où  la  droite  FO'  coupe  la  branche  dans  laquelle 
le  point  O'  est  situé,  on  mène  le  rayon  M'F',  on  aura  le  triangle  O'M'F'  qui 
donnera  F'M'>r'0'  —  O'M';  si  donc  de  la  même  quantité  FM'  on  retranche 
x\  F'M'  et  2^  F'O'  —  0'M\  on  aura  FM'  —  F'M'<FM'  —  F'O'  -^  O'M', 
car,  plus  on  retranche  de  la  même  quantité,  et  moins  il  reste.  Mais 
rM'+M'0'  =  FO';doncFM'  — F'M'<FO'— O'F';  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

689.  Corollaire.  La  réciproque  de  ces  deux  propositions  a  lieu;  c'est*à« 
dire  que  si  la  différence  des  distances  d'un  point  aux  deux  foyers  est  moindre 
que  celle  de  deux  rayons  vecteurs,  ce  point  sera  hors  de  riiyperhole,  et  si 
le  contraire  a  lieu ,  ce  point  sera  dans  la  courbe.  En  effet,  si ,  dans  le  premier 
cas,  le  point  était  intérieur,  la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  foyers 
serait  plus  grande  que  celle  de  deux  rayons  vecteurs,  ce  qui  est  contraire  à 
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notre  hypothèse;  et  si  ce  point  était  sur  la  courbe,  la  différence  en  question 
serait  égale  à  celle  de  deux  rayons  vecteurs  :  donc  ce  point  ne  peut  être  ni 
en  dedans  de  la  courbe,  ni  sur  la  courbe,  donc  il  est  en  dehors. 

On  démontrerait,  par  un  raisonnement  semblable,  que,  dans  le  second 
cas,  le  point  est  intérieur. 

690.  PROBLEME  i36.  Par  un  point  donné  M  sur  une  branche  d^hyperhok 
(fig.  245  ),  il  faut  mener  une  tangente  MT, 

Par  les  foyers  F  et  F^  on  mènera  les  rayons  vecteurs  FM,  F'M  au  point 
donné  M ,  et  on  fera  ME  =  MF';  par  le  point  E  et  le  foyer  F',  on  mènera 
la  droite  EF',  à  laquelle,  et  par  le  point  donné  M,  on  abaissera  une  perpen- 
diculaire MT ,  qui  sera  la  tangente  demandée. 

En  effet,  prenons  un  point  m  sur  la  droite  MT,  différent  de  M,  et,  par 
ce  point  m ,  mqnons  les  drpites  /yiF ,  wE  et  mlP\  le  triangle  FEm  nous 
donnera  Fm— mE<FE;  maisFE=:FM— ME=FM— MF',  et  mE=mF, 
puisque  la  droite  mT  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  F'E;  donc 
Fm  —  mF'  <FM  —  MF';  donc  le  point  m  est  hors  de  la  courbe  ;  donc  la 
droite  MT  n'a  que  le  point  M  de  commun  avec  cette  courbe;  donc  cette 
droite  MT  est  la  tangente  demandée. 

691.  Corollaire  i.  Il  suit  de  celte  construction,  que  la  tangente  MT  di- 
vise en  deux  parties  égales  Tangle  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent 
au  point  de  contact.  Car,  par  construction,  le  triangle  EMF'  est  isocèle,  et, 
par  conséquent,  la  perpendiculaire,  abaissée  du  sommet  sur  la  base,  divise 
Tangle  de  ce  sommet  en  deux  parties  égales;  donc  Tangle  FMT  =  F'MT. 

69!^.  Corollaire  2.  La  construction  du  numéro  690  peut  servir  aussi  à  me- 
ner une  normale  par  un  point  donné  M  sur  une  branche  de  Thyperbole  ;  car, 
puisque  la  tangente  MT  est  perpendiculaire  à  la  droite  F'£ ,  il  est  clair  que 
la  normale  MR  sera  parallèle  à  cette  droite  F'E. 

693.  Corollaire  3.  Les  triangles  FMR ,  FEF'  sont  semblables,  à  cause  des 
parallèles  EF',  MR ,  et  donnent  FE  :  FF'  :  ;  FM  :  FR  ;  mais  FE  =  FM-»IE 


=  FM  —  MF'  =  AB  =  2a,  EF'  =  2^  et  FM  =   ""^"^"^  ;  donc  20  !  2c\\ 

— -î- —  :  Fï\  OU  a  :  c  :  :  - — ^^ —  :  FR  = -^ .  D'après  la  figure  245, 

on  voit  que  IR  =  FR  —  IF  =  FR  —  c;  si  donc  à  la  place  de  FR  nous  met- 

tons  sa  valeur ^ ,  nous  aurons  IR=: 1 c  = ^ • 


,  ».  ar 

ex 


a* 


694*  Corollaire  4*  La  sous-normale  PR  =  IR  —  IP  ;  d*où ,  en  substituant 

t,,j  c^x  ex  —  (Çx  ^^  x(c'r^a')  b'x 

PR  :;=  — \ x=. ' ,  OU  PR  =  — ^ — ; — '"  =  — r*- 
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695.  Corollaire  5.  Les  triangles  semblables  RMP,  MQr,  donnent  RP  ;  PM 

-•QM:Qr(i)ou-^:y::a7:Qr  =  4r-    Si  à  Qr  on  ajoute   PM  =  1Q, 
on   aura    Ir==  Qr+ PM  = -^-+7  = --^^-^; = ^; — i.  = -^. 

696.  Corollaire  6.  La  proportion  (1)  du  numéro  GgS  nous  fait  voir  que 
les  sous-normales  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  coordonnées  du 
point  où  la  normale  rencontre  la  courbe. 

697.  Corollaire  7.  Le  triangle  rectangle  PMR  nous  donne  MR  = 
t/(PR)»-KPM)^;  mais  PR=-^  et  (PM)»=jr2=:.^-^(ar^  —  a^);  donc  MR= 


On  trouverait,  par  le  triangle  rectangle  QMr,  queMr:=  -^/6^a7-H-a^(a?*— a*), 
698.  Corollaire  8.  De  ce  que  le  point  I  est  le  milieu  de  ¥¥'  et  le  point  n 

le  milieu  de  F'E,  il  s^ensuit  que  Iw=  --— = =  AI  =  IB.  Mais    les 
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triangles  semblables  FTM,  InT,  nous  donnent  FM  :  In  ;  :FT  :  IT;  or  FM=ï 


if±£.,etIn  =  IB  =  a;donc  -^^^tlflia-FTlIT,  oncx  +  a^ia»;: 

CL  ^ 

rT:iT;  d'où  ca;;a»::FT  — IT:IT;  mais  FT  — IT  =  FI  =  c,  donc 
ra7:a*::c:IT  =  -^. 

699.  Corollaire^.  La  sous-tangente  PT=:IP  — IT,  et  partant  PT  = 

fl«  j:*  — g' 

700.  Corollaire  10.  Les  triangles  semblables  TMP,  IT/,   nous  donnent 
PT;IT::PM:I/,ou-^l^   :    fl:;y:I/=:_f2_,  mais  réquation 

y>  :=  — ix'^ — a-)  nous  donne  x'^ — a^z=z'-~\  donc  1/= ^  :=  — . 

701.  Corollaire  11.  La  sous-tangente  Q/=IQ4-I/;  partant  Q/=j^  H — ^ 

Y 


702.  Corollaire  12,  Le  triangle  rectangle  TMP,  donne MT=  /(PT)-H-{PM)»; 
mais PT  = -^^^^^^ ,  et  (PM)a=ya  =  il  (a?*  —  a»),    donc   MT  = 


a" 


/i^^H.^(.._<..)=/i;^  {„.(,._„.) +*...., 


/jr*— a* 


or 


i/A^^*+a^(a7^  —  a*).  Le  triangle  rectangle  /MQ  donnera 


M/=: — /A^a?^  +  a^(a?*  — flO' 
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yoS.  PROHLÊME  iSy.  On  dorme  la  grandeur  du  premier  axe  d'une  hyper- 
bole y  un  foyer  et  la  direction  de  deux  tangentes ,  et  Ufaui  décrire  cette  courbe. 

Par  le  foyer  Y'  donne  (fig.  245),  on  mènera  une  perpendiculaire  F'n, 
Tn\  à  chaque  tangente  donnée  MT,  M"T'  ;  par  les  pieds  n  et  //  de  ces  per- 
pendiculaires, comme  centres,  et  avec  un  rayon  égal  au  demi-axe  donné,  on 
décrira  deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  un  point  I ,  qui  sera  le  centre 
de  rhypcrbole  :  la  droite ,  qui  passera  par  ce  point  I  et  le  foyer  donné,  sen 
donc  le  premier  axe  AB  de  Thyperbole.  Cette  construction  est  évidente, 
puisque  \n  =  IB  (n".  698). 

Il  est  clair,  maintenant,  qu^on  pourra  décrire  la  courbe  par  le  procédé  du 
numéro  679,  car  il  suffira  de  porter  le  demi-axe  donné  de  I  en  B  et  en  A, 
et  de  porter  ensuite  IF'  de  I  en  F,  pour  avoir  les  sommets  et  les  foyers  de 
cette  courbe. 

704.  Remarque.  Si  au  lieu  de  donner  le  foyer  on  donnait  le  centre  I,  on 
décrirait  de  ce  centre,  avec  un  rayon  égal  au  demi-axe  donné,  un  arc  de 
cercle  nn\  qui  couperait  les  deux  tangentes  chacune  en  un  point  71,  n',  par 
lequel  on  mènerait  des  perpendiculaires  à  ces  tangentes,  lesquelles  se  coupe- 
raient en  un  point  F',  qui  serait  le  foyer.  Le  reste  se  ferait  comme  ci-dessus. 

705.  PROBLÊME  i38.  La  direction  d'une  tangente,  un  foyer  et  le  cenùt 
d'une  hyperbole  étant  dormes,  décrire  cette  courbe  ( fig.  nt^S  ). 

Par  le  centre  et  le  foyer  donnes,  on  mènera  une  droite  qui  sera  la  direc- 
tion du  premier  axe  de  Thyperbole  demandée  ;  puis,  par  le  foyer  F' donné, 
on  mènera  une  perpendiculaire  Y'n  à  la  tangente  MT  donnée,  et,  par  le 
centre  I  donné,  et  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  I^  du  centre  au  pied /i  de 
la  perpendiculaire  Yn  à  la  droite  MT,  on  décrira  un  arc  de  cercle  ixB,qai 
coupera  la  droite  IF'  en  un  point  B ,  qui  sera  un  sommet  de  la  courbe.  1/ 
reste  n'offre  plus  de  difficulté. 

706.  PHOBLËME  189.  La  direction  d'une  tangerUeMT,run'R  des  sommeb 
du  premier  axe ,  et  le  foyer  F'  du  même  côté  étant  dormes ,  on  derrumdt  de 
décrire  l'hyperbole  (  fig.  245  ). 

Par  le  foyer  donné  F',  on  abaissera  une  perpendiculaire  F'71  sur  la  tangente 
donnée  MT;  par  le  pied  n  de  cette  perpendiculaire  F'n  et  le  sommet  donné 
B,  on  mènera  une  droite  B/z  au  milieu  de  laquelle  on  élèvera  une  perpendi- 
cglaire  SI,  qui  ira  rencontrer  la  droite  AB  menée  parle  sommet  B  et  le  foyer 
F'  donnés,  en  un  point  I,  qui  sera  le  centre  de  l'hyperbole  demandée.  La 
démonstration  de  cette  construction  est  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  au  n®.  573 ,  au  sujet  de  l'ellipse. 

707.  PROBLÈME  i4o.  Par  un  point  donné  hors  de  r hyperbole,  il  faut  me- 
ner une  tangente  à  cette  courbe. 
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Par  le  point  m  donné  (fig.  245),  comme  centre,  et  avec  rintcryalle 
mE\  de  ce  point  donné  m  à  un  foyer  F^  comme  rayon ,  on  décrira  un  arc 
de  cercle  indéfini  F'E  ;  par  l'autre  foyer,  comme  centre,  et  avec  un  rayon 
égal  au  premier  axe,  on  décrira  un  autre  arc  de  cercle  qui  coupera  le  pre- 
mier en  un  point  E ,  par  lequel  et  le  foyer  F  on  mènera  une  droite  FE ,  et, 
par  le  point  M  où  cette  droite  FE  rencontrera  la  courbe,  et  le  point  donné 
m,  on  mènera  une  droite  mM,  qui  sera  la  tangente  demandée. 

La  démonstration  de  ce  procédé  est  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  au  numéro  574 1  pour  le  problème  analogue  sur  Tellipse. 

708.  PROBLEME  i4i.  On  propose  de  mener  une  tangente  à  V hyperbole pa-' 
rallèlemeni  ou  perperulUculatrement  à  une  droite  donnée  de  position. 

Les  constructions  de  ces  deux  problâmes  sont  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  données  aux  numéros  57$  et  576,  pour  Tellipse. 

709.  PROBLÈME  142.  Mener  une  normale  à  l hyperbole  parallèlement  ou 
perpendictdaîrement  à  une  droite  donnée. 

Même  construction  que  pour  rcllipse  (n*\  577  et  578). 
yio,  DÉFINITION.  'Le  paramètre  de  Thyperbole  est  une  troisième  propor- 
tionnelle entre  le  premier  et  le  second  axe;  de  sorte  qu^en  le  représentant 

par  p^  nous  aurons  2a  ;  26  ;  ;  26  :  /?,  ou  a  ;  6  :  :  26  ;  ^  =  — . 

711.  THÉOEÀME  289.  Je  dis  maintenant  que  la  double  ordonnée  guipasse 
par  un  foyer  est  égale  au  paramètre. 

En  effet,  Tabscisse  de  ce  point  est  a?  =  IF  =  c;  si  donc  nous  mettons 

cette  valeur  de. r  dans  l'équation  r^= — r(^^  —  ^^)  ^^  l'hyperbole,  nous 


aurons j*  =  —;-(c»  —  0^)=  — ^(a^  +  ô*  — a»)  =  — ^  ;  d'où  y  =: , 

et  partant,  2/ =  —  =y9. 

712.  DÉFINITION.  Toute  tangente  qui  ne  peut  toucher  sa  courbe  qu'à  l'in- 
fini, est  nommée  asymptote. 

7i3.  Corollaire.  D'après  cette  définition  des  asymptotes,  il  est  évident 
qu*il  y  a  des  courbes  qui  n'en  ont  point;  car,  pour  qu'une  courbe  ait  des 
asymptotes,  il  faut  qu'elle  s^ctende  à  l'infini ,  et  cette  condition,  qui  est  né- 
cessaire, n^est  pas  suffisante. 

714.  PROBLÈME  143.  Voyons  maintenant  sir  hyperbole  possède  des  asymp-^ 

tates. 

Pour  cela  (fig.  246),  menons  une  tangente  MT  par  un  point  quelconque 
M  de  cette  courbe ,  et,  par  le  sommet  B  du  premier  axe  ÂB,  élevons  la  per- 
pendiculaire £E'  à  cet  axe,  et  cherchons  les  expressions  des  lignes  BTet  B6. 
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a' 

D^abord  nous  avons  trouve  IT  = (  n*.  698  ) ,  et  noo»  ayons  BT  = 

IB  —  IT  =  o  —  IT;  donc  BT  =  a — . 

Ensuite,  les  triangles  semblables  TBG,  TPM,  noas  donneront  PT  :  BT:.' 
PM  :  BG.  Mais(n».  699)  PT  =  ^~''\  etPM=y  =  A /a?* —a»,  donc 
*'  ~  "*  .  o  —  ^ . .  i- /a;»— o>  :  BG,  ou  (a?*— a»)  :  a;— a:  :bJa;*—a*  l  B6, 


jc  X  •  •  a 


*(— 4) 


d  OÙ  BG  = — = -^ =— 7==r  =  —  ;  ainsi  donc 

x^ — a'  ^x*  —  a"  /    û* 

a  ^  ^         1^ 

b{i ) 

BT=  a  —  — ,  et  BG  =  —       ^    (i). 

Jl 

^  x^ 

Pour  que  la  tangente  TM  devienne  une  asymptote,  il  faut  (n^  712)  que 
le  point  de  contact  M  soit  à  Tinfini ,  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes»  il  faut 

que  x  soit  infini  ;  mais,  en  faisant  a?  infini,  les  fractions  —^  et  —  se  rédui- 

X  X 

sent  à  zéro;  ce  qui  réduit  les  expressions  (1)  aux  suivantes  :  BT=: a,  cl 
BG=6;  c'est-à-dire,  que  l'hyperbole  a  deux  asymptotes  lE ,  lE'^  et  ces  deui 
asymptotes  passent  parle  centre  et  rencontrent  la  tangente  ££',  du  sommet 
B,  à  des  distances  BË,  BE'  égales  à  6,  ou  ,  en  d'autres  termes,  au  demi- 
second  axe. 

De  là,  il  est  facile  de  voir  ce  qu'il  faut  faire  pour  mener  les  asymptotes 
de  l'hyperbole. 

Remarque.  Si  les  deux  axes  de  l'hyperbole  étaient  égaux ,  les  triangles 
IBE,  IBE'  seraient  isocèles,  et  comme  ils  sont  rectangles,  les  angles  EIB, 
ElB  seraient  de  l^^"". ,  et  par  conséquent  leur  somme  EIE',  ou  l'angle  des 
asymptotes  serait  droit. 

7 15.  DÉFINITION.  On  appelle  équilaûre  une  hyperbole  dont  les  deux  aies 
sont  égaux,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  celle  dont  les  asymptotes  sont  per* 
pendiculaires  entre  elles. 

716.  THEOREME  nl^o.  Si  par  un  point  M'  d*iaie  branche  d'hyperMi 
(  fig.  246  )  on  mène  une  perpendiculaire  R^o,  à  Vaxe  AB,  prolongée  jusquam 
asymptotes;  je  dis  quon  aura  i®,  M'R'  =  /?io;  2®.  M'R'  X  M'o  ^=,b^  oa 
R'm  Xmo=ô^ 

En  effet ,  i^  on  a  P'M^=P'm  et  FR'  =  P'o,  puisque  V"l  divise  l'angle 
RIr  en  deux  parties  égales  ;  donc  P'R'— FM' =  Fo — P'to  ou  M'R' =  mo, 
ce  que,  i*.  il  fallait  démontrer. 
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a».  Les  triangles  semblables  IBE,  IP'R',  donnent  IB  :  BE  :  :  IP'  :  P'R'  = 

i?l^;d'où(FR')»  =  Œ:x(IP')«  =  -^X(IP')» (I);   mais  le 

point  M' étant  à  Thyperbolc,  nous  aurons (P'M')»  =-^  {(IV'y—aH  ;  si  donc 
nous  retranchons  celte  dernière  équation  de  Tcquation  (i),  il  nous  viendra 
(P'R')*  —  (P'MO^  =  -^  {  (IF)*— (IPO^  +«"}  =  ôS  ou  (P'R'-fP'MO  X 

(FR'  —  P'M')=  b^;  mais  P'R'+  P'M'  =  FR'+P'm  =  R'm,  et  P'R'—  FM' 
=  P'o  —  P'm  =  mo;  donc  R'mXom=62^  et,  puisque  om=:M'R'  et 
R'm  =  M'o ,  on  aura  aussi  M'R'  X  M'o  =  b\ 

717.  Corollaire  i.  Si  donc  on  avait  une  autre  perpendiculaire  R/jf  au  pre- 
mier axe  AB,  on  aurait  RSx  8/7  =  62^  et  RM"xM^/  =  ô^  et  partant, 
R'm  X  om  =  R'M'  x  M'o  =  RS  X  S7  =  RM"  X  WU/ ,  ou  bien  R'm  :  RS 

:  :  S7  :  om  :  :  etc. 

718.  Corollaire  2.  Si,  par  les  points  S  et  m  d'une  branche  de  la  courbe  on 
mène  deux  droites  quelconques  R"r  et  R'"/?,  parallèles  entre  elles,  les  triangles 
SRR",  mR'R'"  et  Sr/7,  mpo  seront  respectivement  semblables,  et  donneront, 
les  premiers,  RS  j  R'm  ;  l  R"S  l  mR'",  et  les  derniers,  Sq  l  mo  ;  :  Sr  I  rnp. 

Si  nous  multiplions  ces  proportions  par  ordre,  nous  aurons: 
RSxS^lR'mXmoirR'^S  X  Sr;mR'"Xm/7.  Mais  (n^7I7)RSxS7 
=  R'm  X  ^o;  donc  aussi  R"S  X  Sr  =  mR"'  x  mp,  c'est-à-dire  que,  si  Von 
mène  deux  droites  quelconques  R''r ,  ^R'",  parallèles  entre  elles ,  et  terminées 
aux  asymptotes,  ï hyperbole  coupera  chacune  de  ces  droites  en  un  point  S, 
m ,  de  manière  que  le  produit  des  segmens  R''S ,  Sr  de  la  première ,  égalera 
celui  des  segmens  mlM'\  mp  de  la  seconde. 

71g.  Corollaire  3.  Si,  par  les  points  N  et  M ,  où  les  parallèles  quelconques 
rR"  et  ^R'"  menées  par  les  points  S  et  m  rencontrent  la  même  branche  de 
l'hyperbole ,  on  abaisse  les  perpendiculaires  r'S',  r"S",  a  l'axe ,  on  aura  les 
triangles  semblables  rNS',  ^MS^  et  r'NR",  r"MR'",  qui  donneront,  les  pre- 
miers S'N  :  S"M  :  :  rN  :  pM,  et  les  derniers  r'N  :  /^M  :  :  NR"  :  MR'^  Si  nous 
multiplions  ces  deux  proportions  par  ordre,  nous  aurons  S'NXr'N  I  S"Mxr"M 
:  :  rN  X  NR"  :  ;;M  X  MR'".  Mais  (  n«.  7 17  ),  S'N  X  /N  =  S"M  X  r"M, 
donc  aussi  rN  X  NR"  =  ;?M  X  MR"^ 

720.  Corollaire  4.  Si  Tune  des  parallèles  quelconques  rR",  ^R'",  était  tan- 
gente à  la  courbe,  les  deux  points  S,  N  ou  m  et  M  d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  courbe,  se  réduiraient  en  un  seul  qui  serait  le  point  de  contact; 
ainsi,  en  supposant  la  tangente  r"'S'"  parallèle  à  la  droite  rR",  on  aura,  d'a- 
près ce  qui  procède  ,  R''SxSr  =  S'"KxK/",  et  rNxNR"=S'"KxK/^"; 
donc  R"SxSr  =  rNxNR". 
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Si  mainlcnant  nous  faisons  attention  que  R'^S  =  S  N+ NR'\  et  que 
rN  =  rSH-SN,  nous  verrons  que  SrxSN-l-SrxNR"=SrxNR"HnSNxNR^; 
d^où,  en  retranchant  la  partie  commune  aux  deux  membres,  Sr  x  SN  = 
SN  X  NR'',  et  divisant  ensuite  par  SN,  facteur  commun,  Sr=NR"....  (2); 
d^où  il  suit  que  ,  si  dans  une  branche  de  V hyperbole,  on  mène  une  droite 
quelconque  rR",  terminée  de  part  et  d'autre  aux  asymptotes,  les  parties  rS, 
R''N,  de  cette  droite,  comprises  entre  la  courbe  et  une  asymptote,  sont  égales 
entre  elles. 

Il  est  évident  que  les  distances  rN,  R"S  sont  aussi  égales  entre  elles,  car  si 
Ton  ajoute  la  quantité  SN  dans  chaque  membre  de  Téquation  (2),  il  viendra 
Sr  +  SN  =  NR"  +  SN  ou  rN  =  R"S. 

721.  THÉORÈME  241-  Si  par  un  point  m  quelconque  de  l'une  des  branches 
de  l  hyperbole  (fig.  246)  on  mène  une  parallèle  mm!  au  premier  axe ,  an  aura, 
i*>.  mçf  =ym',  et  2®.  mçf  x  my^  =  a*  ou  pW  Xy'nrJ  =  a*. 

En  effet,  I^  on  a  Qm  =  Qm',  et  Qp'=  Qy',  et  par  conséquent  Q/w  —  Qç 

=  Qm'— Qx'.  Mais  Qm— Q(/=m^,  et  Qm'—Qy'=ym'\  donc,  i*.  m^=yrri. 

2^  Les  triangles  semblables  lQy\  IRE'  donnent  IR  Z^Q  ::BE':  IQ, 

d'où/Q=  i52<^=^  X  IQ,  et  partant,  cyQ)-  =  -^x(IQ)* (i) 

Le  p  oint  m  est  à  la  courbe,e  t  on  a  P'm=I  Q  ;  d' où  il  suit  que  (I  Q)*= — (a?*— û*), 

ce  qui  donne  x^  ou  (IP')^  =  (Qm)^  =  -^ {  (IQ)*  +**}. 

Si  de  cette  dernière  équation  nous  retranchons  Téquation  (i),  il  nous 

vicndra(Qm)^-(yQ)-  =  -^{(IQ)^  +  6--(IQ)^}=a»;     mais, 

(Q^)^-(yQ)^  =  (Q^+/Q)(Q/w-/Q),  Qm-h/Q=m/,  et 

Qm  —  y'Q  =  Qm  —  p'Q  =  mt/,  et  partant  m^  x  ms^  =  a^.  Enfin ,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  aurait  aussi  ç^m^  X y'm' zi^a^^  et  par  conséquent, 
my'  X  mç'  =  m'j'  X  mV.  Si  donc  on  avait  une  autre  parallèle  Sm'"  à  l'aie, 
on  aurait  de  même  Sj  X  S(^  =  a%  ou  c?m'"  x  jm'"  =  a* ;  d'où  il  suit  que 
mf  X  mçf  =  Sj  X  S^  =  jny  X  mV  =  iW  Xyml". 

722.  Corollaire  i.  Si  par  deux  points  S  et  ttz  quelconques  d*unc  branche 
d'hyperbole,  on  mène  deux  droites  parallèles  entre  elles»  de  manière  qu'elles 
rencontrent  l'autre  branche  aux  points  m'' et  m'%  et  deux  autres  droites 
Sm'"  et  mm'  parallèles  au  premier  axe  AB,  les  triangles  S^X,  my^X'  et  Sr/, 
r/uY  seront  respectivement  semblables,  et  donneront,  les  premiers,  Sy  \  mj 
\,\  SX  \  mX',  et  les  derniers  ^ç  \  mç'  :  ;  S/ 1  m/. 

Si  nous  multiplions  ces  proportions  par  ordre,  nous  aurons  : 
SyxSi;  :  myxmi?'  :  :  SXxS/  ;  mX!xmt';  mais(n^  721  )  SyXSç=myxmç\ 
donc  SX  X  S/  =  mX'  x  ^^^ 
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On  ilcmontrerail  de  même  que  m"X  x  XS  ^  m"\'  x  X'm;  d'où  il  suit 
qae,  si  l'on  mène  df^iix  droits  i/uelcontjuesSm",  mm"  parallèles  entre  elles, 
et  terminées  aux  (I^:uj:  branches  de  l'hyperbole ,  les  produits  des  distances  SX , 
S/,  etmX',  ml',  oum"X,  m"ietm"X',  m"  t' d'une  extrémité  de  chacunedeces 
droites  aux  points  oit  ces  rnénies  droites  rencontrent  les  asymplotes^serontégaita:. 

723.  Corollaire  2.  Si  Tune  des  parallèles  quelconques  Sm",mm'\  passait 
par  le  centre,  la  proposition  serait  encore  vraie,  et  comme  les  points  oiî 
celle  droite  rencontrerait  les  asymptotes,  se  réduiraient  en  un  seul  qui  serait 
le  centre  de  la  courbe,  on  aurait  (KI)^  =  SX  X  S/,  et  (Kiy  =  /n"Xx  fn"t; 
d'où  SXxS/^  m"XXi7i"/  ;  mais  SX=^Sm" — 7?i"X,  et  m,"l  =  m"S  —  tS; 
âoDC  S/xSm"  —  S/Xm"X^m"XXm"S  —  m"X  x  S/;  et  en  supprimant 
le  produit  commun,  il  résulte  S/  =  m"X...(i);  c'est-à-dire  que,  sU'onmène 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  les  deux  branches  de  l'hyperbole,  les  par- 
ties de  cette  droite ,  comprises  entre  la  courbe  et  les  asymptotes,  seront  égales 
tnin  elles. 

-  Il  est  évident  que  les  distances  SX,  tm"  sont  aussi  égales  entre  elles;  car, 
en  ajoutant  la  quantité  iX  dans  chaque  membre  de  l'équation  (i),  on  aura 
S>t-\-tX  =  m"X  -f-  /X ,  ou  SX  =  in"t, 

y24-  Corollaire  3.  De  cette  proposition  et  de  celle  du  numéro  yao,  résulte 
un  moyen  bien  simple  de  décrire  une  hyperbole  dont  on  connaît  un  point  et 
les  asymptotes. 

En  effet,  soient  AB  et  CF  les  asymptotes,  et  M  le  point  donné  (fig.  247). 

Par  le  point  M,  si  l'on  mène  tant  de  droites  EF,  GII MM'",  MM" , 

qu'on  voudra,  et  qu'ensuite  on  fasse  FM'=EM,IIM"=GM, F'M"'=E'M, 

H'M"  =  G'M,  ;  il  est  évident  que  les  points  M',  M'' M'",  M", 

seront  à  l'hyperbole. 

725.  Corollaire  l^.  Il  suit  évidemment  de  ce  que  pour  une  droite  quel- 
conque rR"  (fig.a^ti)  on  a  rS  =  ]NR"  et  SR"  =  r]N  ,  que  pour  une  tangente 
gw^w  on  aura  S"'K^r'"K,  car  alors  les  deux  points  d'intersection  de  la  droite 
et  de  la  courbe  ,  se  réduisent  au  point  de  contact  K.  Quant  à  la  droite  K'K 
qui  passe  par  le  centre  et  qui  se  termine  de  part  et  d'autre  à  la  courbe,  nous 
avons  vu  qu'elle  était  divise'e  en  deux  parties  égales  par  le  centre,  ce  qu'on 
Induirait  des  considérations  précédentes. 

726.  Corollaire  5.  De  là  résulte  un  moyen  bien  simple  pour  mener  une 
tangente  à  une  branche  d'hyperbole,  dont  on  connaît  les  asymptotes  AB,  CD 
(fig.  247  )  1  p3r  un  point  m  de  la  courbe  ;  car,  si  l'on  suppose  que  ST  soit  la 
tangente  demandée;  d'après  ce  qui  précède,  le  point  de  contact /n  sera  le  mi- 
lieu de  ST  ;  si  donc  par  le  point  rn  on  mène  la  droite  nip  parallèle  à  l'asymp- 
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tote  ABy  la  distance  IS  sera  diviscfe  en  deux  parties  égales  aa  point  ^;  d*oa 
il  suit  que  pour  mener  la  tangente  ST,  il  suffira  de  mener  la  droite  mp  par 
le  point  donné,  parallèlement  à  Tasymptote  AB,  et  ensuite,  de  faire ^S=/iI; 
la  droite  menée  par  le  point  S  et  le  point  m,  sera  la  tangente  demandée. 

727.  THÉORÈME  242.  Si  poT  dcux  pouds  E  <?/ F  (Tune  branche  d'hyptt^ 
bole  owmcne  les  droites  £H  et  FG,  EL  et  FK  (  fig.  24g)  respecttçement pa- 
rallèles aiix  asymptotes,  on  aura  toujours  HE  X  EL  =  GF  X  FK. 

En  effet,  par  les  mêmes  points  E  et  F,  menons  deux  droites  quelconques 
pmj  bd^  parallèles  entre  elles,  prolongées  jusqu^aux  asymptotes;  les  tiian- 
gles  HEm,  GFJ  seront  semblables  et  donneront  Em  lYd\i  HE  ;  GF  ;  et 
les  triangles  IjE;?,  KF6,  qui  seront  semblables  aussi,  donneront  £/i  lYb\\ 
EL  ;  FK.  Multiplions  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  nous  aurons 
EmxE;9:FdxFô::  EHxEL;  GFxFK;  mais  (n^.  718)  E/nxE^ 
=  Frf  X  FA  ;  donc  EH  x  EL  =  GF  x  FK  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

728.  Corollaire  i.  Il  est  clair  que  si,  par  le  sommet  a  de  la  courbe,  oa 
mène  les  droites  aQ,  aR  respectivement  parallèles  aux  asymptotes,  on 
aura  aQx^B  =  EHxEL  =  GFXFK,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
aQ  X IQ  =  ni  X IIE  =  IG  X  GF. 

729.  Corollaire  2.  Comme  le  sommet  a  de  la  courbe  est  un  point  remar- 
quable, on  peut  regarder  les  coordonnées  IQ,  aQ  de  ce  point  rapporté  aux 
asymptotes,  comme  des  constantes  ;  représentons-les  para  et  &,  et  reprér 
sentons  par  or  et  y  les  coordonnées  IH  et  HE  ou  IG  et  GF  d^un  point  qaeU 
conque  E  ou  F,  ou,  etc.  de  la  courbe  :  nous  aurons  xy^=zab  pour  Téqua- 
tion  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

780.  Corollaire  3.  Il  est  visible  que,  si  l'hyperbole  était  équilatère,  les 
triangles  IRa,  IQa  seraient  isocèles  et  égaux,  et  que,  par  conséquent, IQ^ 
Qa ,  ou  a  =:  6,  ce  qui  réduirait  l'équation  o;^  =  a6  à  celle-ci  xy  —  a\ 
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Jj* Hyperbole  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués. 

731.  THEOBEME  243.  Je  dis  maintenant  que,  si  par  le  point  de  canUuiJL 
d'une  tangente  quelconque  r^"S'"  et  par  le  centre  de  V hyperbole  on  nèène  une 
droite  IK  prolongée  indéfiniment,  cette  droite  IK  sera  un  diamètre  de  la 
courbe ,  et  les  droites  que  ce  diamètre  divisera  en  deux  parties  égales,  seront 
parallèles  à  la  tangente  r^"  S'"  (  fig.  246  ). 

En  effet,  soit  iM'r  une  droite  quelconque  parallèle  à  la  tangente  r'^S^\ 


a^oHiratE  plahe. 
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tlbord  on  aura  (i) 9'£l"  =  .yV,  en  vertu  des  triangles  semblables  IK/"', 

Lr/R",  et  \r"'S"' ,  IRV,  la  tangente  r"'S"'  étant  divise'e  en  deux  cgalemcntau 
point  K;  mais  on  a  aussi  SIV'^rN,  en  vertu  des  propositions  précédentes; 
5i  donc  on  retranche  l'c'quation  (i)  de  celte  dernière  ,  on  aura  SR"  —  ç'R" 
==:rN  — 7'r.  Mais  SR"  — y'R"  =  Sy'  et  rN  —  7'r  =  */']N  ;  donc  Sq'  =  q'N: 
donc  la  droite  IK  divise  en  deux  parties  égales  toute  parallèle  rR"à  la  tan- 
ntc  r"'S"'  ;  donc  enfin  la  droite  IK  est  un  diamètre  de  riiyperboic. 
Il  serait  facile  «le  démontrer  que  la  réciproque  de  cette  proposition  est 
'  Traie,  c'esl-à-dirc  que  si  par  le  milieu  t/  d'une  droite  quelconque  R'V  ou 
menait  une  droite  au  centre,  cette  droite  tj'l  diviserait  en  deux  parties  égales 
le*  parallèles  à  la  droite  R'V,  et  passerait  par  le  point  de  contact  K  de  ta 
tangente  r'"S"',  parallèle  à  cette  même  droite  R"r. 

733.  TUKORÈME  244-  Si  par  l'extrémité  K' du  diamc/re  KK' qui  passe  par 
.  Je  point  de  contact  Kde  la  tangente  r"'S"' ,  on  mène  une  parallèle  S"r"  à 
tangente,  cette  parallèle  S"  r"  sera  égale  à  la  tangente  S"V"  et  sera 
isée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  KK'. 

En  effet,  les  triangles  Kr"'I,  IK'S"  et  S"'KI,  IK'r"  sont  respectivement 
égaux,  puisque  IK  ^  IK',  et  que  ces  triangles  ont  visiblement  les  angles 
cgaax  :  donc  K'r"=KS'"et  K'S"  =  Kr'"i  donc  1'.  KV"-f  K.'S"=:KS"'-4-Kr"' 
ou  r"S"=r"'S"\  cl  2'.  à  cause  que  KS'"=::  K/-'",  on  a  KV"  =  K'S";  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

^33.  Corollaire  1.  II  suit  de  là  que,  la  droite  S"r"  est  tangente  à  l'hyper- 
ole  au  point  K';  de  sorte  que  les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  sont  parallèles  et  égales  entre  elles. 

^34.  Corollaire  2,  Il  snit  encore  de  là  que,  si  l'on  mène  deux  tangentes 
parallèles,  la  droite  qui  joindra  les  points  de  contact  passera  par  le  centre 
cl  sera  par  conséquent  un  diamètre. 

733.  Corollaire  3.  On  voit  encore  de  là  que,  si  l'on  joint,  deux  à  deux  , 

les  points  ofi  deux  tangentes  parallèles  rencontrent  les  asymptotes  ,  par  des 

droites  S"'S",  r'"r",  on  aura  un  parallélogramme  S"'/-"'r"S"  dont  les  côtés 

S'"S" ,  r"'r"  seront  parallèles  au  diamètre  qui  passera  par  les  points  de  con- 

^^■et  K,  K'  des  tangentes  en  question  S'V",  S"r". 

^^B^36.  TnÉORÈME  245.  Je  dis  mainlenant  que ,  si  par  le  centre  de  l'hyper- 

^bole  on  mène  une  parallèle  q'Uf  aux  tangentes  menées  aux  extrémités  d'un 

diamètre  quelconque  KK',  cette  droite  q"q"'  divisera  en  deux  parties  égales 

toute  parallèle  Stm"  au  diamètre  KK',  et  terminée  de  part  et  d'aulre  à  la 

rotirbe  aux  points  S  et  m". 

En  effet,  la  droite  //"*/'"  divise  en  deux  parties  égales  la  droite  S"'S'  qui 

S7 


*  Traîp 


^  Je  poil 
mtttùt  I 


la)  ta 
Kole 


CÛCnS  DE  COSSTBUCTION. 
passe  pai'  les  cxlronlilcs  des  tangentes  mcnccs  aux  points  K  et  K.';  or,  ccll 
droite  S"'S"  est  parallèle  au  diamclrc  KK',  et  par  conséquent  à  la  droil 
Sm";  donc  la  droite.  (f(f^  divise  ausii  en  deux  parties  égales  la  droite  /X 
d'où  il  suit  que  ///"  =  (y"X.  Mais  nous  avons  vu  que  W  =  S.\.,  doni 
/m'' — /(/''  =  SX  —  (/"X,  ou  m'Y'  =S(/";  ce  qu'il  fallait  démontrer, 

737.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que,  la  droite  7"'/'"  est  un  diamètre, 
que  ce  diamèlrc  est  conjugue  au  diamètre  KK'. 

738.  Corollaire  1.  Il  suit  encore  de  là  que,  si  l'on  prend,  sur  le  diamètre 
Kk',  à  droite  et  à  gauche  du  centre,  des  abscisses  IP',  h/'  égales  entre  elles, 
les  ordonnées  P'n,  7'N  seront  égales  entre  elles. 

739.  PROBLÈME  i44-  Clierckons  maînfenant  la  relaliunqtiil y  a  entiv  Ui 
coordonnées  d'un  point  fjuehonque  de  l  hyperbole,  en  rapportant  cette  courbe 
à  ses  diamètres  conjugues. 

Soit  le  point  N,  quelconque,  rapporté  aux  diamètres  conjugutîs  KK' 
c/Y";  en  menant  par  ce  point  N  la  droite  K"r  parallèlement  au  diamèln 
tj"ff"',  et  par  l'origine  K  du  diamètre  KK',  la  tangente  r"'S"':  cy'N  sera  l'orJo» 
née,  et  le/  l'abscisse  du  point  N,  et  les  triangles  scmlitahlos  IK/""',  l</ft* 
donneront  (r/R")^  ;  (K/''^  :  ;  (I7')"  :  (IK)^.,(i).  Mais  SK"xSr=KS"'xK/'. 
ou  SR"xSr  =  (KOS  puisque  KS"'  =  Kr'";  or,  SR"  =  f/R:'+q'S=z 
^'R"_1_^'N,  et  Sr:=./}'r — r/'S  =1  r/'I\"  —  i/'N  ,  et  par  conséquent  SR''xSr= 
iq'Wy—Of^y;  donc  (KO*=C'/'R"3^— ('/N)^  Si  nous  mettons  cette  Talcor 
tic  (K/-"')*  dans  la  proportion  (1),  il  nous  viendra  (7'R"}^  '.  (7'R")* — (f/y)^'/. 
{hfy  :llK.y- ,  d'où  C'/R")*  :(7'^)'"CI'/V:(VJ"  — (1^.)%  «  qui  donne 
((/'R")»  =  '  ,,  ''^ali  '•  Mettons  celte  valeur  de  (r/'R")-  encore  dans  lapro- 
portion (t).  et  nous  aurons  ^f,^!'^ i^^f  :  (KO'  :  :  CvV  :  (ï^^)'  .  et  CD 
divisant  les  anlccédens  par  (iq)^,  et  les  multipliant  par  (l(/')'  — C"^)*'  '^ 
viendra  i'/'^)'  *  (Kr"')*  •  ■  iW^  —  C^)^  •  C'K)=.  Si  nous  représentons  p*" 
^  l'ordonnée  7'N,  par  .T  l'abscisse  I7',  par  a  le  demi-diamètre  IK,  et  par  4 
la  moitié  K/"' de  la  tangente  S"'r"' ,  nous  aurons  j'Ii*;;,T' — o*;fl*i 
d'où  nous  tirerons  j^"  =  — rC^"  —  ***)  pour  la  relation  demandc'c. 

740.  Retiart/ue.  On  voit  que  cette  équation  est  semblable  à  celle  que  nom 
avons  trouvée  en  rapportant  l'hyperbole  à  ses  axes,  ce  ({ui  doit  être,  puisqaclei 
axes  sont  des  diamètres  conjugués.  Ainsi,  nous  pourrons  nous  servir  de  celli 
équation,  tant  que  l'origine  sera  au  centre,  que  l'hyperbole  soit  rappor 
téo  à  ses  axes  ou  à  ses  diamètres  conjugues ,  en  se  rappelant  que  dans  le  pi 
micrcas  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  a  et  6  représentent  les  dw 
axes,  et  que  dans  le  second  cas  les 'coordonnées  sont  obliques,  et  a  cl  A 
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présentent  les  demi-diamètres  conjugues.  II  faut  bien  se  rappeler  aussi,  que 
dans  les  deux  cas,  les  ordonnées  sont  parallèles  aux  tangentes  menées  aux  ex« 
trémitcs  du  diamètre  des  x^  et  que  ces  tangentes  sont  égales  au  diamètre  des  j. 
74 ï-  THÉORÈME  246.  Je  dis  maintenant  que  le  carré  d'une  ordonnée  quel^ 
conque  est  au  produit  des  distances  du  pied  de  cette  ordonnée,  aux  extrémités 
du  diamètre  des  x ,  comme  le  carré  du  demi-diamètre  des  y  est  au  carré  du 
demi-diamètre  des  x,  quels  que  soient  les  diamètres  conjugues  auxquels  on 
rapporte  la  courbe. 

En  effet,  Téquation  J^  =  -T-f^^— «^)  nous  donne  j^  :  x^—a^\  ;  6^  :  a-; 

mais  s'il  s'agissait  du  point  n  (fig.  246),  j  =  P'/ï,  0:=:  1P\  et  comme  a  = 

IK  =  IK',  nous  aurions  (P'/î)^  :  (IP^^  —  (IKO=  ;  :  6»  :  a^  ;  or  (IP^^— (IK')^ 

=  (IP'  +  IK')  (IP  — IK')  ;  IP  ^  IK'  ou  IP^ -4-  IK  =  KP\  et  IP  — IK'  =  K'F; 

donc  (^'nY  :  KP^  x  K'P-  ;  :  6^  ;  a*  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

742*  THEOREME  247*  Si  Von  considérait  deux  points  successifs  quelconques 

de  r  hyperbole,  les  carrés  des  ordonnées  seraient  entre  eux  comme  les  produits 

des  distance^  des  pieds  respectifs  de  ces  ordonnées  aux  extrémités  du  diamètre 

des  X. 

En   effet,   considérons  les  points  M   et  N  (fig.  246),   nous  aurons  : 

{q-yiy  :  KiyxK'^  ::  b^:a\  et  {q'^y  :  K//xkv/  ::6*:a^  donc 

[fl^iy  :  (jfS^y  :  :  K7  x  YJq  :  K^'  x  KV/;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Cette  propriété  appartient  aussi  à  l'ellipse,  mais  il  y  a  cette 
différence  entre  l'ellipse  et  l'hyperbole,  que  le  pied  de  l'ordonnée  d'un  point 
quelconque  de  l'ellipse  tombe  sur  le  diamètre  des  Xj  tandis  que  dans  Thy- 
pcrbole  le  pied  d'une  ordonnée  quelconque  tombe  nécessairement  sur  le 
prolongement  du  diamètre  des  x. 

743.  Corollaire.  De  ce  que  l'équation  de  l'hyperbole  reste  la  même,  soit 
qu'on  la  rapporte  k  ses  axes  ou  à  deux  diamètres  conjugués  quelconques,  il 
s'ensuit  que  si  une  hyperbole  était  donnée  par  deux  diamètres  conjugués,  on 
parviendrait  à  décrire  cette  courbe ,  en  déterminant  ses  coordonnées  sur  ses 
diamètres  conjugués  pris  comme  axes,  et  inclinant  ensuite  les  coordonnées 
de  la  même  manière  que  celles  de  l'hyperbole  demandée;  car  les  coordonnées 
n'ayant  point  changé  de  grandeur,  elles  auraient  toujours  entre  elles  la  même 
relation,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  voir  dans  la  figure  248. 

744.  ÏHÉOBÈME  248.  Supposons  Ihyperbok  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  AB,  CD  (fig.  24g),  et  que,  par  un  point  M  de  la 
coutbe,  onaiiabaissé  l'ordonnée  MP;  si  Von  prend  un  point  T  sur  le  diamètre 

ÂB  des  abscisses,   de  manière  que  IT  =  ■  ,p^  ,  je  dis  que  la  droite  TM  qui 

passera  par  le  point  T  et  le  point  M  sera  tangente  à  la  courbe  au  point  M. 
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En  effet ,  par  un  point  quelconque  /de  la  droite  Ht,  menons  une  ordonncc 
tV   au    diamètre   AB  ,   les   triangles   semblables   TMP ,    TlP'   donneront 

Fr:TP'::PM:P'/;  raaisPT=lP-lT  =  IP-^'=-ii^^^^i^^, 
TF  =  1F-1T  =  IP'-^=^^'X^;;-^^^N  dlc, 

(iP)'-(Ar/   .  ip'xiP-(Ar/  . .  p« .  p..__  FM  {ip'  X  iP-(Ar;| 

ÏP  •  ÏP  ..iriTx.ir*—  (IP)»  — (AI/  ' 

ou    (p,^.::^  WniP-XlP-(AI)r     ^^     ■     , 

"^     ^  ^(IP)'— (AI)'J'  ^  '^ 

Les  points  M  et  M' étant  à  l'hyperbole,  nous  aurons  (P'M')*  :  (PM)*  :; 

(ip')«  -  (AI)»  :  (ip)»  -  (AI)»;  d'où  (P'M')'  =  (PMm;po--cAi)-i_ 

Retranchons  cette  dernière  équation  de  Tcquation  (i),  et  il  nous  viendra 

/p>A,     rP'ai'^*-  (PJ^y^iP'  X  ip  -  (AI)'!'  __  (PM)-{  (ipQ'-  (Ai)-{ 

^     ''         ^         ^  UlP)'— (AI)'!'  (IP)'  — (AI/ 

_  (PM/{  { (IPQ  X  IP~  (AI/}  »  —  {(IPQ'  -  (AI/  }  {qP/  ~  (AI/  ]  } 
~-  {(IP/-(AI/r 

rPM>>»  [  (IP0»x(IP)»-2(AI)»xIP'xIP-H(AI)4-(lP')>x(IP)») 
_    ^*^^^   \  H-(IP')'  X  (AI)«  +  (AI)'  X  (IP)«  —  (AI)4  { 

{ (iP)"^^Ai)M~' 

_    (PM/  {  (IF/  X  (AI/+(AI/  X  (IP/  —  fl(Aiy  X  IP'  X  IP  } 

Î(IP/-(Â'I)*}« 

_    (AI/x(PM/{(IPO'+(IP/~aiyxIP}    çjg^g^ 

{(iP/~(AI/}' 

fP'lS «  -  rP'M'^*  —  (AI/X(PM/X(IF-1P/ 
(P/)    —(FM)    _  j(ip^)._(Al/p        • 

Le  second  membre  de  cette  ëquation  est  essentiellement  positif,  puisque 
c'est  un  carre  ;  donc  la  différence  (P'/)*  —  (P'M')'  le  sera  aussi  ;  d*où  il  sait 
que  P'/>  P'M',  donc  le  point  t  est  hors  de  la  courbe,  donc  enfin  la  droite 
MT  n'a  que  le  point  M  de  commun  avec  l'hyperbole. 

'j^5.  THÉORÈME  249-  Réciproquement,  si  par  le  point  M  on  mène  une 
tangente  TM ,  la  distance  IT  du  centre  au  point  T  où  cette  tangente  rencontre 

le  diamètre  des  abscisses,  sera  égale  à    ..;"♦ 

(Ar* 

En  effet,  nous  venons  de  démontrer  que  si  IT  =  ■         ,  la  droite  TM  était 

tangente  à  la  courbe  au  point  M  ;  si  donc  la  tangente  menée  au  point  M  ne 
rencontrait  pas  le  diamètre  des  abscisses  au  point  T,  il  y  aurait  deux  tan- 
gentes différentes  au  même  point  M  de  la  courbe,  ce  qui  est  impossible;  donc 
la  proposition  est  démontrée. 


GÉOMËTRIË   PLANE.  4^^^ 

(AD* 

746.  Corollaire  i.  Il  suit  de  ce  que  IT  =  ^  .^   ,  que  la  dislancc  du  centre 

au  point  où  la  langenle  rencontre  le  diamètre  des  abscisses,  est  troisième 
proportionnelle  à  Tabscisse  du  point  de  contact  et  au  demi-diamètre  des 
abscisses,  comme  dans  le  cas  où  Ton  rapporte  l'hyperbole  à  ses  axes. 

747.  Corollaire  2.  La   sous-tangente    PT  =  1P  —  IT  (fig.  249),     d'où 

(Aiy  _  (iP/-(Aiy  _  œ^-a^ 
*'1=1^  îp-—  ïp  —       a:       ' 

748.  THÉoBÈME  25o.  Par  le  point  de  contact  M  d'une  tangente  T/  (jucl-- 
conque  (  fig.  249  ),  soit  menée  une  droite  Ml  au  centre  de  r hyperbole;  puis , 
supposons  que  par  l'extrémité  B  du  diamètre  AB  des  abscisses ,  on  ail  mené 
une  parallèle  BM'  à  la  droite  MI,  et  que  par  le  point  M',  ou  la  droite  BM' 
rencontre  la  courbe,  on  ail  mené  une  droite  M'A  à  V extrémité  A  du  diamètre 
AB,  la  courte  étant  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  AB,  CD  quelcon- 
ques :  je  dis  que  la  droite  A  M'  sera  parallèle  à  la  tangente  T/. 

En  effet,  abaissons  les  ordonnées  MP,  M'P',  du  point  de  contact  M  cl  du 
point  M'  où  les  droites  BM',  AM'  se  rencontrent  sur  l'hyperbole  ;  nous  au- 
rons  (PM)»  :  (P'M')*  :  :  BP  X  AP  :  BF  x  AP' (i). 

D'ailleurs  les  triangles  semblables  IPM,  BM'P'  donnent  PMrFM':: 
IP^BP' (2).  Divisons  par  ordre  la  proportion  (1)  par  la  proportion 

BP  V  AP 

(2),  et  nous  aurons  PMIP'M':: jp :  AP'  ;    mais    BP  X  AP  = 

(IP)^-  (AI)^;  d^où  ??~^  =  ('P)M^')'-pT  (n».  747);  donc  PM  :  P'M' 

:  :  PT  :  AP';  d'où  îl  suit  que  les  deux  triangles  TMP,  AM'F  sont  semblables, 
puisqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  et  que ,  plar 
conséquent,  les  angles  /TF,  M'AP'  sont  égaux  entre  eux  ;  c'est-à-dire  que  la 
droite  AM'  est  parallèle  à  la  tangente  T/;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

749.  Corollaire  i.  Nous  avons  vu  (  n"".  736)  que  la  droite  D'C  parallèle  a 
b  tangente  T/(fig.  249)  était  le  diamètre  conjugué  à  celui  qui  pavssait  par  le 
point  de  contact  M  de  cette  tangente  T/.  Il  suit  donc  de  la  proposition  pré- 
cédente que,  pour  avoir  la  direction  D'C  du  diamètre  conjugué  au  diamètre 
HN,  il  suffira  de  mener ,  par  l'extrémité  B  du  diamètre  AB,  une  droite  BM' 
parallèle  au  diamètre  MN;  de  joindre  les  points  A  et  M'  par  une  droite  AM', 
et  de  mener,  par  le  centre  de  la  courbe,  une  parallèle  D'C'  à  cette  droite  AM', 
et  la  droite  HfQ  sera  la  direction  demandée. 

Quant  à  la  grandeur  de  ce  diamètre ,  on  l'aura  en  menant  les  asymptotes 
de  la  courbe ,  la  tangente  T/à  l'extrémité  du  diamètre  MN,  et  la  longueur  de 
la  partie  de  cette  tangente  interceptée  par  les  asymptotes  sera  la  grandeur 
demandée. 
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moyen  bien  simple  de  mener  une  tangente  ou  une  normale  à  l'hyperbole  pac 
un  point  donné  sur  la  courbe;  car,  il  suffira  démener  un  diamètre  au  point 
donne  M  (fig.  249),  par  rcxtretnilc  li  du  diamètre  donne  AB,  de  mener  uhc 
droite  BM',  parallèle  au  diamètre  MI;  de  joindre  les  points  A  et  M'  par  la 
di'oile  M'A,  et,  par  le  point  donne  M,  de  mener  une  parallèle  T/  à  celle 
droite  M'A,  pour  avoir  la  tangente,  ou  unu  perpendiculaire  RS  à  cette  nidins 
droite  M'A,  pour  avoir  la  normale. 

On  conçoit  aussi  comment,  en  vertu  des  propridte'sdcs  droites  BM',  AM', 
que  nous  appelerons  cordes  supplémcutaîres ,  on  parviendrait  à  mener  une 
tangente  ou  une  normale  parallèlement  ou  perpendiculairement  à  une  droilo 
donnée. 

On  remarquera  que  les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  sur  les 
cordes  supplémentaires  BM',  AM' (fig,  249)  SOI*  vraies  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués,  de  l'hyperbole,  et  que,  par  consc'qucnt,  cIIm 
auront  lieu  pour  les  axes, 

75i.  Corollaire  3,  Puisque  deux  cordes  supplémentaires  sont  respecliTC- 
ment  parallèles  à  deux  diamètres  conjugues,  il  s'ensuit  que  l'angle  de  deux 
cordes  supplémentaires  est  égal  à  celui  des  deux  diamètres  conjugués  qui  leur 
repondent. 

7J2.  CoroUnirc  4-  Si  donc  il  s'agissait  de  mener  deux  diamètres  conjugui's 
à  une  hyperbole  décrilc  et  rapportée  à  un  diamètre  quelconque,  les  dcus 
diamètres  demandés  devant  faire  entre  eux  un  angle  donné,  il  est  clair  qu'il 
suffirait  de  décrire,  sur  le  diamètre  AB  donné  (fig.  249),  un  segment  de 
cercle  capable  de  l'angle  donné;  de  mener,  par  le  point  M',  où  le  cercle  ren- 
contrerait l'hyperbole,  des  droites  M'A,  M'B  aux  extrémités  du  diamètre 
donné  AB ,  qui  seraient  les  tordes  supplémentaires  auxquelles  les  diamèlrcj 
demandés  seraient  respectivement  parallèles. 

753.  PROBLÈME  i/(5.  Supposons  fpie  les  ilcux  branches  ci ime  hyperhoU 
soient  données,  et  riu'U  s'agisse  d'en  iront er  le  centre  et  les  axes. 

On  mènera  deux  droites  «i,  cJ,  quelconques,  parallèles  entre  elles  (fig, 
aSo),  et  par  le  milieu  de  ces  droites,  on  mènera  la  droite  ef,  qui  sera  ui 
diamètre  (  n°.  736)  1  si  donc  on  divise  la  partie  ^/t  de  celte  droite  e/  înlcp 
ccptée  parla  courbe,  en  deux  également  au  point  I,  ce  point  1  sera  le  centre 

Si  maintenant  du  point  I,  comme  centre,  et  d'un  rayon  arbitraire, 
décrit  une  circonférence  de  cercle,  et  (jue  l'on  joigne  les  points  F,  E  et  G 
où  celle  circonférence  coupe  l'hyperbole,  par  les  droites  CE,  GF,  ce»  droîld 
seront  respectivement  parallèles  aux  axes  de  la  courbe,  puisque  Jcs  point 
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F,  E  Cl  G  seront  h  égales  distances  du  centre  (n^.  GyiS)  ;  si  donc  par  le 
centre  I  on  mené  les  droites  AB,  DC  respectivement  parallèles  aux  droites 
£G,  GF,  ces  droites  ÂB,  CD  seront  les  axes  demandes. 

Pour  avoir  la  grandeur  de  Taxe  DC,  on  mènera  une  tangente  à  la  courbe 
en  un  point  quelconque  M ,  au  moyen  des  cordes  supplémentaires ,  et  comme 

(  n*.  700  )  nous  avons  trouvé  It  =  — ,  on  verra  que  b^  =  j  x  1/,  c'est-à-dire 

que  le  demi-second  axe  est  moyen  proportionnel  entre  1/  et  Tordonnce  PM 
du  point  de  contact  M  de  la  tangente. 

754*  Corollaire.  Si  Ton  n'avait  qu'une  branche  dho  de  l'hyperbole,  et 
qu^on  voulût  néanmoins  en  avoir  les  axes,  on  mènerait  d'abord  deux  droites 
quelconques  cd^  i/r,  parallèles  entre  elles,  que  Ton  diviserait  également  en 
deux  par  une  droite/^;  et  ensuite  deux  autres  droites  m/,  no,  aussi  paral- 
lèles entre  elles,  et  que  l'on  diviserait  également  en  deux  par  une  droite 
qr:  les  deux  droites /y,  i/r  se  rencontreraient  en  un  point  I  qui  serait  le 
centre  de  la  courbe  ;  car  tous  les  diamètres  de  cette  courbe  se  coupent  au 
centre,  et  il  est  évident  que  les  deux  droites  /y,  qr  sont  des  diamètres. 

Pour  avoir  les  axes,  par  le  point  I,  comme  centre,  et  d'un  rayon  arbitraire 
on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  l'hyperbole  en  deux  points  G  et  F, 
par  lesquels  on  mènera  une  droite  GF,  qui  sera  parallèle  au  second  axe  CD  : 
on  aura  donc  le  second  axe  en  menant  par  le  point  I  une  parallèle  DC  à  la 
droite  GF.  Si  par  le  point  I  on  élève  ensuite  une  perpendiculaire  à  la  morne 
droite  GF ,  on  aura  le  premier  axe  AB. 

Quant  h  la  grandeur  du  second  axe,  on  l'obtiendra  comme  ci-dessus. 

755.  Remarque.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons 
employé  pour  l'ellipse ,  aux  n^\  619  et  622 ,  on  démontrerait  l^  que  le  rec- 
tangle des  axes  est  équivalent  au  parallélogramme  de  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  ;  2^  que  la  différence  des  carrés  des  demi-axes  est  égale  à 
colle  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués  quelconques. 
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Suite  des  propriétés  de  rilyperbole, 

756.  PBOBLÊME  146.  Proposotis-nous  maintenant  de  trouver  la  longueur 
d'une  droite  dM  menée  par  un  point  quelconque  d,  donné  hors  de  l'hyperbole, 
en  suppos€mt  cette  courbe  rapportée  à  ses  axes  (  fig.  25 1  ). 

Si  par  le  point  M  où  la  droite  c/M  rencontre  l'hyperbole ,  on  mène  une 
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parallèle  MK  aii  premier  axe  AB  ,  et  si  Ton  abaisse  l'ordonnée  dP*  do  poî 
d  donoe',  on  aura  le  triangle  rectangle  e/KM,  qui  donnera 

ÇSÎd)'  =  {KM)>-i-(Kd)K 
Appelons  x,  y  les  coordonne'es  IP,  PM  du  point  M,  et  .x',  y  celles  IP*,  Pi 
du  point  (/  :  comme  KM  =  P'P  =  IP'H-IP,  et  que  Kd=Py— P'K; 
Vd  —  VM,  nous  aurons  KM  =a:+3;'  et  Kd=y' — y  =:  — (y — y);doB 

(rfM)»ouZ^  =  C^-H^'rH-C7-/)^ (t) 

Si  maintenant  nous  représentons  par  A  la  tangente  Irigonomélrique  < 
l'angle  dMK,  en  résolvant  le  triangle  (/MK,  nous  aurons  rfK^  A  X  MK  C 

y — y'=  —  \(a:-i-a;') (2).  Substituons  cette  valeur  dey — y*  dai 

l'équation  CO.ct  il  nous  viendra  Z*^(3:-|-a-')*-|-A='(a:+a'j=^(i-)-A)*(a:-f 

d'oiia:  +  a:' =  — ==r (3).   Substituons  celle    valeur  de  x-i-a^Auf 

/  >  +  A'                                       j^2. 
réquatîon  (2),  et  nous  aurons  j  —  y'  ^ . ■ (4).  Des  dcoi  ci 


pressions  (3)  et  (4).  nous  tirerons  ù 


x'^  iH-A" 


et/=:- 


AZ—rVi+A* 


Les  coordonnées  x,y  clant  celles  IP,  PM  du  point  M  où  la  droite  dMrca- 
contre  l'hyperbole,  il  faut  qu'elles  satisfassent  à  l'c'quation  y^  ^  —.(a:'— a'J 
de  cette  courbe  ;  si  donc  nous  substituons  les  valeurs  de  a:  et  y  dans  celte  ^ii|- 
ti on  mise  sous  la  forme  ay^  —  fr;r'+o'ô'^o,  nous  aurons 

1 4-  A"  1  -f-  A'  I        ,       .      ■ 

ou  en  développant  et  faisant  disparaître  le  dénominateur  i+A', 

o^A^-Z^  — 2«îAyz/i+A^-ha»y'^C'-t-A=)—    }  __  ^ 
i^Z='  +  2fi'a;'Z/i+A='  — i^T'*(^+A=')+o='A='CI^-A»)i  ' 

et  en  rassemblant  ce  qui  multiplie  les  mêmes  puissances  de  Z  . 
(o'A-  — 6')Z'—  i  Caa'A/— 2i\t')/i+A'ÎZ-i-(oy'— èV-H-o-Z-OCi-f-AOs^i 
et  enfin,  divisant  par  (oW  —  6'), 


(5) Z'^ 


fl'A'  — A'  "*"  a'A'~/>' 

Cette  équation  étant  du  second  degré',  donnera  deux  valeurs  pour  %,^ 
I  seront  les  longueurs  JM  et  dm.  Or,  le  terme  tout  connu  de  celle  équalio» 
L  est  égal  au  produit  des  deux  racines;  donc 

(„.,-'-{VH-Jf)(,H-A-) 


dM  Xdm  = 


■((■>) 


757.  Cproilaîre  i.  II  est  évident  que  pour  une  autre  droilc  <//«' ou  Jm  qnî 
passerait  par  le  même  point  (^/,  on  arriverait  à  une  équation  lout-à.faîl 
fiable  à  l'équation  (5),  car  tout  resterait  le  intime,  excepté  A  qui  cxprïroc 
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direction  de  la  droite;  on  aurait  donc  dW X.  dml=:  ^  ^       7a  >.  ^^  ^» -^ 

OU  d^x.dn  =  ^^ ^M^-b^  " 

Si  nous  comparons  réquation(6)  à  chacone  de  ces  dernières,  nous  aurons 
rfMx  rfm  ;  dM!xdnJ  ;  ;    \T.^\  \     'it^l  ,  et  dMx  Jm  :  £/N  x  ^/i  ;: 


,.,  û'A'— *'   •    a'M'—b^  ' 


i+A'  i+A 

— «  A  »  _  A»  î  — îT^^d^»  proportions  qui  sont  indépendantes  des  coordon- 
nées du  point  d  où  se  coupent  les  sécantes  dm^  drn\dn\  mais  elles  dépendent 
des  angles  que  forment  ces  droites  avec  le  premier  axe  AB  de  Fhyperbole  : 
ces  proportions  subsisteront  donc  pour  toutes  autres  sécantes  d!rri\dm! 
ou  pour  toutes  cordes  Mm,  M'^m'''  ou  M'W,  M"W' respectivement  paral- 
lèles aux  premières  sécantes  dm  ^  dm'^  dn\  ainsi  on  aura  dM^dml 
ilMJyc^dm'  :  :  d!m"  x  d!^'  \  ârrlx.  d!lA\  ou  JM  X  rfm  :  JM'  ><dm'  :  :  Môxôm 
:  'HV^'b  X  6?ï'^  ou  encore  dfM  x  dm  \d^x.ndi\  M"a  x  am"  \  "M!" a  x  am"\ 

Ces  proportions  étant  indépendantes,  et  du  point  où  les  droites  en  ques- 
tion se  coupent,  et  de  Tangle  qu^elles  forment  avec  le  premier  axe  de  l'hy- 
perbole, il  en  résulte  que,  si  deux  sécantes  ou  deux  cordes  qui  se  coupent 
sont  parallèles  à  deux  autres  sécantes  ou  à  deux  autres  cordes,  les  produits 
des  segmens  des  premières  seront  entre  eux  comme  les  produits  des  segmens 
des  secondes. 

758.  THEOREME  25 1.  Soît  unc  hyperbole  dka,  cBA(fig.  252)  rapportée 
à  deux  diamètres  conjugués  AB ,  CD  quekonques  ;  par  le  point  a  quelconque 
pris  sur  lune  des  branches  de  la  courbe,  soit  menée  une  parallèle  ab  au  dia- 
mètre AB  ,  et  soit  de  plus  une  double  ordonnée  f  h  ;  je  dis  qu^pn  aura 

he  x^/î  oe  X  ob\\  b^  \  a^. 

En  effet,  pour  le  point/ on  a  (Py)^  =-^  {  {}^"y  —  a^  | ,  et  pour  le 

point  a,  (P'a)»  =  ^{{VPy—a^]  ;  d'où  (PY)^— (Fa)»=^i  {(IFO'—CIP^)»}, 

ou  (Py  +  P'a)  (F/—  P'a)  =  ilciP''  -f  IPO  (IP"  —  IP')  T  mais 
Py+P'a  =  P"A  +  P"^  =  Ae,   V^'f—V'a^Vf—V^e  —  ef,    IF— IP'= 
V9^'  =  ae,   et    IP"+IP'=  IP"4-IP  =P"P  =  fi  ;    donc 

b* 

he  xç/'=— rX  ae^ab^  d'où  il  suit  que  he y<,  ef  \  ae^  cb \\b^  \  a^\  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

759.  PROBLÊME  147.  Un  parallélogramme  abcd  étara  donné  (Hg.  25^), 
on  demande  de  décrire  les  deux  branches  d'une  hyperbole,  de  manière  que 
chaque  branche  passe  par  deux  sommets  du  parallélogramme,  ainsi  qu'on 
le  voit  dcms  la  figure  7,Si,  en  supposant  que  le  rapport  des  deux  diamètres 
conjugués  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme  soit  donné. 
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Supposons  que  ces  deux  diamètres  soient  dans  le  rapport  de  min. 

Par  les  milieux  des  côtés  opposes  du  parallélogramme  abcd^  menons  les 
droites  P'P,  DC,  qui  seront  les  directions  des  diamètres  conjugués  en 
question  ;  puis,  portons  I£  =  m,  par  le  point  £,  menons  une  parallèle  £F 
au  diamètre  DC ,  et  faisons  £F  et  £F'  =  /i;  les  droites  qui  passeront  par  les 
points  I,  F  et  I,  F'  seront  les  asymptotes  de  l'hyperbole  demandée. 

£n  effet,  si  nous  supposons  le  problème  résolu ,  en  menant  par  le  sommet 
B,  la  tangente  BG,  on  aura  les  triangles  semblables  IBG,  lEF  qui  donne- 
ront IB  :  BG::  I£  :  £F;  mais  IB  est  le  demi-premier  diamètre,  et  BG 
(n"".  740)  est  le  demi-second  diamètre;  de  plus,  I£  =  m,  et  EF  =n;  donc 
aibllmln:  donc  enfin  les  droites  IF,  IF'  sont  les  asymptotes  de  Thy- 
pcrbolc  demandée. 

Maintenant,  il  est  facile  de  voir  que  le  problème  proposé  se  réduit  à  celui 
du  numéro  724. 

760.  PROBLÊME  148.  Supposons  qu  il  s' agisse,  comme  ci-dessus,  de  décrin 
les  deux  branches  d'une  hyperbole  qui  passent  par  les  sommets  d*im  parallé- 
logramme dorme  abcd  (fig.  252) ,  ^/i  supposcmt  de  plus  que  Vune  a  Ad  dès  deux 
branches  soit  assujétie  à  passer  par  un  point  donné/. 

Après  avoir  mené  par  les  milieux  des  côtés  opposés  du  parallélogramme 
abcdles  droites  AB,CD,qui  seront  les  directions  de  deux  diamètres  conjugués 
de  rhyperbole  demandée,  on  mènera  par  le  point  donnéy  une  parallèle /%  au 
diamètre  CD,  et  on  fera  P"A  =  P"/,  et  le  point  h  sera  évidemment  un  point 
de  la  courbe  demandée  ;  et  on  aura  (n".  758)  he  xefl  ae  ^  cdf  II  b^  la^^  on 
en  prenant  des  moyennes  proportionnelles eN,  aN'  entre  he,  efj  et  entrent, 
û6,  (^N)*  :  (aN)'*  ;  :  6*  :  a»,  ou  ^N  ;  alS'  :  :  6  :  a;  nous  obtenons  donc  parla 
le  rapport  des  diamètres  bêla  qui  est  ^N  ;  alS^  par  conséquent  le  problème 
est  famené  à  celui  du  numéro  précédent. 

Ce  problème  renferme  plusieurs  circonstances  que  le  lecteur  fera  bien  de 
rechercher. 

761.  PRORLKME  1 4g*  Supposons  encore  quil  s* agisse,  comme  ci-dessus,  de 
décrire  les  deux  branches  diuie  hyperbole  qui  passent  par  les  sommets  a,  h, 
c  et  d  d  un  parallélogramme  abcd  (fig.  252  ),  mais  que  dcuis  ce  cas  on  donne 
le  diamètre  AB  qui  doit  rencontrer  la  courbe. 

Si  nous  supposons  le  problème  résolu,  les  asymptotes  IK,  IK' rencontre- 
ront le  côté  ab  du  parallélogramme  abcd  en  deux  points  K,  K'  qui  nous  don* 
neront(n^72I)(IB)2  =  aKx  K6,  et  (IB)^  =  aK'x  K'6;  si  donc,  sur  le 
càléab  comme  diamètre,  on  décrit  une  dcmi-circonférencc  de  cercle  aMM'6, 
qu  ensuite  on  mène  une  parallèle  MM'  à  la  droite  ab^  à  une  distance  KM 


l  ^XgblgdXgc 
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égale  à  la  moitié  IB  du  diamètre  AB,  et  que  par  les  points  M,  M'  où  cette 
droite  MM'  rencontre  la  demi-circonfërence  AMM'6,  on  abaisse  les  perpen- 
diculaires MK,  M'K\  les  points  K  et  K' seront  les  lieux  où  les  asymptotes 
IK,  IK'  rencontreront  le  côté  ab  du  parallélogramme  abcd  :  on  mènera 
donc  ces  asymptotes,  et  on  terminera  le  problème  comme  il  a  été  enseigne 
au  numéro  724* 

762.  PROBLEME  i5o.  Proposons-noiis  Tnaintenant  de  faire  passer  luie  hy- 
perbole par  cinq  points  donnés  a,  b,  c,  deth  (fig.  253  et  254). 

On  supposera  le  problème  résolu,  on  joindra  quatre  a,  b^  c  etd  des  points 
donnés  par  deux  droites  ab^  de  qui  se  couperont  en  un  certain  point  ^,  et  on 
mènera  par  le  cinquième  point  A,  les  droites  hlj  hk respectivement  parallèles 
aux  droites  aby  dcj  qui  rencontreront  la  courbe  Fune  en  un  point  e  et  Tautre 
en  un  point  /;  de  sorte  qu^en  vertu  du  numéro  757  nous  aurons 

r^\         ^  og'xgb  :  dg X gc  ::  am  X  mb  :  hm  X  ml (fig.  253) 

(  dg  X  gc  l  ag  X gb  II  dm  X  me  l  hm  X  ml.....  (fig.  254) 

idkxkclkhX  ke (fig.  253) 

lakxbklkhx  ke (fig.  254) 

or,  il  est  évident  que,  réciproquement,  si  les  proportions  (i)  et  (2)  ont  lieu, 
les  points  e  et  /  seront  h  Thyperbole  dans  les  deux  figures  ;  si  donc  Ton  prend 
des  moyennes  proportionnelles  entre  les  segmens  ag^  gb\  dgj  gc\  am^  mb 
(fig.  253)  ;  dm,  me  (fig.  254);  dk^  kc  (fig.  253);  et  ak^  bk  (fig.  254),  ^^  ap- 
pelant respectivement  ces  moyennes  proportionnelles  Gâ,  Ce,  mD  et  6H9 

on  aura 

(G6)*  :  (Ce)*  :  :  (mD)»  Ikmxml  ou  x\..  (fig.  253) 

(Ce)»  :  (G6)»  :  :  (mO)»  :  km  x  ml  ou  x'^...  (fig.  254) 

et  (Ce)»  :  (Gô)»::  (6H)»  Ikhxke  ou  y»...  (fig.  253) 

(G6)»  :  (Ce)»  :  :  (ÔH)»  ikhxke  ou/^..  (fig.  254), 

on  bien  G6  :  eC  :  ;  mD  ;  x...  (fig.  253)  Ce  :  G6  :  :  mD  :  x'...  (fig.  254), 

et  Ce  :  G6  :  :  ôH  :  y...  (fig.  253  )     G6  :  Ce  ;  :  6H  :  /,..  (  fig.  254). 

Ainsi,  en  construisant  ces  quatre  proportions  on  aura  les  quantités  x^  x\y 
ciy^  et  comme  nous  avons  fait  a? »  =  Amx'w/,  x' ^=^hmX  mly y^=^khxke ^ 
ety^  csikhxke^  et  que  Am,  hkj  pour  les  deux  figures ,  sont  des  quantités 

connues,  il  en  résultera  ml  =  -7 — ,  ml  =  -^ —  ,  ke  =  -7-7-  et  ke  =:  - ,t-  ?  ou 

hm  fmi,  kh  kh 

hm\x\\x\  ml....  (fig.  253  )    hm\x!\\xf  \  ml (  fig.  254  ) 

kh:y::y\ke (fig.253)    khl^-y^lke (fig.  254); 

au  moyen  de  ces  quatre  dernières  proportions  on  obtiendra  donc  les  dis- 
tances m/,  ke  pour  chaque  figure,  et  par  conséquent  les  points  /  et  e  de  la 
courbe. 
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Si  maintenant  (fig.  254  ),  ^^  divise  en  deux  parties  égales  les  doubles  or-^ 
données  de  et  he  par  une  droite  PR,  cette  droite  PR  sera  un  diamètre,  puis- 
que les  doubles  ordonnées  dc^  he  sont  parallèles  entre  elles;  si  de  plus  on 
divise  également  en  deux  les  droites  ab^  hl^  qui  sont  aussi  parallèles  entre 
elles,  par  la  droite  /lo,  cette  droite  no  sera  un  second  diamètre,  d'où  il  suit 
que  le  point  I  où  les  deux  diamètres  PR,  no  se  coupent,  est  le  centre  de 
l'hyperbole  demandée. 

Actuellement,  si  Ton  mène  par  les  points  d  elc  les  droites  ^2tf,  ccf  parallè- 
lement au  diamètre  AB,  et  que  par  un  point  P',  pris  sur  ce  diamètre  AB  de 
manière  que  IP'  =  IP,  on  mène  une  droite  d'c'  parallèle  à  la  double  ordonnée 
dc^  il  est  clair  que  le  problème  en  question  sera  réduit  à  celui  du  numéro  760, 
puisque  les  quatre  sommets  J,  c^d  ^X.  â  du  parallélogramme  dcdd!^  doivent 
se  trouver  sur  la  courbe,  et  que  Tune  dec  des  deux  branches  doit  passer  par 
un  point  donné  e. 

Si  Ton  fait  la  même  construction  dans  la  figure  253,  on  arrivera  aux  mêmes 
conséquences;  ainsi  Ton  peut  regarder  le  problême  comme  résolu. 

763.  PROBLÊME  i5i.  On  demande  V expression  algébrique  de  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  lE  (fig.  255  )  abaissée  du  centre  de  Vhyperbole  sur  une 
tangente  NE  quelconque  de  cette  courbe  rapportée  à  ses  axes. 

Pour  cela,  on  observera  que  les  triangles  ITE,  TMP  sont  semblables  et 
donnent  TM  :  PM  :  :  IT  :  lE...  (1).  Mais  (n«.  702) 


—      y  •^'"""^'     /Â2^2-L.r,a/'  n^u, ^a^.  l>lif  — *>. —     * 


TM  =  -li-:^— :i-/6^a;^  +  a»(a7^  — a=*);PM  =  r=-^  J  x^  ^  a»,  et 
(n"".  698)  IT  =  —  ;  en  substituant  donc  dans  la  proportion  (i),  il  viendra 


a' 


-^ y6"d7='  +  a»(a?*  — a»): — /a;*  — a»::-^  :  lE  ,    ce   qui  se 

CLJC  "  CL  X  (>f 

réduit  à  /ô^'^^ -H  «n  *'"-«' )  :  6  :  :  «»  :  lE  =   ^>^^(^_ -^- 

764.  PROBLÊME  i52.  Clierchons  a^ctuellement  la  relation  des  coordonnAs 
de  r hyperbole  ,  en  rapportant  cette  courbe  à  deux  diamètres  conjugués  quel' 

conques ,  l' origine  étant  à  l' extrémité  du  diamètre  des  abscisses. 

If* 
Dans  le  cas  où  l'origine  est  au  centre,  on  a  j*  =  — ^  (a?*  —  a*)  ;    suppo- 
sons que  Ton  veuille  la  transporter  à  Tcxtrémité  Bdu  diamètre  AB  (fig.  252); 
si  nous  considérons  un  point  b  quelconque ,  l'ordonnée  Vb  ne  changera 
pas,  mais  Tabscissc  sera  BP  au  lieu  de  IP;  ainsi,  nous  aurons  IP=PB+1B, 

ou  a?  =  a?'4-a.  Si  nous  substituons  dans  Téquation  y^  =  — ^(a?* — a'-^)^  nous 

ù-  If''  ^^ 

aurons  donc  y^  =  —^  {(x^+ay  —  a^}=—^ (jd^-\-7,ax^)  pour  la  relation 
demandée. 
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7 65.  PROBLÈME  i53.  Proposons-nous ,  maintenant,  de  trouçer  V exprès^ 
sion  algébrique  du  rayon  du  cercle  osculateur ,  pour  un  point  quelconque 
d*osculation. 

Soit  M  (fîg.  255) le  point  quelconque  d^osculation  ;  par  ce  point  M,  on 
mènera  la  tangente  NT  et  le  diamètre  IM  ;  on  mènera  le  diamètre  IR,  con- 
jugué à  IM ,  sur  lequel  on  abaissera  la  normale  M R  par  le  point  M  d'oscula- 
tion;  on  mènera  ensuite  une  double  ordonnée  mn ,  rapportée  aux  diamètres 
conjugues  IM ,  IR ,  et  par  le  point  Q  où  cette  double  ordonnée  coupera  le 
diamètre  IM,on  abaissera  la  perpendiculaire  QN  sur  la  tangente  NT.  D'après 
celte  construction,  les  triangles  rectangles  IRM,  MNQ  seront  semblables  et 
donneront  IM  :  MR;;  MQ  ;  NQ....  (i).  L^hyperbole  étant  rapportée  aux 

droites  MN,MQ,  on  aura  (n».  764)  (Qm)2=.|^{(MQ)2  +  2IM  X  MQ}; 

mais  le  cercle  qui  passera  par  les  trois  points  TiNm,  nous  donnera  (Qm)2=: 
arxNQ  — (NQ)S  donc 

(2) 2rxNQ-(NQ)^=-ffi-{(MQ)^  +  2lMxMQ}. 

Prenons  la  valeur  de  NQ  dans  la  proportion  (i),  que  nous  trouverons 

= TTï — -^9  et  substituons -la  dans  Téquation  (2),  il  nous  viendra 

tiplions  par  (IM)^,  et  divisons  par  MQ  les  deux  membres  de  cette  équation , 
et  nous  aurons  (3)....  2rxMRxIM  — (MR)^xMQ=(/M)2  {MQ+2IM). 
Maintenant,  observons  que  pour  que  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
n,  N  et  /n  devienne  le  cercle  osculateur,  il  faut  que  les  deux  points  n  cl  m 
Tiennent  coïncider  avec  le  point  N  ,  ainsi  que  le  point  Q  ,  et  qu'enfin  tous 
ces  points  viennent  coïncider  avec  le  point  M;  d'où  il  suit  que  dans  Téqua- 
tion(3)  il  faut  faire  QM  =  o,ce  qui  donnera  2rxMRxIM==(/M)2X2lM, 

ou    rxMR  =  (/M)S    d'où    r=-^l-; 

Mais  MR  est  égal  à  la  perpendiculaire  lE  abaissée  du  centre  de  la  courbe 
sur  la  tangente  menée  au  point  d'osculation  ;  or ,  en  rapportant  la  courbe  à 

«es  axes,  nous  avons  trouvé  (  n*.  763  )  lE  =  —         ^  ;    si    donc 

nous  mettons  cette  expression  à  la  place  de  MR  dans  la  valeur  du  rayon  du 

cercle  osculateur,  il  viendra  r  =  — ^ ~. — ^ ^  :  telle  est  lexpres- 

jion  du  rayon  du  cercle  osculateur ,  le  point  d'osculation  étant  rapporté  aux 
BXM  de  la  courbe. 

y66.  Corollaire.  Supposons  que  le  point  d'osculation  soit  Tun  des  sora- 
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mets  de  l'hyperbole;  dans  ce  cas  iM  dcriendra  BF^ô,  et  x  =  a;  dont 

b'J a-b^  rti'  *',«->  >.      ,    .  V  3*'      1 

r=- — ^—, = — T-=  — .  Mais  le  paramclrc  fn'.  7to)  »  = ;  doiM 

a'b  a'b  a  ^  ^        '       '  '^  a     ' 

le  rayon  de  courbure  du  sommet  de  l'hyperbole  est  égal  à  la  moiùedu  para», 
mètre ,  et  par  conséquent  à  l  ordonne'e  dont  le  pied  est  le  foyer  de  la  coitrbe. 

767,  Remarque.  Il  est  évident  que  le  centre  du  cercle  oscillateur  est  si 
la  normale  menée  par  le  point  d'osculation  ;  et ,  puisque  le  rayon  de  ce  cercle 
est  une  fonction  de  l'abscisse  du  point  d'osculation ,  le  rayon  de  courbure  de 
l'hyperbole  varie  à  mesure  qu'on  passe  d'un  point  d'osculation  à  un  autre. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  développées  de  la  parabole  et  de  rdlipse,  nous 
dispense  de  parler  de  celle  de  l'hyperbole,  dont  la  moitié  est  cab. 


35°".     LEÇON. 


Rapprochement  des  Equations  de  la  parabole ,  de  l'ellipse  et  de  l'hyper^ 
bole  ;  quelques  propriétés  des  Courbes  semblables ,  et  la  superficie  de  Ut 
parabole  et  de  l'ellipse. 

768.  Remarque.  Nous  avons  trouvé  qu'en  rapportant  les  trois  courba 
précédentes  à  deux  diamètres  conjugués  quelconques,  l'origine  étant 
fiommet  du  diamt-tre  des  abscisses,  l'cquation  de  la  parabole  était  (n*.  491) 
y^=.px;  celle  de  l'ellipse  (n°.64*i)  y^  = — ^(20,1: — a:-)  et  celk  de 
l'hyperbole  (n".  764)  jK"  =  ~r  C^aa^H-/")-  Mais  nous  avons  ri, 
(  n".  5g4)  que  le  paramètre  de  l'eUipsc  était  p  = ,  etque  (n°.7io)cebD 

de  l'hyperbole  était  de  même /ï  = ,   d'oiî  il  suit  que -^  = — —\ 

donc  on  substitue  dans  les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole ,  on  ann 
v=  =  J—(iax  —  ar*),  et  y»  :=  -^(2a:r  +  j;='V  et  en  réduisant  dans  Icssc- 
conds  membres,  il  \'Kx\ùrz  y ^  :=  px ■ — ■ — x' ,  ety^^px-+'  —  x' 
par  conséquent  l'équation  de  la  parabole  est  y'^px,  celle  de  l'ellipse. 
y'=zpx — a;^,  et  celle  de  l'hyperbole  y'  =:px+-^ci:'. 

769.  Corollaire.  Il  .suit  de  là  que,  si  les  trois  courbes  avaient  le  mci 
axe  et  le  mémo  sommet ,  pour  une  même  abscisse ,  l'ordonnée  de  la  parabot 
serait  plus  grande  que  celle  de  l'ellipse,  et  plus  petite  que  celle  de  t'hTpei 
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bole.  G^est  sur  ces  différences  caractéristiques  ;  qu^ Apollonius  s^cst  fonde 
pour  donner  à  ces  trois  courbes  les  noms  qu^elles  portent. 

770.  Corollaire  2.  Si  nous  représentons  par  q  la  fraction  —  ,    les    Iroîs 

équations  ci-dessus  seront  renfermées  dans  celle-ci  y^^=^px+qx^  ^  en 
faisant  9  =  0  pour  la  parabole ,  q  positif  pour  Thypcrbole ,  et  négatif  pour 
Tellipse.  La  même  équation  renfermera  aussi  celle  du  cercle,  quand  elle  sera 
rapportée  à  des  axes  rectangulaires  ;  car  Tellipsc  dont  les  deux  axes  sont 

égaux  devient  un  cercle,  puisque  son  équation  y^  =  —^(^lax  —  x^)  de- 

vient  y^  =  200?  —  x^ ,  qui  est  celle  du  cercle,  l'origine  étant  à  l'extrémité 

du  diamètre.  Mais  dans  ce  cas,  le  paramètre  p  = =  2a  =  le  diamètre 

du  cercle;  d'où  il  suit  que  pour  le  cercle,  l'équation  j^^  =  770? -f-qra?^  devient 
y*=^2ax  —  x^i  c'est-à-dire  que/?  =  2a,  et  qr  =  —  i.  Je  dis  que  </== —  i , 

parce  que  ^  =-^ ,  ce  qui  se  réduit  à  qr  = =  i ,  et  que  pour  l'ellipse  q 

est  négatif. 

771.  Corollaire  3.  On  démoiftre ,  dans  la  géométrie  analytique ,  que  toute 
équation  du  second  degré  à  deux  indéterminées,  qui  n'est  pas  absurde,  peut 

.se  mettre  sous  la  (oTmey^=zpx'i'qx^j  sans  changer  de  nature,  et  que,  par 
conséquent,  il  n'y  a  que  le  cercle,  V ellipse,  la  parabole  et  l  hyperbole  dont 
les  équations  sont  du  second  degré. 

772.  THÉORÈME  252.  Supposons  quc  dcux  paraboles  YiAY,  ^o/"  ( fig.  256  ) 
aient  deux  diamètres  semblahles  (  n"*.  4^^)  situés  sur  la  même  droite  AG  ; 
que  Us  origines  A,  a  de  ces  diamètres  semblables  soient  à  une  distance  A  a 
quelconque  lune  de  Vautre;  que  les  paramètres  relatifs  aux  mêmes  diamètres 
soient  quelconques  Vun  par  rapport  à  Vautre ,  celui  de  la  parabole  intérieure 
étant  plus  petit  que  Vautre  ;  si  Von  prend  les  abscisses  AP,  ap  de  manière 
quelles  soient  entre  elles  comme  les  paramètres  ,  je  dis  que  la  droite  M  G , 
menée  par  les  extrémités  M ,  m  des  ordonnées  correspondantes  MP  ,  mp , 
coupera  le  diamètre  AG  en  un  point  G  tel,  qu'on  aura  PG  i  pG  1 1  PA  l  pa. 

En  effet,  h  cause  des  parallèles  MP ,  mp^  on  aura  PG  ;  pG  :  ;  PM  :  pm  , 
ou  PG  IpG  y.  y  ly...  (i).  Mais  les  équations  y^=zpx,y^  =zp'x'  donnent 

y  =  ^px  Ql  y  =:  ^ p^af  \  si  donc  on  substitue  dans  l'équation  (i)  ,  il  vien- 
dra PG  \pG\\  ^px  ;  y/p'x',.{2)  :  or,  par  hypothèse,  on^xlcx/Wpl  p=P— . 
Qu'on  substitue  cette  valeur  de  pi  dans  le  dernier  terme  de  la  proportion 

C^)  »  ^'  ^"  ^"^*  ^^  •  P^  •  •  ^P^  •  ^    '  ^'  ^"^  multipliant  les  deux  dcr- 
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niera  termes  par  ^px,  PG  îpG  Wpx  \px\  ou  PG  ',pG'.'.x  ',a^'.'.VS.  \pa 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

77.1.  Corollaire  i.  La  proportion  PG  :  pG  ;r  PA  :/»«  donne  PG  +  PA  ; 
pG-i-pa  ;;  PA  '.pa,  ou  AG  :  aG  ;  ;  PA  '.pai',p*p'. 

774-  Corollaire  2.  Si  l'on  fait  attention  que  oG  =  AG  —  An,  cl  qu'( 
substitue  dans  la  dernière  proportion,  on  aura  AG  C  AG — Ka',\p\i^ 
d'oiî  p'  X  AG^p  X  AG — p  x  Aa,  ce  qui  donnera  AG=:  ^'  ^  , — ;d'i 
l'on  Toit  que  la  distance  AG  reste  la  m^me,  quelles  que  soient  les  abâciss 
AP,  ap,  pourvu  qu'on  ait  AP  ',  op  \\  p  '.  p', 

775.  THÉORÈME  253.  Sil'on prend  u/i point  G  (Hf^.  2^6)  SUT  te  diamètr. 
AG,  de  manière  qu'on  ail  AG  C  aG  '.'.p',p',  et  que  par  un  point  M  qu^ 
compte  de  la  parabole  E  AF  on  mène  la  droite  MG  à  ce  point  G ,  les  abscîssti 
AP,  ap  des  points  "yi. ,  m  où  la  droite '^G  rencontre  les  paraboles,  seron 
entre  elles  dans  le  rapport  des  paramètres. 

En  effet,  si  cela  u'c'tait  pas  vrai,  et  qu'au  lieu  de  la  proportion  plf/'.l 
AP  '.  op,  on  avait  p',  p".'.  AP  ;  ap'  ;  en  vertu  du  n".  772  la  droite  qui  passe- 
rait par  les  points  M  et  m'  couperait  le  diamèlrc  en  un  point  G'  tel  rpiVn 
aurait  PG'  ;  //G';  ;  PA  '  //a  ;  d'oij  il  s'ensuivrait  (n".  773)  que  A  G'  ;  oG';j 
PA  Ip'a  l'.p'.p';  mais  par  hypothèse  AG  ;  aG  '.'.p'.p';  donc  A  G'  ;  aG'  ','. 
AG:aG,d'oi'i  A'G:  AG'— Aa::AG:  AG— Aa,  vu  que  oG'=AG'— M 
et  flG  =  AG  — Afl;  donc  AG  x  CAG'— Aa)  =  AG'x  (AG— Ao) 
AG  X  AG'— AGx  Aa  =  AG  X  AG'  — AG' X  Aa,  ci;  qui  se  réduit  i 
AGxAa  =  AG'xAn  ou  AG=AG';  donc,  la  droite  qui  passerait  pir 
les  extrémités  des  ordonnées  FM, ///?/',  non-seulement  aurait  le  point  M 
commun  avec  celle  qui  passerait  par  les  extrémités  des  ordonnées  PM,  pm, 
mais  encore  te  point  G;  donc  le  point  m'  coïnciderait  avec  le  point  m;dQtA 
enfin  AP  \  ap  ',',  p  \  p' . 

776.  Corollaire  i.  Si  le  point  G  est  tel  que  AG  '.  oG  '.'.plp^;  que  pîF' 
un  point  M  quelconque  de  la  parabole  EAF,  on  mène  une  droite  MGài* 
point  G,  et  que  par  les  points  M,  m  on  abaisse  les  ordonnées  MPiAV» 
on  aura  (  n".  773)  AG  '.aGnAP'.ap,  et  (  n°.  772  )  PG  I/^G  :  :  AP:û^1 
d'où  il  suit  que  AG  C  aG  ;  '  PG  XpG  ;  mais  à  cause  des  parallèles  PM,  001* 
PG  :  ^G  :  :  MG  :  mO  ;  donc  MG  :  mG  :  :  AG  :  aG. 

777.  Corollaire  2.  Si  donc  par  le  point  G,  déterminé  comme  ci-dessuii 
on  mène  deux  droites  quelconques  GM  ,  GIl ,  on  aura  !MG;mG;;AG; 
aG,  et  GH  :GA::  AG:aG;  donc  MG  ;  mG  ;  ;  GH  :  GA  ;  d'où  il  «i 
que  si  l'on  Joint  les  points  M  et  H,  m  et  h  par  les  droites  MU,  m/i,  ces  drwà 
seront  parallèles. 
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778.  Corollaire  3.  II  suit  de  là  que  si  Ton  inscrit  une  portion  de  polygone 
CIHMB  dans  la  parabole  ËAF;  que  par  les  sommets  C,  I,  H,  M  et  B  on 
mène  des  droites  au  point  G,  déterminé  comme  précédemment,  et  que  Ton 
joigne  par  des  droites  les  points  c^  i^  h^  m  et  A  où  toutes  les  droites  GC , 
GI ,  etc.  rencontrent  la  seconde  parabole  ecif^  on  aura  la  portion  de  polygone 
dhmh  qui  sera  semblable  à  la  première  CIHMB;  car,  diaprés  le  corollaire 
précédent,  tous  les  côtés  homologues  de  ces  portions  de  polygones  seront 
parallèles,  ce  qui  donnera  les  angles  homologues  égaux;  mais  de  plus  on  a 

GC:Gc::Gi:Gï::GH:GA;:GM:Gm::GB:Gô;donc  ci:a::iH 

\ih\\  HM  \  hm  \  \  MB  \  mb  ;  donc  ces  deux  portions  de  polygone  sont  sem- 
blables. 

77g.  Corollaire  4-  H  suit  de  là  que  deux  paraboles  sont  deux  courbes  né^ 
cessairement  semblables ,  quels  que  soient  leurs  paramètres  ,  puisqu^on 
peut  toujours  leur  inscrire  des  portions  de  polygone  qui  soieat  semblables 
(  n«.  43o  ). 

780.  Corollaire  5.  Il  n^est  pas  besoin  de  démontrer  que  si  deux  portions 

âe  polygone  sont  semblables  et  que  Tune  soit  inscrite  dans  une  parabole , 

Tautre  sera  de  même  inscrite  dans  une  autre  parabole,  ou  du  moins,  on  pourra 

-toujours  décrire  une  parabole  qui  passe  par  les  sommets  de  cette  seconde 

portion  de  polygone. 

781.  Corollaire  6.  Il  est  clair,  diaprés  tout  ce  qui  précède,  que,  si  par  le 
îpoint  G,  déterminé  comme  ci-dessus,  on  mène  deux  droites  quelconque 
GB«  GC,  lessegmens  de  parabole  CABG,  cabG  seront  semblables;  ainsi  la 
droite  £F,  qui  passe  par  le  point  G,  donne  les  segmens  semblables  EAF,  eaf. 
Il  e»t  encore  évident  que  si  par  deux  points  quelconques  B,  C  de  la  parabole 
CAB  on  mène  deux  droites  GB,  GC  au  point  G,  et  qu'on  mène  les  droites 
BC,  bc^  les  segmens  des  paraboles  CABC,  cabc  seront  semblables,  et  on 
aura  kYi\ak::p\p^. 

782.  THÉORÈME  254.  Supposons  que  deux  ellipses  kCET),  acbd  (f\^.  25^), 
ou  deux  hyperboles  DAH ,  dah  (  fig.  258  )  soient  rapportées  à  deux  diamètres 
conjugués  semblables  (  n®.  43o)/  que  les  diamètres  des  abscisses  soient  sur  une 
même  droite  AB  (/e^  origines  A,  a  étant  à  une  distance  ha  quelconque  lune 
de  Vautre),  et  que  les  diamètres  auxquels  on  rapporte  ces  courbes  soient pro-- 
portiormeh  :  si  Ton  prend  les  abscisses  AP,  ap  (fig.  257  et  258  )  de  manière 
quelles  soient  entre  elles  comme  les  diamètres  situés  sur  la  droite  AB  ;  je  dis 
que  la  dtoite  FE,  menée  par  les  extrémités  Y,fdes  ordonnées  PF,  pf  correspond 
danies  aux  abscisses  AP,  ap,  rencontrera  la  droite  AB,  sur  laquelle  sont  les 
diamètres  des  abscisses.,  en  un  point  E  tel,  quon  aura  PE  l  plL  1 1  AP  l  ap. 
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En  effet,  à  cause  des  parallèles  PF,  d/,  on  aura  PE  :pE  ::  PF  ://  oa 
PE  \pE  ;;r  :  r' (0-  Mais  les  équations  j^nz  —7-  (2aa?zpa?»),  y*  = 

A/a  ^  ___-.  ^  ^'  ■ 

—7;-  (2aVipa'^)  donnent  j^  =  —  ^ laxz^x^^y' -= — 7-  ^ndoJ  qz  a/*  ; 
donc  PE  :  ;e>E  ;  ;  —  /2aa?  ip  or*  ;  — ^^na'x'  qz  a/*.  Or,  par  hypothèse, 
a  :  a'  ;  :  ô  :  ô',  d'où  —  =  -  -  ;  par  conséquent,  PE  :  ;?E  :  :  /2€ia?  qi  a?*  : 


a  a 


y/ 20V 14!  o/*.  Par  hypothèse ,  nous  arons  a?  ;  a/  T I  a  ;  a'  = ;  doncPE 

:/iE;:  /2aa;=fza?^;  /-^— -=îia/^::/2aa:=F:a?*:a7'/—  i^z  i.  MulU- 


a:         '  •  '     ^ 


plions  les  deux  derniers  termes  de  cette  proportion  par  ^  zax  ^  x*  ^  et  il 
viendra  PE  1/?E  ;;  naxzpx^  l  x^ ^ /^a*  zp  2.ax  qp  2ax  +  x^  H  x^iazjps) 
:  0/(2^  qz  a;)  ;  :  0?  :  a'  ou  enfin,  PE  :  y^E  ;  :  AP  :  api  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

783.  Corollaire  i.  La  proportion  PE  I  /lE  1 1  AP  !  a/?,  donne  PE  +  AP : 

^E +a/i  ;  :  AP  :  a;?  ou  AE  :  aE  ;  :  AP  :  ay»  :  :  a  :  a'  :  :  ao  :  ao. 

78.4.  Corollaire  2.  Si  Ton  fait  attention  que  aE  =  AE  —  Aa,  et  qu'on 
substitue  dans  la  dernière  proportion,  on  aura  AE  l  AE  —  Aa  Ha  la';  d'où 

d  X  AE  =fl(AE  — Afl),  ce  qui  donnera  AE  =  — _  ^    ;  d'où  Ton  voit  que 

la  distance  AE  est  constante ,  quelles  que  soient  les  abscisses  AP ,  op,  pourra 
que  AP  :  ^  ;  :  a  :  a'. 

785.  TUICORÈME  255.  SupposoTis  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles ,  rap* 
portées  à  deux  diamètres  conjugués  semblables ,  les  diamètres  des  abscisses 
étant  situés  sur  une  même  droite  AB  (fig.  257  et  258)  ;  si  Von  prend  un  point 
E  sur  la  droite  AB ,  de  manière  quon  ait  AE  IoSa  \\a\a',  et  que  par  m 
point  F  quelconque  de  V ellipse  ACBD  (fig.  257)  ou  de  V hyperbole  DAH 
(fig.  258)  on  mène  la  droite  FE  au  point  E ,  les  abscisses  AP,  ap  des  pomb 
F,  /,  oii  la  droite  FE  rencontre  les  deux  courbes,  seront  entre  elles  dans  h 
rapport  des  diamètres  des  abscisses;  c*  est- à-dire  quon  aura  AP  lap\\a\d* 
En  effet,  si  cela  n'était  pas  vrai,  et  qu'au  lieu  de  la  proportion  a\cl\\ 
AP  I  ap  on  eût  al  d  H  AP  l  ap';  en  vertu  du  numéro  782 ,  la  droite  qui  pas* 
serait  par  les  points  F,  m'  rencontrerait  la  droite  AB  en  un  point  E'  tel, 
qu'on  aurait  PE'  :  //E'  :  :  AP  :  ap'\  d'où  il  s'ensuivrait  (n«.  783)  que  AE': 
aY/  ::  AT?  lapf  ::  al  d;  mais  par  hypothèse  AE  laEliald;  donc  AE'  ; 
flE'  :  :  AE  :  «e  -,  mais  flE'  =  AE'  —  Aa,  et  aE  =  AE  —  Aa  ;  donc  AE'  : 
AE'— Ao;;  AE:  AE  — Aa,  d'où  AE'x(AE  —  Aa)=AEx(AE'  — Aa), 
ou  AE'  X  AE  —  AE'  X  Aa  =  AE  X  AE'  —  AE  X  Aa,  ce  qui  se  réduit  à 
AE'xAa  =  AE  x  Aa  ou  à  AE'  =  AE  ;  donc,  la  droite  qui  passerait  par  les 
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extrémités  des  ordonnées  PF,  ^W,  non-seulement  aurait  le  point  M  com- 
mun avec  celle  qui  passerait  par  les  extrémités  des  ordonnées  PF,  pf^  mais 
encore  le  point  £;  donc  le  point  rnl  coïnciderait  avec  le  point  m;  donc  enfm 
KS\ap\\a\d. 

786.  Corollaire  i.  Si  le  point  E  est  tel  que  AE  ;  aE  ;  ;  a  I  a';  que  par  un 
point  F  quelconque  de  Tellipse  ACBD  (fig.  257  )  ou  de  Thypcrbole  DAH 
(fig.  258)  on  mène  une  droite  FE  à  ce  point  E ,  et  que  par  les  points  F, y  on 
abaisse  les  ordonnées  FP,  fp\  on  aura  (n^  788)  AE  î  «E;;  AP  ;  ap^  et 
(n*.  782)  PE  \plL  ::  AP  :  ap\  d'où  il  suit  que  AE  :  aE  ::  PE  \p^.  Mais,  à 
cause  des  parallèles  PF,;?/,  PE  :  ^E  :  :  EF  :  E/;  donc  AE  :  aE  :  ;  EF  :  E/. 

787.  Corollaire  2.  Si  donc  par  le  point  E,  déterminé  comme  ci-dessus, 
on  mène  deux  droites  quelconques  EF,  EN,  on  aura  AE  laEllEF  lEfet 
AE  ;  aE  ::  EN  :  E^i;  donc  EF  :  E/;  :  EN  :  En  :  d'où  il  suit  que,  si  l'on 
foini  les  points  E ,  'S ,  et  f,  n  par  les  droites  FN ,  fn  ,  ces  droites  seront  pa^ 
raUèles. 

788.  Corollaire  3.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  inscrit  un  polygone  NFGHIKLM 
(fig.  257)  ou  une  portion  de  polygone  DMNFGH  (fig.  258)  dans  Tellipsc 
ACBD  ou  rhyperbole  DAH;  que  par  les  sommets  de  ce  polygone  ou  portion 
de  polygone  on  mène  des  droites  au  point  E,  déterminé  comme  ci-dessus, 
et  que  Ton  joigne,  par  des  droites,  les  points  où  celles  menées  au  point  E 
par  les  sommets  du  polygone  ou  portion  de  polygone  inscrit  dans  la  pre- 
mière courbe,  rencontre  la  seconde  acbd  ou  dah^  on  aura  un  polygone 
j^ghUdm  (fig.  257),  ou  une  portion  de  polygone  dmnfgh  (fig.  258)  qui  sera 
semblable  au  premier,  et  qui  sera  inscrit  ou  inscrite  dans  la  seconde  courbe  ; 
car,  diaprés  le  corollaire  précédent,  tous  les  côtés  homologues  de  ces  deux 
polygones  ou  portions  de  polygones  seront  parallèles,  ce  qui  donnera  les 
angles  homologues  égaux;  mais,  de  plus,  on  a  EN  :  En  :  ;  EF  ;  Ef\  \  EG  : 

%::eh:ea::,  etc.  (fig.257),  ou  ED:Ec?::EM:Em::EN:E/i;: 
EF  :  E/::  eg  :  e;^^::,  etc.  (fig.  258);  donc  (fig.  257 )nf  :  n/;:FG  \fg\\ 

GH  ;^A  ::,  etc.  et  (fig.  258)  DM  :  dm  \\  MN  ;  /wn  ;:  NF  :  nfW,  etc.,  donc 
les  deux  polygones  NFGHIKLM ,  nfghkm  (  fig.  267)  ou  les  deux  portions  de 
polygones  DMNFGH,  dnrnfgh  (fig.  258)  sont  semblables. 

789.  Corollaire  4-  D  ^^î^  ^^  1^  4^^  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  qui 
sont  rapportées  à  deux  diamètres  conjugues  semblables  et  proportionnels  sont 
semblables,  puisqu^on  peut  toujours  inscrire  des  polygones  semblables  dans 
les  deux  ellipses  ou  les  deux  hyperboles. 

790.  Pour  donner  au  lecteur  Toccasion  de  s^excrcer ,  je  lui  proposerai  de 
Icmonlrer  : 
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i"".  Qu^unc  courbe  semblable  à  une  ellipse,  est  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  proportionnels  à  ceux  de  la  première  ; 

2®.  Qu^unc  courbe  semblable  à  une  hyperbole  est  une  hyperbole  dont  les 
axes  sont  proportionnels  à  ceux  de  la  première; 

3"*.  Que  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  semblables  ont  les  diamètres  coq< 
jugues  semblables  proportionnels; 

4^  Que  si  deux  ellipses  semblables  ont  leurs  diamètres  homologues  situés 
sur  la  même  droite  AB  (  fig.  257  ),  et  qu^on  fixe  un  point  £  sur  cette  droite 
AB  de  manière  que  AE  l  aE  y.  a  l  a'^  a  et  a'  étant  les  diamètres  homologues 
situés  sur  la  droite  AB;  en  menant  deux  droites  quelconques  EG,  £D,  et 
par  les  points  G  et  D,  et  les  points  c  eld  où  ces  droites  rencontrent  les  ellipses, 
en  menant  les  droites  CD,  cdj  les  segmens  DAG,  doc  seront  semblables; 

5"".  Qu'en  faisant  la  même  construction  dans  Thyperbole  (fig.  258),  on 
aura  les  scgmcns  DAll^dah^  qui  seront  aussi  semblables; 

G^  Que  si  deux  segmens  d'ellipse  DAG,  dac  (fig.  257)  ou  deux  segmens 
d'hyperbole  DÂH ,  dah  ( fig.  258)  sont  semblables,  on  aura  AO  laoUaiaF 
ou  AI  laillala'i 

7"".  Que  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  seront  semblables,  si  les  distances 
d'un  foyer  de  chacune.au  centre  et  à  un  sommet  de  Taxe  qui  contient  les 
foyers  sont  proportionnels ,  et  réciproquement  ; 

8^.  Que  toutes  hyperboles  semblables  qui  ont  le  même  centre  et  les  pre- 
miers axes  sur  la  même  droite ,  ont  les  mêmes  asymptotes  ;  et  réciproquement, 
si  des  hyperboles  sont  comprises  dans  des  asymptotes  qui  font  le  même  angle, 
les  hyperboles  seront  semblables; 

9®.  Enfin,  que  toutes  les  lignes,  terminées  de  part  et  d'autre  à  la  courbe, 
qui  feront  avec  les  axes  de  l'ellipse  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole  des  angles 
égaux,  seront  proportionnelles. 

791.  THEOREME  256.  Supposons  deux  ellipses,  deux  hyperboles  ou  deus 
paraboles  semblables  et  concentriques,  ayant  les  axes  homologues  sur  les 
mêmes  droites  AB  ,  GD  (fig.  259,  260  et  261  )  ;  si  Ton  mène  un  diamètreEÏ 
quelconque  ;  que  par  le  point  e,  oii  ce  diamètre  rer^contre  la  courbe  iniérieifft, 
on  mène  une  tangente  eg  à  cette  courbe  intérieure,  prolongée  jusqu  à  sa  ren- 
contre en  g  açec  la  courbe  extérieure,  et  que,  parallèlement  à  cette  tangente 
eg  on  mène  une  droite  quelconque  HK  qui  rencontre  les  deux  courbes  chaasne 
en  deux  points;  Je  dis  que  Hh  x  hK  =  (r^)"  ou  HAr  x  kK  =  (eg)\  et  que,  par 
conséquent ,  Uh  X  hK  =  llk  X  AK. 

D'abord ,  il  est  évident ,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  diamètre  EF  divise 
les  droites  HK,  hk  en  deux  parties  égales  au  point  P;  de  sorte  que  ces  droites 
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sont  des  doubles  ordonnées  des  deux  courbes.  Rapportons  donc  les  deux 
courbes  aux  diamètres  conjugués  dont  £F  serait  celui  des  abscisses,  Toriginc 
ics  coordonnées  étant  au  centre  I,  et  démontrons  la  proposition  pour  le  cas 

de  Tellipse  (fig.  259);  dans  ce  cas  nous  aurons  (PH)'=  — ^\à^  —  (IP)'}   et 

[PAy  =  — ïrî^" — (ÏP)'};  mais  les  deux  ellipses  sont  semblables;  donc 

a\ol\\h\V  o\xa^\d^\\V\V'\  d'où  -3-  =  —^  et  par  conséquent  (PA)'= 

A"  (ta 

-—-{a"  —  (IP)*}.  Retranchons  cette  équation  de  la  première,  et  il  viendra 

za 

THV  —  (PA)'  =  —rif^  —  ^^) (0-  Or,  la  tangente  eg  est  une  ordonnée 

^  ,  b^ 

3e  rcllîpse  extérieure ,  et  répond  à  Tabscisse  I^=a';  donc  (^0^)'=— r  (^' — ^t''): 


e  second  membre  de  celte  équation  est  donc  égal  à  celui  de  Téqualion  (1); 

aonc  (PH)»— (PAy=(e^y (2).  Mais  (PH)'— (PAy=(PH-f-PA)  (PH-PA); 

PH4-PA  =  PK+PA  =  KAouPH-f-P^  =  PH  +  PA:  =  H^,ce  qui  donne 
KA  =  H^,  et  PH  — PA  =  HAouPH  — PA  =  PK  — PA  =  ^K;  d'où  il  suit 
iiue  (PHy  —  (PA)'  =  KA  X  AH  =  H*  X  ArK  ;  donc  d'après  l'équation  (2) 
KAx  AH  =  (e^)'  ou  VLk  X  kYiz:z{eg)\ 

En  appliquant  le  même  raisonnement  sur  l'équation  ^'  =  — ;-  (a?' — a^)  de 

l'hyperbole,  on  démontrerait  que  la  proposition  a  lieu  pour  cette  courbe 
sans  aucune  restriction. 

Quant  à  la  parabole,  elle  exige,  pour  que  la  même  proposition  ait  lieu, 
que  les  paramètres  soient  égaux  ;  car  (  fig.  261  ),  on  aura  dans  ce  cas  (PH)*= 
px  EP,  et  (JPhy=p  X  eP;  d'où  (VHy—(Phy=zp(EP  —  eP)=zp  x  E^.  Or, 
la  tangente  eg  étant  une  ordonnée  de  la  parabole  extérieure  qui  répond  à 
Tabscisse  E«,  on  aura  (egy=:zp  x  E^;  donc  (PH)^  —  (Phy  =  (egy.  Mais  on 
^oit  que  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole  il  faut  que  les  deux  courbes  semblables 
soient  concentriques,  ou,  en  d'autres  termes,  pour  un  diamètre  déterminé 
£F (fig.  259  et  261  )  la  distance  E^  est  déterminée,  tandis  que  pour  la  para- 
•Ix)le(fig.  261  )  celte  dislance  E^  est  indéterminée. 

Ainsi,  pourvu  que  deux  paraboles  aient  leurs  axes  sur  la  même  droite ,  et 
des  paramètres  éga^ux ,  la  proposition  aura  lieu. 

792.  Remarque.  Retenons  bien  que  nous  avons  vu,  en  passant,  que 
JIA  =  ArK  et  AK=zHÂr,  pour  l'ellipse,  et  qu'il  en  est  évidemment  de  même 
oour  les  deux  aulres  courbes,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  IIK. 

Il  est  évident  que  la  proposition  a  lieu  aussi  pour  deux  cercles  conccn- 
riqiies. 

Celte  propriété  des  courbes  du  second  degré  semblables  et  concentriques 
>t,  comme  on  voit,  analogue  à  celle  des  asymptotes  de  riiyperbolc.  Aussi, 
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donnc-t-on  h  ces  courbes  le  nom  de  courbes  asymptotiqises,  lorsqu'elles  sont 
ouvertes,  comme  la  parabole  et  Thyperbole,  parce  qu^alors  ces  courbes  s'ap- 
prochent de  plus  en  plus  Tune  de  Tautrc  sans  jamais  pouvoir  se  rencontrer. 

7g3.  TiiEonÈME  257.  Soù  un  segment  de  parabole  AEC  {fig.  ^62)  tel,  que 
la  droite  AC  soit  une  double  ordonnée  au  diamètre  quelconque  BD  ;  je  dis 
que  le  plus  grand  triangle  quon  pourra  inscrire  dans  ce  segment  parabolique, 
la  base  étant  la  double  ordonnée  AC ,  sera  celui  dont  le  sommet  sera  à  ïorir 
gine  B  du  diamètre  BD. 

En  effet,  la  tangente  £F,  menée  à  Torigine  B  du  diamètre  BD,  est  pa- 
rallèle à  la  double  ordonnée  AC  ;  ce  qui  fait  voir  que  le  point  B  de  la  para- 
bole est  celui  qui  s^cloigne  le  plus  de  AC  ;  donc  le  triangle  ABC  est,  de  tous 
les  triangles  inscrits  qui  auront  la  base  AC,  celui  qui  a  la  plus  grande  hau- 
teur ;  donc  il  est  le  plus  grand, 

794.  Corollaire  i.  Le  diamètre  BD  partage  le  triangle  ABC  en  deux  autres 
ABD,  DBC  égaux  entre  eux.  Si  donc  nous  considérons  le  segment  AKB,et 
le  diamètre  KG  qui  divise  la  droite  AB  en  deux  également  en  H,  en  menant 
les  droites  AK,  KB,  le  triangle  AKB  sera  le  plus  grand  de  tous  ceux  qu^on 
pourra  inscrire  dans  le  segment  AKB ,  et  la  droite  KII  divisera  ce  triangle 
AKB  en  deux  autres  AKII ,  HKB  égaux  entre  eux. 

795.  Corollaire  2.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  AKB  est  le  quart  da 
triangle  ABD.  Car,  si  par  les  points  K,  H,  on  mène  les  droites  KL,  HI, 
parallèles  à  la  droite  AC,  on  aura  KL  =HI;  mais  HIs^AD;  donc  (n*.45i) 
(AD)2  :  KAD)2 .  ;  BD  :  BL  ou  4  :  I  :  :  BD  :  BL  ;  d'où  il  suit  que  BL=|BD, 
et  par  conséquent  BL  =  7BI  =  LI  :  les  deux  triangles  HIB,  HKB  étant 
compris  entre  parallèles  ont  même  hauteur;  ils  sont  donc  entre  eux  comme 
leurs  bases  BI  et  HK  =  LI  =  7BI  ;  donc  le  triangle  HKB  est  la  moitié  de 
HIB.  Par  conséquent  le  triangle  AKB=HBI;  mais  le  triangle  HBI=jABD; 
donc  AKB=  -^  ABD;  ce  quUl  fallait  démontrer. 

796.  Corollaire  3.  Si  donc  on  inscrivait  dans  chaque  segment  A/iiK, 
K/iB,  le  plus  grand  triangle  possible,  chacun  de  ces  triangles  serait  le  quart 
du  triangle  AKH,  et  leur  somme  le  quart  du  triangle  AKB  :  il  suit  donc  de 
là  que  si  Ton  continue  d'inscrire  ainsi  des  triangles  dans  les  segmens  succes- 
sifs, jusqu^à  rinfmi ,  on  aura  une  suite  de  triangles  qui  suivront  laprogresâon 

géométrique  décroissante  ^  •  "T"  •  — 75"  •  "tT"  •  — o"  »  ^*^'  >  ^ont  la  somme 
sera  évidemment  la  superficie  du  demi-segment  parabolique  AKBD,  en  pre- 
nant pour  unité  le  triangle  ABD.  Mais  (alg. ,  n"*.  i55  )  la  somme  de  tous  les 

termes  d'une  progression  géométrique  est  donnée  par  la  formule  S  =-— H—  ; 
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or,  dans  la  progression  dont  il  s^agit  ici,  R  =  -^^  î  cf  =:  o  et  ^  =  i  ;  donc 
*^  ^  ^        ^=^-^  :  ainsi  la  superficie  du  demi -segment 
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AKBD  sera  i21^55L.  Or  ABD=iADBE  ;  donc  AKBD=^  x  ADBE, 

ou  enfin,  AKBC=  f  A£FC  ;  cest-àr^ire  que,  la  superficie  d'un  segment pa- 
raboUque  quelconque  est  égale  aux  deux  tiers  de  celle  du  parallélogramme 
circonscrit  à  ce  segment. 

'jQ'j.  Remarque,  Nous  avons  tu  (  n^  826  )  que  pour  avoir  la  superficie 
d^un  segment  de  courbe  ACBD  (fig.  263),  il  fallait  diviser  la  droite  AB  en  un 
très-grand  nombre  de  parties  égales  Aa^  ab^  bc^  cd^  etc.;  élever,  par  les 
points  de  division,  des  perpendiculaires  kf\  l!g\  mli\  vl! ^  etc.,  et  multiplier 
la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires  par  Tune  des  divisions  de  la  droite 
AB. 

798.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que,  m  la  figure  ACBt)  est  une  ellipse  ,  et 
la  figure  AEBF  un  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  AB  de  Tellipse,  la  superfi- 
cie du  cercle  sera  à  celle  de  Tellipse,  comme  le  demi-grand  axe  est  au  demi- 
petit  axe.  Car  les  abscisses  Aa,  A6,  Ac,  etc.  étant  les  mêmes  pour  le  cercle 
et  pour  Tellipse,  les  ordonnées  correspondantes  (n"*.  SSg)  seront  entre  elles 
llalb\  donc  la  somme  des  ordonnées  du  cercle  est  a  celle  des  ordonnées 
de  Tcllipse  l*.a\b.  Soient  donc  S  la  somme  des  ordonnées  au  cercle  ,  et  S' 
celles  des  ordonnées  à  Fellipse  ;  on  aura  S  ;  S'  :  ;  a  ;  £.  Multiplions  les  deux 
termes  du  premier  rapport  par  Aa,  et  il  viendra  SxAa  I  S'xAa  \\a\b\ 
or,  (n^  326)  Sx  Aa  est  la  superficie  du  demi-cercle  AEB,  et  S'xAo  est 
celle  de  la  demi-ellipse  ACB  ;  donc  la  proposition  est  démontrée. 

799'  Corollaire  2.  Nous  avons  vu  (n^  23o)  que  a  étant  le  rayon  du 
cercle  et  S  la  superficie  ,  on  avait  S  •=zpa^  ;  si  donc  S'  est  la  superficie  de 
Fellipse,  on  aura^a^  \^^\\a\b^  d'où  Ton  tirera  S'z=.pab  :  donc,  la  super- 
ficie de  Vellipse  est  égale  au  produit  des  de.mi-axes  multiplié  par  le  rapport 
du  diamètre  à  la  circonférence  du  cercle. 

Nous  pourrions  encore  pousser  beaucoup  plus  loin  Tétude  des  propriétés 
des  courbes  du  second  degré,  mais  ce  qui  précède  est  plus  que  suffisant  pour 
Fobjet  que  nous  nous  proposons  dans  ce  cours. 

Outre  le  cercle,  Tellipse,  la  parabole  et  l'hyperbole  du  second  degré, 
dont  nous  nous  sommes  occupés,  les  géomètres  considèrent  encore  des 
cercles,  des  ellipses,  des  paraboles  et  des  hyperboles  de  tous  les  degrés  su- 
périeurs ;  mais  ces  courbes  n'offrent  pas  assez  d'intérêt  pour  nous ,  pour 
que  nous  nous  en  occupions  icir 
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SECTION  IV. 


GÉOMÉTRIE  A  TROIS  DIMENSIONS. 


l".    LEÇON. 

Objet  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions;  notions  générales  des  surfaces ,  et 

la  théorie  des  plans. 

La  géomclric  à  trois  dimensions  a  pour  objet,  comme  nous  Tavons  déjà 
dit  (géom.  pi.,  n"*.  8),  les  lignes,  les  surfaces  et  les  corps  considérés  dans 
Tespace,  en  un  mot,  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  forme  et  à  retendue  des 
corps. 

L'étendue  et  la  forme  des  corps  dépendent  des  surfaces  qui  les  terminent. 

La  meilleure  manière  d'envisager  les  surfaces  est  de  les  concevoir  comme 
étant  la  trace  qu^on  peut  imaginer  laissée  dans  Tcspace  par  une  ligne,  connue 
de  nature,  et  mise  en  mouvement  d'une  manière  déterminée.  C'est  aussi  soas 
ce  point  de  vue  qu'on  les  considère  le  plus  ordinairement. 

1.  La  ligne  mise  en  mouvement  dans  l'espace,  pour  engendrer  une  sur- 
face, s'appelle  h  génératrice  de  cette  surface. 

La  génératrice  d'une  surface  peut  être  droite  ou  courbe  ;  quand  elle  est 
courbe ,  elle  peut  être  plane  ou  à  double  courbure ,  et  peut  conserver  sa  forme 
dans  tout  le  cours  de  la  génération,  ou  en  changer  à  chaque  pas. 

2.  TjC  mouvement.de  la  génératrice  d'une  surface  se  détermine  de 'plu- 
sieurs manières.  Le  plus  ordinairement  on  suppose  cette  ligne  glissant,  sui- 
vant certaine  loi,  sur  d'autres  lignes,  connues  de  nature  et  de  position  dans 

l'espace. 

3.  Les  lignes  sur  lesquelles  la  génératrice  glisse,  se  nomment  les  dinc- 
trices.  Les  directrices  peuvent  être  des  lignes  quelconques  aussi  bien  que  la 
génératrice. 

4.  Le  nombre  des  directrices,  dans  une  surface,  ne  peut  surpasser  trois. 
Souvent  il  n'en  faut  que  deux  et  même  quelquefois  qu'une  seule.  Quand,  dans 
la  génération  d'une  surface,  il  y  a  trois  ou  deux  directrices,  Tune  d'elles 
peut  cire  un  point. 

Si  Ton  suppose  un  système  de  directrices  connues  de  forme  et  de  position 
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Rxes  dans  respace,.on  concevra  qu^avec  la  même  génératrice  on  pourra  en- 
gendrer une  infinité  de  surfaces  différentes,  en  faisant  varier  la  loi  du  mou- 
vement de  la  génératrice  de  toutes  les  manières  possibles;  ou  bien  en  con- 
servant la  même  loi  de  mouvement,  et  en  faisant  varier  la  forme  de  la 
génératrice,  soit  à  chaque  instant  de  la  même  génération,  soit  seulement  à 
chaque  génération  particulière. 

De  même  avec  une  génératrice  donnée ,  on  pourra  aussi  engendrer  une 
infinité  de  surfaces  différentes,  en  faisant  varier  la  forme,  la  position  respec- 
tive et  le  nombre  des  directrices ,  de  toutes  les  manières  possibles. 

De  là  nous  conclurons  que ,  pour  défmir  une  surface,  il  faut  nécessairement 
établir,  i".  le  nombre  des  directrices,  2^  la  forme  de  chacune  d'elles, 
î*.  leurs  positions  respectives  dans  l'espace ,  4"-  la  forme  de  la  génératrice, 
et  5*".  la  loi  suivant  laquelle  cette  dernière  ligne  glisse  sur  les  directrices. 

5.  Les  surfaces  sont  planes  ou  courbes.  Nous  avons  vu  (géom.  pi.,  n"*.  y  ) 
qu^une  surf  ace  plane  ou  un  plan  était  une  surface  dans  laquelle,  prenant  deux 
points  à  volonté  et  joignant  ces  deux  points  par  une  droite,  cette  droite  était 
tout  entière  dans  la  surface. 

Quant  aux  surfaces  courbes,  elles  ne  sont  ni  planes  ni  composées  de  sur* 
faces  planes.  Elles  sont  ou  h  une  seule  courbure,  ou  à  double  courbure. 

6.  Les  surfaces  à  une  seule  courbure  sont  engendrées  par  une  ligne 
droite,  mais  toutes  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite  ne  sont  pas, 
pour  cela ,  h  une  seule  courbure.  Les  surfaces  à  une  seule  courbure  ont  cela 
de  particulier,  que  tous  les  plans  qui  leur  sont  tangens  les  touchent  néces- 
sairement suivant  une  ligne  droite. 

7*  Les  surfaces  à  double  courbure  se  distinguent  en  ce  qu^un  plan 
tangent  peut  ne  les  toucher  que  par  un  point. 

8.  Parmi  les  surfaces  à  une  seule  courbure,  et  les  surfaces  à  double 
courbure,  on  distingue  les  surfaces  dites  de  réçolulion.  Ces  sortes  de  surfaces 
sont  engendrées  par  une  ligne  plane  quelconque,  qui  tourne  autour  d'une 
ligne  droite ,  située  dans  le  plan  de  la  génératrice,  qu'on  appelle  aace  de  ro- 
iaiian.  Dans  cette  génération,  il  faut  entendre  que  la  ligne  génératrice  ne 
change  pas  de  position  par  rapport  à  Taxe  de  rotation. 

La  Théorie  du  Plan. 

Q.  THEOBiME  I.  Une  ligne  droite  qui  a  deux  points  communs  açec  un 
plan  est  tout  entière  dans  ce  plan,  quelque  loin  quon  les  prolonge  lun  et 

rautre. 

Ce  théorème  est  une  suite  immédiate  de  la  définition  du  plan. 

6o 
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10.  Corollaire.  Il  suit  de  là  qu'autour  d'une  ligne  droile  on  peul  fai 
passer  une  inlinilé  de  plans  dlfférens. 

1 1.  THÉoBÈME  2.  Deux  droites  qui  se  coupent  ou  qm  tendent  à  se  rencon 
ircr  dans  l'espace  sont  dans  le  même  plan. 

En  effet,  autour  de  Tune  de  ces  droites  on  peut  faire  tourner  un  pli 
qui,  dans  son  mouvement,  rencontrera  nécessairement  l'aulie  droite  i 
moins  en  un  point;  ainsi,  cette  seconde  droile  aura  ce  point  dans  le  plan  qui 
passe  par  la  première  ;  mais  les  deux  droites  se  rencontrent ,  ou  prolonge 
elles  se  rencontreraient,  et  comme  tous  les  points  de  la  première  droite  soj 
dans  le  plan,  le  point  d'intersection  des  deux  droites  sera  dans  ce  même 
plan;  or,  ce  point  appartient  à  la  seconde  droile;  donc  cette  dernière  adcul 
points  dans  le  plan ,  donc  elle  y  est  tout  entière. 

12.  l'HÉotiÈME  3,  Deux  droites  qui  se  rencontrent  ou  qui  tendent  à 
rencontrer ,  non-seulement  sont  dans  le  même  plan  y  mais  encore  elles  etit 
terminent  la  position. 

En  effet,  si  par  ces  deux  droites  on  imagine  deux  plans,  ces  deux  pis 
coïncideront  ncccssairemcnl  dans  toute  l'étendue  des  deux  droites  qui,  pro- 
longées autant  qu'on  voudra,  ne  sortiront  jamais  des  deux  plans.  De  plus, si 
l'on  mène  une  troisième  droite  comme  on  voudra  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières chacune  en  un  point,  comme  les  deux  points  d'intersection  seront 
dans  les  deux  plans,  celte  troisième  droite  sera  dans  ces  deux  plans  dans  touH 
son  étendue,  quelque  loin  qu'on  la  prolonge;  les  deux  plans  coVncideroDt 
donc  dans  toutes  les  directions  ;  donc  ils  se  confondront  en  un  seul, 

i3.  Corollaire  i-  11  suit  de  là  qu'une  droile  et  un  point  donnés  dctcrmincill 
la  position  d'un  plan;  car,  par  le  point,  on  pourra  toujours  mener 
droile  qui  rencontre  la  droite  donnée. 

i4'  Corollaire  2.  Il  suit  encore  de  là  que  trois  points  donnés  comme  on 
voudra  ,  non  en  ligne  droile,  déicrmincnt  la  position  d'un  plan;  car,  en  jai* 
gnant  ces  trois  points  par  des  droites,  ces  droites  se  rencontreront  deun 
deux ,  et  seront  par  conséquent  dans  le  même  plan.  Ainsi,  les  trois  côlC5  d'aa 
triangle  sont  dans  le  même  plan. 

i5.  Remarque.  Comme  la  dcHnilion  des  droites  parallèles  emporte 
condition  que  les  droites  sont  situées  dans  un  même  plan,  il  s'ensuit  que  dcui 
droilos  parallèles  déicrmincnt  la  position  d'un  plan. 

16.  THKORKME  3.  Si  deux  plans  se  rencontrent,  leur  intersection  sera  w 
iigne  droile. 

En  effet ,  d'abord  cette  intersection  est  une  ligne  ;  si  cet  le  ligne  n'est  p: 
droite,  elle  aura  au  moins  trois  de  ses  points  qui  ne  seront  pas  en  ligt 
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droite,  mai^  alors  (n®.  i4)  les  deux  plans  coïncideraient  et  n'en  formeraient 
qu'un  seul,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

17.  DÉFINITION.  Une  droite  AB(fig.264)  est  perpendiculaire  à  un  plan 
abcd^  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  BC ,  BD ,  BË,  BF, 
BG,  etc.,  menées  par  son  pied  B  dans  le  plan.  Le  pied  B  de  la  perpendicu- 
laire est  le  point  où  elle  rencontre  le  plan. 

18.  THEOREME  4*  ^i  ^^^^  droile  AB  (fig.  265)  est  perpendiculaire  à  deux 
droites  BC ,  BD  merles  par  son  pied  dans  le  plan  abcd,  cette  droite  AB  sera 
perpendiculaire  au  plan  abcd. 

Parle  pied  B  de  la  droite  AB,  menons  une  droite  quelconque  GH;  si  nous 
démontrons  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  cette  droite  GH,  il  sera 
démontré  que  AB  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  menées  par  son 
pied  dans  le  plan  abcd ,  et  par  conséquent  à  ce  plan  abcd  lui-même. 

Pour  cela,  prenons  les  distances  BC,  BD,  BE  et  BF  égales  entre  elles; 
joignons  les  points  C  et  D  par  la  droite  CD ,  et  les  points  £  et  F  par  la 
droite  £F,  et,  par  un  même  point  A  de  la  droite  AB  et  les  points  C  , 
D,  E  et  F,  menons  les  droites  CA,  DA,oEA  et  FA;  enfin,  par  le 
même  point  A  et  les  points  G  et  H,  menons  les  droites  GA,  HA.  DV 
près  cette  construction ,  i"".  les  triangles  BCD  ,  BEF  sont  isocèles  et 
égaux  ;  2**.  les  triangles  rectangles  ABC  ,  ABD  ,  ABE  et  ABF  sont 
égaux  comme  ayant  les  côtés  de  Tangle  droit  égaux,  ainsi  les  droites  CA , 
DA,  £A  et  FA  sont  toutes  égales  entre  elles;  d'où  il  suit  que  les  triangles 
CAD,  FAE  sont  isocèles  et  égaux,  car  ces  triangles  ont  les  trois  côtés  égaux, 
CD  éUntégalàEF;  3^  les  triangles  GBF,  BDH  sont  égaux,  car  le  côté 
BD=  BF,  Pangle  DBH  =  FBG,  et  l'angle  HDB  =  GFB;  donc  BH  =  BG, 
et  DH:^  GF;  4''*  1^^  triangles  DAH,  FAG  sont  égaux,  puisque  de  Fégalité 
des  triangles  DAC  ,  EAF,  il  s'ensuit  que  le  côté  DA  =  FA  et  l'angle  HDA 
^  GFA ,  et  de  plus  nous  venons  de  voir  que  HD  ==  FG  ;  donc  HA  =  GA  , 
donc  le  point  A  est  à  égales  distances  des  points  G  et  H;  mais  nous  venons 
de  voir  que  BH  =  BG;  donc  le  point  B  est  au  milieu  de  GH  ;  donc  enfin  AB 
est  perpendiculaire  au  milieu  de  GH  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

ig.  THÉORÈME  5.  Si,  par  un  point  h  pris  hors  d'un  plan  abcd{îi^.  266), 
on  abaisse  une  perpendiculaire  AB  e/  différentes  obliques  AC ,  AF,  AE ,  au 
plan  abcd,  i"*.  la  perpendiculaire  AB  sera  la  plus  courte  de  toutes  ces  droites; 
2*.  les  obliques  AC ,  AF,  qui  s'écarteront  également  de  la  perpendiculaire,  se- 
vont  égales,  et  3**.  de  deux  obliques  qui  s  écarteront  inégalement  de  la  perpen- 
diculaire, celle  qui  s  en  écartera  le  plus  sera  la  plus  grande. 

1*.  Je  dis  que  la  perpendiculaire  AB  est  plus  petite  que  toute  oblique  AF 
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menée  du  même  poînl  A  sur  le  plan  abcd;  car  les  droites  AB,  AF  se  rcn- 
contranl  au  point  A,  sont  dans  le  même  plan,  lequel  rencontrera  le  pli 
abcd  suivant  la  droite  BF,  le  triangle  ABF  sera  rectangle  en  B,  pulsqi 
la  droite  AB,  étant  perpendiculaire  au  plan  abcd,  est  perpendiculaire 
toutes  les  droites  comme  BF  qui  passent  par  son  pied  dans  ce  plan  abcd, 
l'oblique  AF  sera  riiypolhcnuse  de  ce  triangle  rectangle;  donc  AF>-AB, 
ce  qu'ilfallait  premièrement  démontrer, 

2".  Soient  AC,  AF  deux  obliques  également  c'cartées  de  la  perpendiculai 
AB,  de  sorte  que  BC  =  BF;  je  dis  que  ces  deux  obliques  seront  égales,  at 
elles  sont  les  liypolhcnusos  de  deux  triangles  reclangles  ABC»  ABF  qui  ont 
les  côtés  de  l'angtc  droit  égaux. 

3".  Supposons  que  l'oblique  AF  soit  moins  écartc'e  de  la  perpendiculaire 
AB  que  l'oblique  AE;  de  sorte  que  BE>  BF;  je  dis  que  AE>AF,  car  si 
Ton  joint  les  pieds  B  et  E  de  la  perpendiculaire  AB  et  de  l'oblique  AE  par 
la  droite  BE,  que  Ton  fasse  BD  =BF  et  que  l'on  m^ne  l'oblique  AD. 
aura  AD^AF,  et  il  est  évident  que  BB  étant  plus  petit  que  BE, 
aura  AI)-<  AE,  ces  deux  oUiques  AD,  AE  et  la  perpendiculaire  AB  étarrf 
dans  le  même  plan  (géom.  pi.  n°.  32), 

20.  TilÉoRÈME  6.  Héviftroifueinent ,  les  obliques  égales  s  écartent  égak' 
ment  de  la  perpendiculaire  ;  et  de  ileiix  obliques  inégales,  la  plus  grande  ti 
selle  qiU  s 'en  écarte  le  plus. 

1-.  Soient  les  obliques  égales  AC,  AF  (fig.  266);  je  dis  que  BC^IÎFi 
car  si  cela  n'était  pas  vrai,  BC  serait  plus  ou  moins  grand  que  BF.  Mail  ù 
BC  était  plus  grand  que  BF,  on  aurait  AC  >  AF,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse ,  et  si  BC  était  plus  petit  que  BF ,  on  aurait  AC< AF,  ce  qui  est  encort 
ciintre  l'hypothèse;  donc  BC  =  BF. 

2'.  Soit  l'oblique  AE  >  AF;  je  dis  que  BE  >  BF,  car  si  cela  n'esl  fU» 
Trai,  BE  sera  égal  ou  plus  petit  que  BF;  mais  si  BE=BF,  on  aura  AE=:.\F( 
ce  qui  est  contre  l'hypolbcse,  et  si  BE<BF,  on  aura  AE  <  AF,  ce  qui 
encore  contre  l'hypothèse;  donc  BE>  BF. 

21.  Corollaire  1.  Il  suit  de  là  que  si  par  le  pietl  B  de  la  perpendtculaîn 
AB  au  plan  abcd  (fig.  266),  comme  centre,  on  décrit  une  circonférence^ 
cercle  CFDG  dans  le  plan  abcd,  chaque  point  de  la  perpendiculaire  AB  sei 
à  égales  distances  de  celte  circonférence;  car  .si  par  un  point  quelconque 
de  la  perpendiculaire  AB  on  mène  des  obliques  AC  ,  AF,  AD,  AG,...  il  di 
férens  points  C,  F,  D,  G,...,  toutes  ces  obliques  seront  égales  entre  ellï 
puisqu'elles  seront  à  égales  distances  de  la  perpendiculaire  AB. 

22.  Corollaire  2,  De  ce  que  (n".  20)  les  obliques  égales  s'écartent  cpl 
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nent  de  la  perpendiculaire,  il  s'ensuit  que  par  chacun  des  points  de  la  per- 
)endiculaire  AB  (fîg.  266),  comme  centre >  et  avec  un  rayon  cgalàToblique 
menée  de  ce  point  en  un  point  de  la  circonférence  CFOE,  on  pourrait 
décrire  cette  même  circonférence. 

a3.  THÉORÈME  7.  Par  uti  point  A  donné  hors  d'un  plan  ahcd  (  fig.  266  ) 
on  ne  peut  abaisser  quune  seule  perpendiculaire  AB  â  ce  plan. 

Supposons  que  cela  ne  soit  pas  vrai,  et  que  par  le  point  A  on  puisse 
abaisser,  outre  la  perpendiculaire  AB,  une  seconde  perpendiculaire  AF;  si 
Ton  joint  les  pieds  B  et  F  de  ces  perpendiculaires  par  la  droite  BF ,  cette 
droite  BF  sera  perpendiculaire  à  chacune  des  perpendiculaires  AB,  AF  au 
plan  abcd^v!".  17);  le  triangle  ABF  aurait  donc  deux  angles  droits,  ce  qui 
est  impossible;  donc,  etc. 

a4«  THÉORÈME  8.  Par  un  point  B  donné  sur  un  plan  abcd  (fig.  267  ),  on 
ne  peut  éleçer  quune  seide  perpendicidaire  à  ce  plan. 

Car  si  Ton  pouvait  en  élever  deux  B  A,  BC,  comme  elles  partiraient  du 
même  point  B,  elles  seraient  dans  un  même  plan  qui  rencontrerait  le  plan  a&cci 
suivant  la  droite  BD;  dans  le  plan  de  ces  deux  perpendiculaires  BA,  BC  on 
aurait  donc  les  angles  ABD,  CBD  qui  seraient  droits;  mais  les  angles  droits 
sont  égaux  entre  eux;  donc  ABD  =  CBD,  ce  qui  est  impossible  ;  donc,  etc. 

a5.  THÉORÈME  9.  Si  Ion  imagine  une  droite  AB  (fig.  268)  située  dans 
l'espace  d'une  manière  quelcompie ,  et  que  par  un  point  B  de  cette  droite  on 
lui  mène  deux  perpendiculaires  BC  ,  BD  faisant  entre  elles  un  angle  quelcon- 
que DBC  ,  le  plan  qui  passera  par  ces  deux  perpendiculaires  sera  perpendi- 
culaire  à  la  première  droite  AB. 

Car  la  droite  AB  sera  perpendiculaire  à  deux  droites  BC,  BD  menées  par 
son  pied  dans  le  plan  DBC  (  n"".  1 8  ). 

26.  DÉFINITION.  Une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  quand  la  droite  est 
partout  à  égales  distances  du  plan  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  la 
droite  ne  peut  rencontrer  le  plan,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge  Tune  et 
Tautre. 

27.  THÉORÈME  10.  Toute  droite  AB  parallèle  à  une  autre  droite  CD  située 
sur  un  plan  abcd  (fig.  269  )  est  parallèle  au  plan  abcd  qui  contient  la  seconde 
droite. 

En  effeti  si  la  droite  AB  n'est  pas  parallèle  au  plan  abcd^  prolongée,  elle 
rencontrera  ce  plan.  Mais  les  droites  AB,  CD  étant  parallèles,  on  pourra 
faire  passer  un  plan  par  ces  deux  droites,  lequel  passera  par  le  point  où  la 
droite  AB  rencontrerait  le  plan  abcd;  le  plan  des  droites  AB ,  CD,  et  le 
plan  abcd  auraient  donc  une  droite  CD  et  un  point  commun  ;  donc  (n"*.  12  ) 
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ces  deux  droites  Ec,  FC  seront  parallèles!  donc  les  plans  abcd,  ABCD  (j 
les  contiennent  seront  parallèles  ,  les  droilcs  Ec,  FC  élanl  nicuéea  dans  u 
direction  quelconque. 


LEÇON. 


Suite  àe  la  Théorie  des  Plans  ,   ci  les  Angles  solides. 

36.  DÉFïNiTioN.  Si  deux  plans  ABCD,  ABEF  (fig.  273)  se  rcncontn 
suivant  une  droite  AB,  rccartemcnt  de  ces  deux  plans  l'un  par  rapports 
l'autre  est  ce  qu'on  appelle  VincUnaison  ou  V angle  des  dcitx  plans.  Cet  angle  I 
s'appelle  anssi  angle  dièdre. 

37.  THÉORÈME  i8.  On  pctU prendre  l'tmr  In  mesure  de  l'tuigle  de  deuxplani 
ABCD,  ABEF  (fig.  273),  celle  de  l  angle  ERC  forme  par  les  droites  BC, 
BE  pcrpendirulaires  à  l'ijitersection  AB  des  d^ux  plans ,  et  menées  paru 
même  point  B  fjuelconquc  de  cette  inierseclion  AB,  l'tme  BC  dans  U  premier, 
et  inutre  BE  dans  le  second  plan. 

Pour  domonlrer  celte  proposition,  il  suffit  de  faire  voir  que  l'angle  formé 
par  les  perpendiculaires  BC,  BE  ne  change  pas  de  grandeur,  en  quelque 
point  B  de  l'intersection  AB  des  deux  plans  qu'elles  soient  menées. 

Soient  donc  deux  autres  droites  AD,  AF,  menées  dans  les  deux  plans 
ABCD,  ABEF  perpendiculairement  à  l'interseclion  AB,  et  par  un  point 
quelconque  A  de  celte  intersection;  il  est  clair  que  les  deux  angles  EBC,FAD 
seront  égaux,  car  ils  auront  les  câtcs  parallèles,  puisqu'ils  sont  deux  à  deof 
dans  les  mêmes  plans,  et  qu'ils  sont  perpendiculaires  à  une  même  droite. 

3W.  Corollaire  1.  Les  côlôs  de  l'angle  EBC  étant  perpendiculaires  ib 
droite  AB,  le  plan  de  cet  angle  est  perpendiculaire  à  la  droite  AB  (n*.  aS); 
d'où  il  suit  que  l'angle  de  deii.v  plans  qui  se  rencontrent  est  celui  formé  par  h 
intersections,  avec  ces  deux  plans,  d'un  trnisikirw.  plan  perpendiculaire  à  i'in^ 
tersection  des  deux  premiers. 

3g.  Corollaire  2.  Nous  appclerons  section  droite,  rinicrscclion  avec  l(S 
plans  donnes,  du  plan  perpendiculaire  à  leur  intersection;  d'où  il  s'ensuivn 
que  l'angle  de  la  section  droite  sera  celui  des  deux  plans  donnes. 

Il  est  évident  que  l'angle  EBC  de  la  section  droite  est  plus  grand  qoe 
l'angle  aB6  forme  par  les  droites  aB,£B  non  perpendiculaires  à  l'in  tersection 
AB,  des  plans  ABCD,  ABEF  (fig.  273). 

4o.  Corollaire  3.  Il  suit  de  là  que  si  l'angle  de  la  sctlion  droite  de  dcui 
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plans  qui  se  rencontrent  est  droit,  les  deux  plans  seront  perpendiculaires  Tun 
à  Tautre. 

4i.  Corollaire  4.  Si  deux  plans  se  rencontrent,  1"*.  les  angles  adjaccns 
formés  par  ces  deux  plans  vaudront  ensemble  deux  angles  droits  et  seront, 
par  conséquent,  supplémensTun  de  Tautre  ;  2**.  réciproquement,  si  doux  angles 
adjacens  formés  par  des  plans  valent  ensemble  deux  angles  droits,  les  plans 
extérieurs  seront  le  prolongement  Tun  de  Tautre;  3"*.  les  angles  opposés  par 
le  sommet  seront  égaux;  4^-  si  autour  d'une  même  droite  on  fait  passer  tant 
de  plans  qu^on  voudra ,  la  somme  de  tous  les  angles  formés  par  ces  plans  sera 
'^gale  à  quatre  angles  droits;  car,  dans  tous  ces  cas,  les  angles  de  la  section 
droite  de  ces  plans  jouiront  de  ces  diverses  propriétés. 

42.  Corollaire  5.  Si  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un  troisième , 
l^  les  angles  alternes-internes  seront  égaux;  2^.  les  angles  alternes-externes 
seront  aussi  égaux  ;  3^.  les  angles  correspondans  seront  égaux  ;  4^-  I^s  angles  in- 
térieurs du  même  côté  du  plan  sécant  seront  supplémens  Tun  de  Taulre,  et 
les  réciproques  de  toutes  ces  propositions  auront. lieu;  car  les  angles  de  la 
section  droite  de  ces  plans  jouiront  de  ces  propriétés. 

43.  THEOREME  19.  Si  wie  droite  AU  {{\^.  2^] /^)  est  perpendiculaire  au  plan 
abcd,  tout  plan  e/gh  mené  par  cette  droite  sera  perpendiculaire  au  premier 
abcd. 

■ 

En  effet,  si  par  le  pied  B  de  la  droite  AB,  perpendiculaire  au  plan  abcd, 
on  mène  la  droite  BC  dans  le  plan  abcd  perpendiculairement  à  Fintcrsection 
efdes  deux  plans,  cette  droite  BC  sera  perpendiculaire  h  AB,  et  comme  AB 
est  aussi  perpendiculaire  à  ef^  ifs'ensuivra  que  Tangle  ABC  ,  qui  sera  droit , 
sera  celui  formé  par  les  deux  plans;  donc  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires. 

44-  THÉORÈME  20.  Si  deux  plans  abcd ,  efgh  sont  perpendiculaires ,  et  que 
par  un  point  B  de  leur  intersection  on  élèt?e  une  droite  AB  perpendiculaire 
à  l'un  abcd  de  ces  plans ,  cette  droite  AB  sera  située  dans  l  autre  plan  efgh. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'était  pas  située  dans  le  plan  efgh,  par  le  point 
B  on  pourrait  toujours  mener  une  droite  BD  dans  ce  plan  qui  fût  perpendi- 
culaire à  rintersection  ^/des  deux  plans  donnés;  or,  si  par  le  même  point  B 
on  mène ,  dans  le  plan  a6cJ,  la  droite  BC  perpendiculaire  à  efy  Tangle  des 
deux  plans  sera  DBC  ;  mais  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  ;  donc  Tangle 
DBG  est  droit;  d'où  il  s'ensuivra  que  la  droite  BD,  perpendiculaire  aux 
droites  B^ ,  BC,  sera  perpendiculaire  au  plan  abcd\  mais  par  hypothèse  la 
droite  AB,  menée  par  le  même  point  B,  est  perpendiculaire  au  même  plan  ; 
par  un  même  point  B  pris  sur  un  plan  on  po.urraitdonc  élever  deux  perpcn* 

6i 
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diculaircs  différentes ,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  enfin  la  droite  AE  csl  d; 
le  plan  efgh. 

45-  Corollaire,  II  suit  de  là  que  .«' t/cu^r  ^//ans  EFGH,  IKLM  (lig.  ayS 
sont  perpendiculaires  à  tm  troîsittme  ABCD,  letir  interseclion  absera  pcrff 
diculaîre  au  troisième  plan  ABCD. 

En  effet,  si  par  le  point  a  commun  aux  trois  plans ,  on  éleTail  une  pci 
pendiculalrc  au  plan  ABCD,  celte  perpendiculaire  serait  à  la  fois  silut'c  M 
les  deux  autres  plans,  et  par  conséquent  elle  coïnciderait  avec  l'iDlersectii 
ab  de  ces  deux  derniers  plans. 

4^**  mÉOBÈME  21.  Supposons  jjnt:  oblique  Pi.^(^ï\g.i'j6)  par  rapport  à  m 
plan  abcd  ;  que  par  un  point  B  quelconque  de  cède  oblique  on  abaisse,  une 
perpendiculaire  BC  au  plan  abcd;  que  par  la  droite  AC  on  joigne  le  pied  Ci 
la  perpendiculaire  et  celui  A  de  l'oblique ,  et  que  par  ce  dernier  point  A  ( 
mène,  dans  le  plan  abcd,  la  droite  DE  perpendiculaire  à  AC  ;  je  dis  que  M 
droite  DE  sera  aussi  perpendiculaire  à  l'oblique  AB. 

En  effet,  prenons  les  distances  AD,  AE  égales  entre  elles,  et  joignons 
point  A  et  les  points  D  et  E  parles  droites  DB,  EB  :  les  triangles  reclangifi 
DCB,  ECB  seront  égaux,  car  ils  ont  le  côlc  commun  BC,  et  les  côtés  CD, 
EC  qui  sont  égaux  comme  étant  des  oLtlicjucs  également  écartées  de  la  per- 
pendiculaire AC  sur  DE  ;  donc  DB  =:  EB  ;  dont  le  point  B  est  h  égales  dii- 
tances  des  points  D  et  E  de  la  droile  DE  ;  mais  le  point  A  est  au  milieu  de 
DE  ;  donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  DE;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
I  47'  THÉORÈME  22.  Rt'ciproquement ,  si  par  le  pied  de  l'oblique  AB./iar 
rapport  au  plan  abcd  (^fig.  2"]  S)  on  mène,  à.ce/t£  oblique ,  la  perpendiaJmrt 
DE  dans  le  plan  abcd,  celle  droile  DE  sera  perpendiculaire  à  celle  AC  qd 
joint  le  pied  de  l'oblique  AB  ,  et  celui  de  la  perpendiculaire  BC  abaissée  sur 
le  plan  abcd  par  un  point  B  quelconque  de  l'oblique  AB. 

En  effet,  prenons  les  distances  AD,  AE  égales  entre  elles,  et  joignons Itl 
points  D  et  E  avec  le  point  B  par  les  droites  DB,  EB  ;  on  aura  DB^KB, 
«t  les  triangles  rectangles  DCB,  ECB  qui  seront  égaux,  puisqu'ils  ont  l'bj- 
polhénuse  et  un  côté  de  l'angle  droit  égaux  ;  donc  DC  =  EC  ;  mats  le  poiotA 
est  le  milieu  de  DE  ;  donc  la  droite  AC  est  perpendiculaire  sur  DE. 

48,  TniÉORiuME  23.  La  plus  courte  distance  entre  deux  droites  non  siùiéti 
dans  le  même  plan  ,  est  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites. 

Soient  AB,  CD  (fig.  277  )  les  deux  droites  données,  et  EF  leur  commoM 
perpendiculaire  ;  je  dis  que  EF  sera  plus  petite  que  toute  autre  droite  CE  qû 
coupe  les  mêmes  droites;  car  le  triangle  CEF  est  rectangle  en  F,  et  CE  ca 
csl  l'hypothcnuse. 
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Les  Angles  polyèdres. 

49.  DÉPiNiTiONS.  On  zp^cWc  angle  polyèdre  Tespacc  indéfini  renfermé  par 
les  plans  qui  se  réunissent  en  un  même  point  qui  est  le  sommet  de  Tanglc. 
liBS  figures  278,  279,  281  représentent  des  angles  polyèdres,  dont  le  som- 
nct  est  le  point  S ,  et  les  plans  qui  les  forment  sont  ASB,  BSC  ,  CSD ,  etc. 
les  plans  se  nomment  \es/aces  de  Tangle. 

Dans  un  angle  polyèdre,  il  faut  I^  distinguer  le  nombre  des  faces,  2''.  les 
ingles  dièdres  ou  inclinaisons  de  ses  faces,  et  y.  les  angles  formés  par  leurs 
intersections,  auxquelles  on  donne  le  nom  i^ arêtes.  Les  angles  formés  par 
les  arêtes  prennent  le  nom  ai  angles  plans. 

Le  plus  simple  des  angles  polyèdres  a  trois  faces,  on  Tappelle  angle  trièdre. 
Les  autres  angles  polyèdres  prennentaussi  des  noms  qui  désignent  le  nombre 
de  leurs  faces  :  ces  noms  sont  analogues  à  ceux  des  polygones;  mais  on  peut 
tout  aussi  bien  désigner  un  apgle  polyèdre  en  énonçant  en  français  le  nombre 
de  ses  £aces. 

5o.  THÉORÈiMiE  24»  Dans  tout  angle  trièdre ,  fun  des  angles  formé  par  les 
arites  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soient  S  le  sommet  d'un  angle  trièdre  (fig.  278),  ASB,  ASC  et  CSB  les 
trois  angles  des  arêtes;  si  ASB  est  le  plus  grand  de  ces  trois  angles,  je  dis 
qu'on  aura  ASB  <  ASC  +  CSB. 

En  effet,  dans  le  plan  ASB,  faisons  Tangle  BSD  =  BSC  ;  prenons  le  point 
C  à  Tolonté  sur  Taréte  SC  ;  faisons  SD  =  SC,  et  par  le  point  B  quelconque 
de  1  arête  SB,  et  les  points  C  et  D,  faisons  passer  un  plan  BAC  qui  coupe 
les  trois  faces  de  Fangle  polyèdre  suivant  les  droites  AB,  AC  et  CB. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  les  triangles  DSB,  CSB  sont  égaux,  puisque 
par  construction  ces  triangles  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  : 
donc  BD  =  BG.  Mais  dans  le  triangle  ABC  on  a  AB<AC+BC,  ou 
ADh-DB<  AC  +  BC,  et  par  conséquent  AD<  AC.  Les  triangles  ASD, 
ASC  ont  le  côlé  AS  commun,  les  côtés  DS,  CS^ égaux,  et  AC  >  AD;  donc 
(géom.  pi.,  n®.  42),  l'angle  ASD  <  ASC,  mais  BSD  =  BSC  ;  si  donc  nous 
ajoutons  ces  deux  comparaisons,  membre  à  membre,  nous  aurons  ASD  -f-BSD 
<  ASC  +  ESC ,  ou  ASB  <  ASC  4-  BSC  ;  co  qu'il  fallait  démontrer. 

5  r .  THEOREME  25.  Qucl  que  soit  le  nombre  des  faces  dim  angle  polyèdre, 
la  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  est  toujours  moindre  que  quatre 
angles  droits. 

Soit  ABCDS  (fig.  279)  un  angle  polyèdre  ;  et  soit  mené  un  plan  ABCD 

■ 

quelconque  qui  coupe  toutes  les  faces  de  cet  angle;  si,  dans  ce  plan ,  on  prcml 
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iiii  poînl  I  quelconque,  et  que  par  les  points  A,  B,  C  et  D  on  mène  li 
droites  AI,  BI,  Cl  et  1)1,  les  angles  autour  du  point  i  vau<li'onl  cnscmlil 
ijuatrc  angles  droits,  ces  angles  étant  situes  dans  un  même  plan.  IjA  somn 
de  tous  les  angles  réunis  des  triangles  lAB,  BIC ,  CID  et  DIA.  qui  sont  ( 
nombre  égal  au  nombre  des  côtés  du  polygone  ABCD ,  sera  égale  à  autai 
lie  lois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  ces  triangles;  mais  pour  n'avoir  tjut 
Jcs  angles  qui  ont  leurs  sommets  au  même  point  I  ,  de  cette  somme  lolale 
faudrait  retrancher  la  somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ;  or ,  la  sommi 
des  angles  des  triangles  ASB ,  BSC  ,  CSD  et  DSA  est  la  raéme  que  celle  de 
premiers:  si  donc  pour  avoir  la  somme  des  angles  qui  ont  leurs  sommets  31 
point  S,  il  faut,  de  la  somme  des  angles  des  triangles  qui  nnl  leurs  sommet 
au  même  point  S,  retrancher  une  somme  plus  grande  que  celle  des  anglci 
intérieurs  du  polygone  ABCD,  il  est  clair  ([uc  cette  somme  sera  plus  pelili 
que  quatre  angles  droits.  Mais  la  somme  à  retrancher  pour  avoir  celle  Je>: 
angles  autour  du  point  S,  est  celle  des  angles  SAB,  SB  A,  SDC,  SCB,  SCD^ 
SD  A  et  SAD  ;  si  donc  la  somme  de  tous  ces  angles  est  plus  grande  que  ccUo 
des  angles  intérieurs  du  polygone  ABCD,  il  sera  démontré  que  la  somme 
des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  polyèdre  quelconque  est  plus  pe- 
tite que  quatre  angles  droits.  Or,  les  points  A,  B,  C  et  D  sont  les  sommets 
d'angles  trièdres  formés  par  les  faces  de  l'angle  polyèdre  en  question  el  [lar 
le  plan  ABCD;  mais  (n°.  5u)  la  somme  de  deux  angles  formés  par  les  arèlci 
d'un  angle  trièdrc  est  plus  grande  que  le  troisième;  donc  la  somme  des  angles 
SAB  +  SBA-hSBC  +  SCBH-,  etc.,  est  plus  grande  que  celle  des  angirt 
intérieurs  du  polygone  ABCD;  ce  qu'il  fallait  di'mnntrer 

52.  THÉORÈME  2G.  Dcux  angles  trlcdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ottt  les  bwS 
angles  des  arêtes  égaux  ,  chacun  à  chacun ,  et  semblablement  disposés 
(fig.280). 

Soient,  les  angles  Irièdres  ABCS,  aàcs  tels,  que  les  angles  ASC  :=a»i 
ASB  =  «50,  et  BSC  =  i.îc;  ces  deux  angles  trièdres  seront  égaux. 

En  effet,  sur  l'arête  SB,  prenons  un  point  B  quelconque;  par  ce  poinl, 
abaissons  les  droites  BA,  BC  perpendiculaires  aux  arêtes  AS,  CS  et  la  pcp 
pendiculairc  BD  au  plan  ASC,  et  joignons  les  points  A  et  D,  C  el  D  par  It» 
droites  At>,  DC  :  ces  dernières  droites  (n".  4?  )  seront  perpendiculaires  aul 
arêtes  AS,  CS  ;  de  sorte  que  les  angles  recti  lignes  BAD,  BCD  seront  les  il 
clinaisons  des  faces  ASB ,  CSB  par  rapport  à  la  face  ASC.  Faisons  la  roâtnl 
construction  dans  l'angle  Irièdre  aôcs,  en  observant  de  faire  .<iA  =  SB;  h 
angles  recliligncs  bad,  bcd  seront  les  inclinaisons  des  faces  056,  bsc  par  r* 
port  à  la  face  asdc  dis  maintenant  que  les  angles  BAI)=6a(/,  XiÇ.li=^bci 
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:ar1c5  triangles  ASB,  asb  sont  égaux, puisque  ces  deux  triangles  sont  rectangles, 
]u'i1s  ont  rhypolhénuse  SB=5&  et  un  angle  aigu  ASB  =  asb  ;  et  il  en  est  de 
néme  des  triangles  BSC,  65c;  donc  AS^os,  SC=5c,  BC  =  6c  et  AB=a6, 
De  là  il  rdsulte  que  les  deux  quadrilatères  ASCD ,  ascd  sont  égaux  ;  car  Tangle 
ASC  ^=:asc\  on  pourra  faire  coïncider  ces  deux  angles ,  et  les  côtés  égaux 
SA  et  as^  SC  ^isc\  mais  les  droites  AD,  ac/ ainsi  que  les  droites  DC,  Jr  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  arêtes  qui  coïncident;  donc  ces  droites 
prendront  les  mêmes  directions;  de  sorte  que  les  points  D  et  d  coïncideront 
aussi;  donc  AD  =  i2J  et  DC  =  cc/;  donc  les  triangles  ADB  et  adb^  BCD  et 
hcd,  qui  sont  rectangles,  sont  égaux,  car  ils  ont  Thypothénuse  et  un  côté 
égaux;  donc  enfin  les  angles  BA0  =  6aJ,  BCD  =  6cfi?,  et  par  conséquent 
les  faces  égales  des  angles  tricdres  sont  également  inclinées.  Si  donc  on  fait 
coïncider  les  faces  égales  ASC,  asc  ^  les  autres  faces  coïncideront  en  même 
temps;  donc  les  deux  angles  trièdres  seront  égaux. 

53.  TBÉORÈBtE  27.  Deux  angles  trièdres  ABCS,  abcs  (fîg.  280),  sont 
égaux  lorsquils  oui  un  angle  plan  ASC,  asc  égal,  adjacent  à  deux  inclinai'- 
sons  égales ,  cliacune  à  chacune. 

En  effet,  faisons  coïncider  les  deux  angles  plans  égaux  ASC,  a^r,  les  arêtes 
AS,  115,  coïncideront,  ainsi  que  les  arêtes  SC,  scj  et  par  conséquent  les  faces 
ASC,  asc\  mais  les  inclinaisons  adjacentes  sont  égales;  donc  les  faces  ASB , 
asb^  coïncideront  nécessairement,  ainsi  que  les  faces  BSC,  bsc  ;  donc  les  angles 
trièdres  seront  égaux. 

54-  i*HÉOR£M[£  28.  Deux  angles  trièdres  ABSC,  absc  (fig.  280)  sont  égaux 
lorsquils  ont  une  inclinaison  égale  comprise  entre  deux  angles  plans  ASC, 
asc,  ^/ ASB,  asb  égaux,  chacun  à  chacun. 

En  effet,  faisons  coïncider  les  deux  inclinaisons  égales;  les  deux  angles 
plans  asc^  asb  coïncideront  respectivement  avec  les  angles  plans  ASC,  ASB 
qui  leur  sont  égaux;  donc  les  arêtes  cs^  bs  coïncideront  respectivement  avec 
leurs  égales  CS,  BS,  et  par  conséquent  les  angles  plans  bsc^  BSC  ;  donc  enfm 
les  deux  angles  trièdres  sont  égaux. 

Il  sera  démontré  aussi  que  deux  angles  trièdres  qui  ont  les  trois  angles 
dièdrrs  égaux,  chacun  à  chacun,  sont  égaux. 

55.  THÉoaiME  29.  Deux  angles  polyèdres  quelconques  sont  égaux ,  lors" 
quiis  soni  composés  d'un  même  nombre  d'angles  trièdres  égaux,  chacun  à 
chacun ,  et  semblablement  disposés. 

Supposons,  en  effet,  que  Tangle  trièdre  ADES  soit  égal  à  ades  (fig.  281  ), 
que  Tangle  lriè«lre  ADCS  soit  égal  à  cuJcs^  et  que  Tanglc  trièdre  ABCS  soit 
égal  à  abcs]  je  dis  que  les  angles  polyèdres  ABCDES  i  abcdes  sont  égaux,  car 
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il  est  évident  que  les  deux  angles  tricdrcs  ADES,  aâes  clant  égaux,  poorron 
CoYiicidcr;  mais  si  ces  deux  angles  Irièdres  coïncident,  les  faces  ADS,  ads 
deux  angles  Irièdres  égaux  ADCS,  arfcj  coïncideront  aussi,  et  par  conséquen 
ces  angles  trièdres  cux-raêmcs,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  angles  tricdn 
égaux,  chacun  à  chacun;  toutes  les  parties  constituantes  des  angles  polycdn 
en  question  coïncident  donc,  chacune  à  chacune  ;  donc  ces  deux  angles  pc 
lyèdres  sont  égaux, 

56.  THÉORÈME  3o.  Si  deux  angles  polyèdres  sont  égaua; ,  c'esl-à-din,  ; 
CCS  dciKc  angles  peuvent  co'incider,  on  pourra  lotijotirs  les  décomposer  t 
im  même  nombre  d'angles  irièdres  égaua: ,  chacun  à  chacun,  et  semblait 
ment  disposés. 

Supposons  donc  que  les  angles  polyèdres  ABCDES,  abcdes  (fig.  sSt' 
soient  égaux  entre  eux;  si  on  les  fait  coïncider,  les  arêtes  homologues  cou 
cideront,  chacune  h  chacune;  et  par  conséquent  le  plan  qui  passera  par  t«S 
arêtes  AS,  DS  coïncidera  avec  celui  qui  passera  par  les  arêtes  homologues 
as  ,ds;\e  plan  qui  passera  par  les  arêtes  AS,  CS,  coïncidera  avec  celui  qui 
passera  par  les  arêtes  homologues  as,  csy  et  ainsi  des  autres  ;  d'où  il  suit  évi' 
demment  que  les  deux  angles  polyèdres  égaux  en  question,  seront  décomposes 
en  un  même  nombre  d'angles  trièdres  égaux,  chacun  à  chacun,  et  sembla' 
blcment  disposés;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Sy.  THÉORÈME  3i.  Si  deux  angles  polyèdres  S^CWES,  abcdes  {ît^.^^l\ 
sont  égaux,  que  l'onfasse  trois  arêtes  AS,  ES  et  DS  de  l'un,  respec/iv^mml 
égales  aux  trois  arêtes  homologues  as ,  es  et  ds  de  l'autre ,  et  (/ue  par  les  ex- 
trémités A,  K  (■/  D ,  des  trois  premières ,  et  les  extrémités  a ,  e  cl  d  des  iras 
outres  onfasse passer  les  plans  AEDCB  ,  aedcb,  ces  deux  plans  coupenot 
les/aces  des  deux  angles  polyèdres  en  question ,  de  manière  que ,  les  polygona 
ABCDE,  abcde  seront  égaux,  ainsi  que  les  triangles  homologues  forma 
par  les  arêtes  des  angles  polyèdres ,  et  les  côtés  des  polygones  ABCVEt 
abcde. 

En  effet,  les  angles  polyèdres  étant  égaux,  ils  pourront  coïncider;  et  dé* 
qu'ils  coïncideront,  les  points  A,  E  et  D  coïncideront  avec  les  points  a.t 
et  d;  les  plans  des  polygones  ABCDE,  abcde  auront  trois  points  de  com- 
muns, donc  (n".  i4)  ces  plans  coïncideront;  mais  les  faces  des  angles  po- 
lyèdres coïncident;  donc  enfin  les  polygones  ABCDE,  abcde  coïncident rO' 
loment,  ainsi  que  les  triangles  homologues;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

.')8.  THÉORÈME  32,  lîéciproffuement ,   si  deux  angles  polyèdres  otU 
arêtes  égales,  chacune  à  chacune ,  et  que  les  plans  menés  par  les  extr^nA 
de  ces  arêtes  coupent  les  faces  des  angles  polyèdres  de  manière  que 
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intersections  soient  des  polygones  égaux,  les  deux  angles  polyèdres  seront 
égaux.     . 

En  effet,  supposons  que  les  aréles  AS,  ES  et  DS  ( fig.  281  )  soient  respec- 
tivement égales  aux  aréles  as^es^ids^  et  que  les  polygones  ABCDE ,  abcde 
soient  égaux  ;  je  dis  que  les  angles  polyèdres  ABCDES ,  abcdes  seront  égaux. 
Car,  diaprés  ces  hypothèses,  les  triangles  AES  et  aes^  ESD  et  esd  ont  les 
trois  côtés  égaux,  ce  qui  donne  les  angles  AES  =  a^5,  DES=rde5,  et,  les 
polygones  ABCDE,  ahcde  étant  égaux,  Tangle  AED  =  a^J;  Tangle  trièdrc 
formé  parles  trois  angles  plans  AED,  AES,  Ï)ES  est  donc  égal  à  celui  formé 
par  les  angles  plans  aed^  aesj  des\  si  donc  on  fait  coïncider  ces  deux  angles 
Irièdres,  les  polygones  égaux  ABCDE  ,  abcde  et  les  sommets  S,  s  coïncide- 
ront aussi,  et  par  conséquent  les  deux  angles  polyèdres. 

5"%    LEÇON. 


Les  Polyèdres. 

59.  DIÉFINITIONS.  On  appelle  polyèdre ,  tout  corps  terminé  par  des  sur- 
faces planes.  Les  intersections  des  surfaces  planes  qui  terminent  le  polyèdre, 
s'appellent  les  arêtes,  et  forment,  sur  les  surfaces  du  corps,  des  polygones 
qui  sont  les  faces  du  polyèdre. 

Les  faces  d'un  polyèdre  sont  des  triangles,  des  quadrilatères,  des  penta^ 
gones,  des  exagones,  etc.  Ces  polygones  sont  réguliers  ou  irréguliers;  si 
toutes  les  faces  d'un  polyèdre  sont  des  polygones  réguliers  égaux ,  le  polyèdre 
est  dit  régulier;  si  les  faces  du  polyèdre  étaient  des  polygones  réguliers  iné- 
gaux, le  polyèdre  serait  irrégulier,  et  à  plus  forte  raison  si  ses  faces  étaient 
des  polygones  irréguliers. 

De  cette  définition  il  résulte  (ainsi  que  nous  le  démontrerons  tout-à- 
l'heare)  qu'il  n'y  a  que  cinq  polyèdres  réguliers  ;  mais  qu'il  y  en  a  une  infi- 
nité d'irréguliers. 

Les  polyèdres  se  distinguent  encore  par  le  nombre  de  leurs  faces;  le  plus 

simple  de  tous  a  quatre  faces;  il  s'appelle  tétraèdre;  celui  qui  a  cinq  faces 

s'appelle  ^n/^i^r?;  celui  qui  en  a  six,  exaèdre;  celui  qui  en  a  sept ^  eptaèdre ; 

celui  qui  en  a  huit,  octaèdre;  neuf,  ennéacdrc;  dix,  décaèdre  ;  onze,  onde- 

caèdre;  douze,  duodécaèdre;  etc.  Les  faces  des  polyèdres  se  réunissent  de 

manière  à  former  des  angles  polyèdres  dont   les  plus  simples  ont  trois 

laces. 
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60.  THÉORÈME  33.  //  ne  peut  y  açoir  que  cinq  polyèdres  réguliers. 
En  effet,  les  polygones  n^guliers  les  plus  simples  sont  les  Iriangles  équila^ 

téraux,  les  carrés,  les  pentagones,  les  exagones,  etc.  Mais  un  angle  du  triangle 
équilatéral  (géom.  pL,  n^.  274)  est  de  60*".,  un  angle  du  carré  est  de  90^,  un 
angle  du  pentagone  est  de  108*.,  un  angle  de  Texagonc  est  de  i2o\,  etc.  ;  il 
faut  au  moins  trois  angles  plans  pour  former  un  angle  polyèdre,  et(n^  5i) 
la  somme  de  tous  les  angles  plans  d^un  angle  polyèdre  est  toujours  moindre 
que  36o^.  ;  l^  si  donc  nous  formons  un  angle  polyèdre  avec  Tangle  du  triangle 
équilaléral,  comme  il  est  de  60"*.,  en  en  prenant  3,  nous  aurons  180*.,  plus 
petit  que  36o\;  si  nous  en  prenons  4»  il  viendra  24o^,  plus  petit  que  36û*.; 
si  nous  en  prenons  5,  nous  aurons  3oo^.,  plus  petit  que  36o*.  ;  mais  si  nous  en 
prenions  6,  nous  aurions  36o^,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  un  angle  po* 
lyèdre  ;  ainsi  nous  ne  pourrons  former  que  3  angles  polyèdres  avec  Fangledu 
triangle  équilatéral;  2®.  en  prenant  le  carré,  il  est  évident  que  nous  ne  pour* 
rons  former  qu'un  angle  Irièdre;  3^.  à  plus  forte  raison  en  prenant  le  penta- 
gone ,  et  4''-  ^î  nous  prenions  trois  fois  Tangle  de  Texagone,  nous  aurions 
36o^ 

Il  est  clair  qu^en  prenant  trois  fois  Tanglc  d'un  polygone  régulier  d'on 
plus  grand  nombre  de  côtés ,  on  aurait  plus  de  36o''. ,  et  par  conséquent  on  ne 
pourrait  plus  former  d'angles  polyèdres.  Ainsi,  on  ne  pourra  former  que  3 
polyèdres  réguliers  avec  le  triangle  équilatéral ,  un  avec  le  carré,  et  un  avec 
le  pentagone ,  ce  qui  fait  cinq ,  au  plus.  Il  serait  facile  de  démontrer  qu^ils  ont 
lieu  tous  les  cinq. 

61.  DÉFINITION.  On  appelle  ^m/n^ ,  un  polyèdre  terminé  par  deux  Eaices 
ABCDE,  GHIKF  (fig.  282)  égales,  opposées  et  parallèles,  qui  peuvent 
être  des  polygones  quelconques,  et  qui  sont  réunies  par  des  paralIéiograRimes 
ABHG,  BCIH,  CDKI,  DEFK,  £AGF,qui  sontce  qu'on  appelle  les/octf 
latérales.  Les  deux  faces  quelconques,  égales  et  parallèles,  sont  ks  bases,  A 
les  intersections  des  faces  latérales  les  arêtes  du  prisme  :  les  arêtes  d'un  prisme 
sont  égales,  puisqu'elles  sont  des  parallèles  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles. Si  elles  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  base,  le  prisme  est  droi; 
il  est  oblique  dans  tout  autre  cas. 

Un  prisme  prend  le  nom  de  parallélipipède ,  lorsque  ses  bases  sont  des 
parallélogrammes,  de  sorte  qu'un  parallélipipède  est  un  prisme  dont  toutes 
les  faces  sont  des  parallélogrammes.  Il  est  rectangle,  quand  ses  faces  sont  des 
rectangles,  et  il  est  droit,  quand  ses  faces  latérales  sont  des  rectangles,  les 
deux  bases  étant  des  parallélogrammes  quelconques. 

Les  prismes  se  distinguent  par  le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases  :  si  la  base 
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est  un  triangle,  le  prisme  est  dit  triangulaire;  si  elle  est  un  quadrilatère,  le 
prisme  est  dit  quadrilatère ,  etc. 

62.  THEOREME  ZI^.  Si  Von  coupe  un  prisme  quelconque  par  deux  plans 
parallèles ,  les  sections  abcde,fghik  (fig.  282  )  quon  obtiendra  seront  égales. 

En  effet,  les  sections  de  deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième 
(n*.  3oJ  sont  parallèles;  donc  les  côtés  des  sections  abcde,  fghik  sont 
parallèles,  et  par  conséquent  leurs  angles  sont  égaux,  chacun  à  chacun; 
mais  les  côtés  de  ces  sections  sont,  non-seulement  parallèles,  mais  encore 
compris  entre  des  parallèles;  donc  ils  sont  égaux,  chacun  à  chacun;  donc 
enfin  les  deux  sections  sont  égales. 

63.  Corollaire.  Si  ces  sections  étaient  parallèles  aux  hases,  elles  seraient 
égales  à  ces  bases. 

64-  DÉFINITION.  La  section  faite  dans  un  prisme  par  un  plan  perpendicu- 
laire aux  arêtes  s'appelle  la  section  droite.  Si  le  prisme  est  droit,  la  section 
droite  sera  Tune  des  bases. 

65.  THÉORÈME  35.  La  superficie  d'un  prisme  quelconque,  sans  y  com- 
prendre celle  des  deux  bases ,  est  égale  au  contour  ou  périmètre  de  la  section 
droite  multipliée  par  la  longueur  d'une  arête. 

En  effet,  supposons  que  la  section  droite  soit  abcde  (fig.  282);  les  côlés  de 
cette  section  seront  perpendiculaires  aux  arêtes  du  prisme;  de  sorte  que  ces 
côtés  seront  les  hauteurs  des  parallélogrammes  qui  sont  les  faces  latérales  du 
prisme  :  la  superficie  de  chacun  de  ces  parallélogrammes  sera  donc  égale  à 
Taréle  du  prisme  multipliée  par  le  côté  correspondant  de  la  section  droite; 
toutes  ces  superficies  auront  donc  un  facteur  commun  qui  sera  l'arcte  du 
prisme  ;  la  somme  de  toutes  ces  superficies  (qui  est  celle  dont  il  est  question) 
sera  donc  égale  à  ce  facteur  commun  multiplié  par  la  somme  des  autres  fac- 
teurs ,  qui  sera  le  contour  de  la  section  droite  ;  ce  quMl  fallait  démontrer. 

66.  THÉORÈME  36.  Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  im  angle  irièdre 
formé  par  trois  faces  égales,  chacune  à  chacune,  et  semblablement  disposées. 

D*abord  il  est  évident  que  les  angles  polyèdres  d'un  prisme  quelconque 
sont  trièdres,  et  que  dans  la  formation  de  ces  angles  trièdres  il  entre  toujours 
un  angle  de  Tune  des  bases. 

Or«  par  hypothèse,  les  deux  prismes  ont  un  angle  trièdre  formé  par  trois 
Âces  égales  et  semblablement  disposées ,  c'est-à-dire  formé  par  trois  angles 
plans  égaux,  chacun  à  chacun;  donc  ces  deux  angles  trièdres  sont  égaux 
(n*.  52)  ;  faisons-les  coïncider  :  la  première  base  de  Tun  des  prismes  coïnci- 
dera avec  la  première  de  Tautre  ;  mais  les  deux  autres  faces  des  angles  trièdres 
Go'ùicideront  aussi;  or,  ces  deux  dernières  faces  sont  des  faces  latérales  des 
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priâmes,  et  aboutissent  aux  bases  supérieures;  donc  ces  bases  supérieures  pai 
seront  par  les  deux  mêmes  droites  qui  se  coupent  ;  donc  ccs  doux  Ua&cs  cuï 
cidcront,  toules  les  autres  faces  des  prismes  coïncideront  donc  aussi;  doi 
enHo,  les  deux  prismes  sont  t-gaux. 

67.  TUÉoiiÈMK  37.  Les/aces  Opposées  d'un paraliéltpipèdetjiielcon/pK  sa 
égales  et  parallèles. 

Soit  le  parallélipîpèdc  ABCDEFGH  (fig.  283),  je  dis  qur  les  faces  o] 
posées  ABGF,  DCHE,  sont  égales  et  parallèles;  car  Ali  est  t^gal  et  en  mia 
temps  parallèle  à  DC ,  comme  côtés  opposés  du  même  parallélogramme  ;  B( 
est  égal  et  en  nidmc  temps  parallèle  à  CH  par  la  même  raison  ;  les  angl( 
ABG,  DCII  ont  donc  tes  côtés  parallèles;  donc  (n°.  32)  ces  angles  sont  l'gsui 
et  leurs  plans  sont  parallèles;  et,  de  plus,  les  deux  faces  ABGF,  DCIllilsoi 
égales,  puisqu'elles  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtes  égaux,  chacun  ï 
chacun. 

68,  THÉORÈME  38.  Les  diagonales  d'un  parallelip'ipcde  se  coupent  midiui' 
iement  en  deux  parlies  égales. 

En  effet,  si  par  deux  arêtes  opposées  BC  ,  FE  (fig.  283)  on  mène  un  pUn 
BCEF,  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  prisme  sera  un  parallélogramnK; 
mais  les  diagonales  BE,  CF  du  parallclipipèdc,  ne  sont  autres  choses  qiic 
celles  du  parallélogramme  BCËF  ;  donc  ces  deux  diagonales  se  coupent  ca 
deux  parties  égales, 

fiy.  DÉFINITIONS.  On  appelle  volume  d'un  corps  l'étendue  à  trois  dimen- 
sions que  ce  corps  occupe  dans  l'espace.  Si  deux  corps  ont  le  même  volome, 
ils  sont  équnalens. 

i^o.  TaÉuHÈMt  3g.  Deux  parallélipipèdes  de  même  base  et  de  mime  km 
ieur  sont  équnrilens. 

Eu  effet ,  supposons  que  les  deux  parallélipipèdes  ABCDEFGH 
ABCDMIKL  (  fig.  284  )  soient  disposés  de  manière  que  leurs  ba.ses  ABCD 
cuïncideut,  et  qu'ils  soient  compris  latéralement  entre  deux  plans  parallèlfl 
ABKF,  DCLE.  Dans  ce  cas, les  deux  parallélipipèdes  seront  compris danile 
prisme  ABKFEDCI.  ;  or,  si  de  ce  prisme  on  retranche  le  prisme  trianguljirt 
BKGI1CI.I,  il  restera  le  parallélipipède  ABGFEBCH,  et  si  du  même  prbnil 
total  on  retranche  le  prisme  triangulaire  AlFEMD,  il  rcsicra  le  paratlclîp 
pèdc  AIKBCLMD  ;  si  donc  les  deux  prismes  triangulaires  que  nous  venoi 
de  retrancher  du  même  prisme  total  étaient  égaux,  les  restes  ou  les  naralU 
linipcdes  en  question  seraient  équivalons,  et  la  proposition  serait  démonlTG 
Or,  les  deux  prismes  triangiilait  es  BKGIICL,  AiFEMD,  ont  les  bases  BK' 
AlF  égales,  puisque  les  dcu.t  angles  GBK,  FAI  ont  les  côtés  BK,  Al,ct  B 
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AF,  respectivement  égaux  et  parallèles,  les  faces  BKLC,  AIMD  égales, 
comme  faces  opposées  du  même  parallélipîpède ,  et  les  faces  BGHC,  AF£D, 
par  la  même  raison;  ces  deux  prismes  triangulaires  ont  donc  un  angle  trièdrc 
formé  par  trois  faces  égales,  chacune  à  chacune;  donc  ces  deux  prismes  sont 
égaux  ;  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Silcsdeuxparallélipipcdesen  question  ABCDMLKI,  ABCDQISOP,  ayant 
leurs  bases  égales  en  coïncidence,  n^étaient  plus  compris  latéralement  entre 
deux  plans  parallèles;  en  prolongeant  indéfmiment  les  faces  opposées  ABKI, 
DCLM  du  premier  vers  les  points  F  et  £,  et  les  faces  opposées  ADQN, 
BGPO  du  second  vers  les  points  F  et  G,  on  formerait  un  parallélipipcde  auxi- 
liaire ABCDEFGH,  qui  serait  à  la  fois  équivalent  aux  deux  parallélipipcdcs 
en  question  qui,  par  conséquent,  seraient  eux-mcmcs  équivalens  entre  eux. 

71.  Corollaire.  Il  suit  de  là  qu^un  parallélipipcde  quelconque  pourra  tou- 
jours se  transformer  en  un  parallélipipèdc  droit  (n^  61  ),  de  même  base,  de 
même  hauteur,  et  de  même  volume. 

72.  THÉORÈME  40.  Tout  parallélipîpède  droit,  peut  se  changer  en  unparaU 
lëlip^de  rectangle  équipaient,  qui  aura  la  même  hauteur  et  une  base  equiça- 
lente. 

Soit,  en  effet,  le  parallélipipcde  droit  ABCDEFAK  (fig.  285)  :  si  dans  la 
base  ABCK  on  mène  les  droites  BI,  AO,  perpendiculaires  à  AB,  le  rectangle 
ABIO  sera  équivalent  au  parallélogramme  ABCK;  si,  ensuite  sur  les  droites 
BI,  AO  on  élève  les  plans  BIHG,  AOLF,  on  aura  le  parallélipipcde  rectangle 
ABIHGFLO;  or,  pour  passer  du  parallélipipcde  donne  à  ce  dernier,  il  est 
clair  qu^il  faut  ajouter  le  prisme  triangulaire  AKOLFE,  et  retrancher  le 
prisme  triangulaire  BCIHGD  du  premier  parallélipipcde;  or,  il  est  évident 
que  ces  deux  prismes  triangulaires  sont  parfaitement  égaux;  donc  le  parallé- 
lipipède  rectangle  est  équivalent  au  premier ,  a  la  même  hauteur  et  uqe  base 
équivalente;  ce  quMl  fallait  démontrer. 

^3.  THÉORÈME  4 1 .  Soit  un  parallélipipcde  quelconque  ABCDEFGH  (fig.  286); 
si  par  les  arêtes  opposées  AH,  CF  on  mène  un  plan,  le  parallélipipèdc 
ABCDEFGH  sera  diçisé  en  deux  prismes  triangulaires  ABCF  GH,  ACDEFH, 
équiçalens. 

Si  le  parallélépipède  était  droit,  la  proposition  serait  évidente,  car  alors  les 
deux  prismes  triangulaires  pourraient  coïncider,  ainsi  quMl  est  facile  de  s'en 
rendre  raison.  Cela  posé ,  par  les  extrémités  A  et  H  d'une  arête  AH ,  menons 
les  plans  AMNO,  HLKI  perpendiculaires  à  cette  arête  AU  ;  ces  deux  plans 
seront  parallèles  (n^,  35)  et  les  sections  AMNO,  HLKI  seront  égales  (n^  62); 
je  dis  maintenant,  que  le  parallélipipcde  droit  AMNOIKLH  est  équivalent 
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au  paralldlipipèdc  ABCDEFGH  ;  car  pour  passer  du  droit  à  Toblique,  il  est 
clair  quMl  faut  retrancher  le  polyèdre  HLKIEFG,  et  ajouter  le  polyèdre 
AMNODCB;  or,  ces  deux  polyèdres  sont  parfaitement  égaux,  puisque  la 
base  AMNO=HLKI,  les  hauteurs  MB  =  LG,  NC  =  KF  et  OD  =  IE, 
ainsi  qu^il  est  facile  de  le  voir;  d^où  il  suit  que  ces  deux  polyèdres  peuvent 
coïncider ,  et  sont ,  par  conséquent ,  égaux  ;  donc  le  parallélipipède  droit 
AMNOIKLH  est  équivalent  à  l'oblique  ABCDEHGF.  Menons  le  plan 
A?iFH,  le  parallélipipcde  droit  sera  divisé  en  deux  prismes  triangulaires 
AMNKHL,  AKOIKH  parfaitement  égaux,  et  le  parallélipipède  oblique  en 
deux  autres  prismes  triangulaires  ABCFGH,  ACDEFH  respectivement  équi- 
>alens  à  ceux  du  parallélipipède  droit,  à  cause  de  la  coïncidence  des  polyèdres 
AMNODCB,  HLKIEFG  ;  donc  un  parallélipipède  quelconque  peut  toujoun 
&c  décomposer  en  deux  prismes  triangulaires  équivalens. 

74.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  d'un 
parallélipipède  de  même  hauteur,  et  d'une  base  double  de  celle  du  prisme  qui 
est  un  triangle.  Par  conséquenlt  (n^  70),  les  prismes  triangulaires  de  même 
base  et  de  même  hauteur  sont  équivalens. 

75.  THEOREME  l^^.  Deux  paralle'Upipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  les  hauteurs. 

i"".  Supposons  que  les  hauteurs  A  F,  10  des  parallélipipèdes  ABCDEFGH, 
IKLMNOPQ  (fig.  287)  de  même  base  soient  commensurables;  quMles  sœent 
entre  elles,  par  exemple,  comme  7^4!  ^^  divisant  la  hauteur  AF  en  7  par- 
ties  égales,  et  celle  lO  en  4^  les  parties  de  AF  seront  égales  à  celles  de  10,  et 
si  par  les  points  de  division  on  mène,  dans  chaque  parallélipipède,  des  plans 

abcd^  efgh, ,  ikbn^  Tiopq^ parallèles  à  leurs  bases,  on  aura  7  pelils  pa* 

rallélipipcdes  égaux  dans  le  parallélipipède  dont  la  hauteur  est  représentée 
par  7,  et  4  dans  Tautre;  si  donc  on  prend  ces  petits  parallélipipèdes  pour 
unités  de  volume,  il  est  clair  que  les  deux  parallélipipèdes  en  question  seront 
dans  le  rapport  de  7  I  4«  ^^^^  1^^  hauteurs  sont  dans  le  même  rapport;  donc 
ABCDEFGH  :  IKLMNOPQ  :  :  AF  :  10  ;  ce  que  i*.  il  fallait  démontrer. 

2^  Supposons  que  les  hauteurs  des  deux  parallélipipèdes  de  même  base 
aient  des   hauteurs  incommensurables;   dans  ce   cas,    superposons-les  de 
manière  que  leurs  bases  égales  coïncident,  et  que  ABCDEFGH  soit  le 
grand,   et  ABCDMIKL  (fig.  288)  le   petit;  je   dis   qu'on  aura  encore 
ABCDEFGH  :  ABCDMIKL  ;:  AF  :  AI (1).  En  effet,  si  cette  propor- 
tion n'a  pas  lieu ,  c'est  que  le  dernier  terme  Al  est  trop  grand  ou  trop  petit; 
supposons  qu'il  soit  trop  petit,  et  qu'au  lieu  de  AI,  il  faille  AN,  de  sorte  que 
ABCDEFGH;  ABCDMIKL  ;;AF:  AN (2).  Quelque  petite  que  soit 
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raugmentalion  IN  de  AI,  il  est  clair  qu^on  pourra  toujours  diviser  AF  en 
un  assez  grand  nombre  de  parties  égales  pour  que  ces  parties  soient  encore 
plus  petites  que  cette  augmentation;  il  y  aura  donc  au  moins  un  point  de  di- 
vision a  situé  entre  les  points  I  et  N  ;  si  donc  par  ce  point  a  on  mène  un  plan 
ctbcd  parallèle  à  la  base  ABCD,  on  aura  un  parallélipipcde  ABCDJa6c  dont  la 
hauteur  Aa  sera  commensurable  à  celleAFdu  grand;  on  aura  donc  ABCD  Jâ;6c 
:  ABCDEFGH  ;  :  Aa  :  AF;  qu'on  multiplie  par  ordre  cette  dernière  propor- 
tion par  la  proportion  (2),  et  on  aura  K&ÇJidabc  \  ABCDMIKL  \\ka\  AN; 
mais  dans  cette  dernière  le  premier  terme  est  plus  grand  que  le  second;  il 
faudrait  donc  ka  >  AN,  et  c'est  le  contraire  ;  donc  AN  est  trop  grand;  donc 
enfin  AI  de  la  proportion(i)  n'est  pas  trop  petit.  On  démontrerait  de  même 
que  AI  n'est  pas  trop  grand  ;  donc  la  proportion  (i)  a  lieu  ;  ce  que,  définiti- 
\-cmcnt,il  fallait  démontrer. 

y 6.  THÉORÈME  43*  Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases. 

Soient  ABCDEFGH,  IKLDEONM  (fig.  289)  les  deux  parallélipipèdes 
de  même  hauteur,  disposés,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  ainsi  qu'on  le  voit 
dans  la  figure  28g;  si  l'on  prolonge  la  face  KLMN  jusqu'à  sa  rencontre  PQ 
avec  la  face  ABGF  du  grand  parallélipipède ,  on  aura  un  parallélipipède  auxi- 
liaire APLDEFQM,  qui  aura  même  base  que  chacun  des  parallélipipèdes  en 
question,  en  prenant  pour  base  les  faces  que  le  cas  exige;  donc,  on  aura 
ABCDEFGH  :  APLDEFQM  :  :  AB  :  AP  ou  IK  ,  et  APLDEFQM  : . 
IKLDEONM  :  ;  AD  :  DI  ;  donc,  en  multipliant  par  ordre,  ABCDEFGH  : 
IKLDEONM  :  :  AB  X  AD  :  IK  X  DI  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

^7.  Corollaire  i.  Il  suit,  des  deux  dernières  propositions,  que  deux  parai- 
lélipipèdes  quelconques  de  mêmes  bases  ou  de  bases  équivalentes,  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs,  et  ceux  qui  ont  mêmes  hauteurs  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases;  car  il  a  été  démontré  (n^  71  et  72  )  que  tout  parallélipipède 
pouvait  se  transformer  en  un  parallélipipède  rectangle  de  même  hauteur,  de 
base  équivalente ,  et  de  même  volume. 

78.  Corollaire  2.  Nous  avons  vu  (n^73)  que  tout  prisme  triangulaire 
était  la  moitié  d*un  parallélipipède  de  même  hauteur,  et  de  base  double; 
d^où  il  suit  que  deux  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases,  et  que  ceux  qui  ont  la  même  base  ou  des  bases  équiva- 
lentes, sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

7g.  THÉORÈME  44-  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques  sont  entfV 
eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  liauteurs  respectives. 

Soient  les  deux  parallélipipèdes  ABCDEFGH,  IKLCNOPM  (rig.290) 
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disposés  sur  le  même  plan,  ainsi  qu^on  le  voit  dans  la  figure  290;  si  Ton  pro- 
longe les  faces  latérales  du  petit  jusqu^à  la  hauteur  du  grand,  on  aura  le  pa- 
rallélipipède  IKTXHSQR  qui  aura  la  même  base  que  le  petit  et  la  même 
hauteur  que  le  grand  ;  il  en  résultera  donc  que  ABCDEFGH  :  IKLCHSQR 
:  :  AB  X  BC  :  IK  X  IC ,  et  IKLCHSQR  :  IKLCNOPM  :  ;  BG  :  lO  ;  si  donc 

Vn  multiplie    par  ordre,   on   aura  (i) ABCDEFGH  ;  IKLCNOPM  i: 

AB  X  BC  X  BG  :  IK  X  IC  X  lO;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

80.  Corollaire  1.  Si  toutes  les  faces  du  parallclipipède  IKLCNOPM  sont 
des  carrés,  ce  parallclipipède  sera  ce  qu^on  appelle  un  cube  ou  un  ewaèdre 
régulier.  Prenons  ce  cube  pour  unité  de  volume,  et  un  arête  pour  unité  de 
longueur;  mesurons  les  dimensions  du  grand  parallélipipède  avec  I^aréte  du 
cube,  et  la  proportion  (i)  se  réduira  à  celle-ci  ABCDEFGH  T  i  II  ABx 
BC  X  BG  :  I  ;  d'où  ABCDEFGH  =  AB  X  BC  x  BG  ;  c'est-à-dire  que,  le 
volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  égal  à  un  nombre  d'uniics  de  volume 
égal  au  nombre  d'unités  de  longueur  du  produit  des  trois  dimensions  da 
parallélipipède,  ou,  en  d'autres  termes,  à  cause  que  le  produit  des  deux 
dimensions  de  la  base  donne  la  superficie  de  cette  base ,  le  volume  dun 
parallélipipède  rectangle  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

81 .  Corollaire  2.  Attendu  que  tout  parallélipipède  peut  se  changer  (  n^  71 
et  72, en  un  parallélipipède  rectangle  équivalent,  de  même  hauteur  et  de  bases 
équivalentes, /^ro/iifTi^  d*iin  parallélipipède  quelconque  est  égal  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

82.  Corollaire  3.  Tout  parallélipipède  est  double  d'un  prisme  triangulaire 
de  même  hauteur,  la  base  du  prisme  étant  la  moitié  de  celle  du  parallélipi- 
pède ;  d'où  il  suit  que  le  volume  dun  prisme  triangulaire  est  égal  au  produit 
de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

83.  Corollaire  4-  Un  prisme  quelconque  peut  toujours  se  décomposer  en 
prisme  triangulaire;    car   (fîg.  282)  si  dans  la  base  ABCDE,  du  prisme 
ABCDEFGHIK,  on  mène  les  diagonales  AD ,  AC,  et  que  par  ces  diagonales 
et  les  arêtes  correspondantes  on  mène  les  plans  ADKG,  ACIG,  on  voit  en 
effet  que  le  prisme  ABCDEFGHIK  sera  divisé  en  trois  prismes  triangulaires 
ADEFGK,  ADCIGK  et  ACBHIG.  Or,  si  nous  appelons  h  la  hauteur  du 
prisme  total,  qui  est  celle  des  prismes  triangulaires,  les  volumes  de  ces  der- 
niers seront  h  X  ADE,  /ix  ADC  et  h  X  ACB  ;  mais  la  somme   de  ces 
volumes  est  celle  du  prisme  total;  donc  ce  dernier  volume  sera  égal  à 

AxADE+AxADC-+-/zxACB=A(ADE+ADC+ACB)=/iXABCDE; 
c'est-à-dire  que,  le  volume  d'un  prisme  quiconque  est  égal  au  produit  de  la 
base  par  la  hauteur. 
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Suite  des  Polyèdres;  les  Pyramides. 

84.  DÉFINITIONS.  Une  pyramide  est  un  polyèdre  termine  par  une  base, 
qui  peut  être  un  polygone  quelconque,  dont  les  côtes  sont  les  bases  d'autant 
de  triangles  qui  se  réunissent  de  manière  que  leurs  sommets  sont  en  un 
mémo  point  situe  au-dessus  de  la  base  de  la  pyramide,  lequel  point  est  le 
sommet  de  cette  dernière.  L'ensemble  de  ces  triangles  forme  la  surface  latérale 
de  la  pyramide. 

Les  pyramides  sont  régulières  ou  irrégulières;  une  pyramide  est  régulière 
ou  droite,  quand  sa  base  est  un  polygone  régulier,  et  que  la  perpendiculaire, 
abaissée  du  sommet  sur  la  base,  tombe  sur  le  centre  de  cette  dernière. 

Les  pyramides  se  distinguent  par  le  nombre  des  côtés  de  la  base  ;  si  cette 
base  est  un  triangle,  la  pyramide  est  dite  triangulaire,  et  est  ce  qu'on  appelle 
tétraèdre;  si  elle  était  un  quadrilatère,  la  pyramide  serait  quadrangulaire ;  si 
elle  était  un  pentagone,  la  pyramide  serait  pentagonale;  etc. 

85.  THÉORÈME  4s •  Deux  pyramides  triangulaires  sont  égales ,  quand  elles 
ont  les  qimtre  faces  égales ,  cliacune  à  chacune ,  et  semblablemcnt  disposées. 

En  effet,  soient  deux  pyramides  trianguLiires  ABCD,  abcd  (fig.  291) 
telles,  que  les  faces  ABC,  ADB,  ADC  et  BDC  de  Tune,  soient  respective- 
ment égales  aux  faces  £i6c,  adb,  adc  et  bdc  de  Tautre  ;  les  quatre  angles 
trièdres  de  la  première  seront  respectivement  égaux  à  ceux  de  la  seconde , 
puisque  ces  angles  trièdres  sont  respectivement  formés  par  trois  angles  plans 
égaux,  chacun  à  chacun  (n^  52);  si  donc  on  fait  coïncider  les  deux  bases 
égales  ABC,  abc^  toutes  les  autres  faces  coïncideront,  et  par  conséquent  les 
pyramides  sont  égales. 

86.  THÉORÈME  4^.  Deux  pyramides  triangidaires  sont  égales  quand  elles 
ont  trois/aces  égales,  chacune  à  chacune,  et  semblablement  disposées. 

£a  effet,  supposons  que  les  deux  pyramides  ABCD,  abcd  (fig.  291) 
aient  les  faces  ABD,  ADC,  BDC  de  Tune,  respectivement  égales  aux  faces 
abd,  adc,  bile  de  Tautre;  il  en  résultera  que  AB  =  a6,  AC=ac:,  et  BC=66-; 
d^où  il  s'ensuivra  que  les  deux  faces  ABC,  abc  sont  deux  triangles  qui  ont 
les  trois  côtés  égaux,  chacun  à  chacun;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux  ; 
donc  enfin  (n".  85)  les  deux  pyramides  sont  égales. 

87.  THÉORÈME  47«  DetLv  pyramides  triangulaires  sont  égales ,  lorsqu  elles 
0/1/  deux  faces  adjacentes  égales  et  également  inclinées. 


COOBS  DE  CONSTEUCTIOX. 
Supposons  qu'en  effet  les  deux  pyramiiles  ABCD,  abcd  (fig.  agi)  ai< 
les  faces  adjacentes  ABC,  ÂBD  de  Tune,  respectivement  égales  aux  în 
adjacentes  aie,  abd  lic  l'autre,  et  que  ces  faces  aient  la  même  inclinaison  danj 
les  deux  pyramides  ;  l'angle  trièdrc ,  qui  a  son  sommet  en  A,  sera  égal  à  l'angli 
trièdre  quia  son  sommet  en  a  (n".  54);  donc  l'angle  plan  DAC^dluc: 
nidis  par  hypothèse  AC  =  ac  et  AD  :^  ad;  donc  les  deux  triangles  ADC\ 
adc  sont  égaux,  puisqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  calés  égaux,  cl 
cunù  chacun;  donc  les  deux  pyramides  sont  égales,  puisqu'elles  ont 
Caces  égales ,  chacune  à  chacune ,  et  semhlablemcnt  disposées  (  n".  86). 

88.  Hemanjite.  D'après  les  propositions  des  numéros  55,  56,57  "^^  58,  3J 
est  clair  que  deux  pyramides  quelconques  seront  égales  quand  elles  auront' 
l'angle  polyèdre  du  sommet  égal,  et  deux  faces  latérales  adjacentes  égales, 
chacune  à  chacune,  ou  lorsqu'elles  se  composeront  d'un  même  nombre  de 
pyramides  triangulaires  égales,  chacune  à  chacune,  et  scmblablement  dispo- 
sées; que  deux  pyramides  quelconques  égales  peuvent  toujours  se  décompo- 
ser en  un  même  nombre  de  pyramides  triangulaires  égales,  chacuneàchacune, 
et  semblabtement  disposées. 

89.  ToÉORÈME  48.  Deux  pyramides  quelconques  sont  égales  lorsqu'eUts 
ont  les  bases  et  deux  faces  latérales  adjacentes  égales  et  semblablemeni  dis- 
postas. 

Supposons  qu'en  effet  les  deux  pyramides  ABCDES,  abcdes  (fig.  a8i) 
aient  les  bases  égales  ABCDE  ,  abcde,  et  les  faces  latérales  ABS  et  abs,  AES 
et  aes  respectivement  égales  et  scmblablement  disposées  ;  les  angles  trièdrej, 
qui  ont  leurs  sommets  aux  points  A  et  a  seront  égaux  ;  on  pourra  donc  U* 
faire  coïncider,  et  alors  les  bases  coïncideront  ainsi  que  les  sommets,  d'où 
il  suit  évidemment  que  toutes  les  faces  des  deux  pyramides  coVncideront. 

90.  TnÉORÈME  49-  La  superficie  lale'ralc  d'une  pyramide  régulière  quel- 
conque est  égale  au  contour  de  la  base  multiplié  par  la  moitié  de  la  perptn- 
dieu/aire  abaissée  du  sommet  de  la  pyramide  sur  la  base  d'un  triangle  laté- 
rai  (1). 

En  effet,  il  est  évident  que  tes  triangles  qui  sont  les  faces  latérales  d'une 
pyramide  régulière  (  n".  84  )  sont  isocèles  et  égaux  ;  si  donc  on  appelle  h  l'a- 
polhème  et  a  l'un  des  côtés  de  la  base  de  la  pyramide,  la  superficie  d'un 
triangle  sera  a  X  ■ — -;  mais  il  y  aura  autant  de  ces  triangles  que  de  faces  laté- 
rales à  la  pyramide,  ou  de  côtés  à  la  base;  si  donc  n  est  le  nombre  de  ces 
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eûtes,  la  superficie  latérale  de  la  pyramide  sera  na  X  — .  Mais  n  fois  le  côte 

^  h 

a  est  le   contour  de  la  base;   si  donc  on   Tappelle  c,  on  aura    c  X  — 

pour  la  superficie  en  question;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Quant  à  la  superficie  latérale  d'une  pyramide  îrrcgulicre,  on 
ne  peut  l'obtenir  qu'en  prenant  celle  de  chaque  triangle  latéral,  et  faisant 
ensuite  la  somme  de  toutes  les  superficies  partielles. 

gi.  THÉORÈME  5o.  Si  Von  coupe  une  pyramide  quelconque  par  deux  plans 
parallèles ,  les  sections  seront  des  polygones  semblables. 

Soient  abcde^  fghik  les  sections  faites  dans  la  pyramide  ABCDES 
(fig.  292  )  par  deux  plans  parallèles;  en  vertu  de  ce  que  les  intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième  sont  parallèles,  les  côtés  homo- 
logues des  deux  sections  seront  parallèles;  donc  les  angles  de  ces  deux  poly- 
gones seront  égaux;  d'où  il  suit  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  que  leurs 
côtés  homologues  sont  proportionnels,  pour  avoir  démontré  qu'ils  sont  sem- 
blables. Or,  le  parallélisme  des  côtés  homologues  des  deux  sections  donne 
Sa  :  ^:  :  ab  \fg\:  Sbl^y.bcl  gU  ;  ;  etc.,  ce  qui  fait  voir  que  ab  \fg  \  \ 
bc\gh\\ etc. ;  donc  enfin  les  deux  sections  parallèles  sont  des  polygones 
semblables. 

92.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan 
parallèle  à  la  base,  la  section  sera  semblable  a  la  base. 

93.  Corollaire  2.  Il  suit  de  là  aussi  que  deux  plans  parallèles  coupent  pro- 
portionnellement les  arêtes  de  la  pyramide  qui  aboutissent  au  sommet. 

94.  Remarque.  Il  serait  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  si  deux 
plans  coupent  proportionnellement  les  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet 
d*une  pyramide  quelconque,  ces  deux  plans  seront  parallèles. 

95.  THEOREME  5 1 .  Toute  pyramide  triangulaire  peut  se  décomposer  en  deux 
prismes  triangulaires  équiçalens  et  en  deux  pyramides  triangulaires  égales. 

En  effet,  divisons  en  deux  également  les  arêtes  de  la  pyramide  triangulaire 
ABCD  (fig-  298),  et  joignons  les  points  de  divisions  par  des  droites;  si  en- 
suite nous  supposons  des  plans  menés  par  ces  droites,  nous  verrons  que  la 
pyramide  ABCD  se  trouvera  décomposée  en  deux  pyramides  triangulaires 
EFGD,  HFKB,  et  en  deux  prismes  triangulaires  AHIGEF,  HKFGIC. 
Maintenant,  je  dis  i°.  que  les  deux  pyramides  triangulaires  EFGD,  IIBKF 
sont  égales;  car  il  est  évident,  d'après  les  hypothèses  de  la  division  de  la  py- 
ramide totale,  que  les  faces  de  ces  deux  pyramides  partielles  sont  égales, 
chacune  à  chacune  ;  2^  que  les  deux  prismes  triangulaires  AHIGFE,  IIKFGIC 
sont  cquivalens.  Car,  si  sur  la  base  IIICK  on  construit  le  parallélipipède 
IIICKLMGF  de  même  hauteur  que  le  prisme  AHIGEF,  le  prisme  triangu- 
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laire  HKFGTG  sera  la  moitié  de  ce  parallclipipèdc;  mais  en  menant  le  plj 
IKl.G,  on  aura  aussi  le  prisme  triangulaire  I11KLGF  ,  <[iii  sera  la  moilir  i 
même  parallclipipcdc;  donc  les  deux  prismes  IIKFGIC,  HIKLGF  sont  équ 
valons;  mais  le  dernier  est  la  moitié  du  paralléllpipf^de  AIKHFEGI,,  el  e: 
par  conse'quent  équivalent  an  prisme  AHIGKF:  ce  dernier  el  te  pristi 
HKFGIC  sont  donc  équivalcns  à  un  troisième  ;  donc  ils  sont  (-quivaleas  enll 
eux.  Ainsi  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

96.  Corollaire  i.  La  hauteur  du  prisme  AHIGEF  est  la  moitié  de  celle  d 
la  pyramide  ABCD,  le  plan  EFG  passant  par  le  milieu  des  arêtes  AD,  Bl 
et  CD;  si  donc  k  est  la  hauteur  de  cette  dernière,  celle  du  prisme  AHIGEl 
sera  — ,  et  son  volume  —  x  AIIl;  mais  AIH=:7ABC;  donc  AIKGEFs 
- — -  X  -jABC,  et  par  conséquent  le  volume  des  deux  prismes  réunis  tjui  c; 
trent  dans  la  composition  de  la  pyramide  ABCD  sera  h  x  7ABC.  Mais  c 
deux  prismes  réunis  sont  moindres  que  la  pyramide  entière;  d'où  il  suit  qi 
le  l'oiume  d'une  pyramide  triangulaire  qurlconqm:  est  plus  graiitl  que  la 
teur  de  cette  pyramide  multipliée  par  le  quart  de  sa  base. 

gy.  Corollaire  2,  L'un  des  prismes  triangulaires  qui  entrent  dans  la  cooH 
position  de  la  pyramide  entière  est  évidemment  plus  grand  que  l'une  des 
pyramides  triangulaires  partielles;  si  donc  on  regarde,  pour  un  moment,  Im 
pyramides  parliclles  comme  équivalentes  aux  prismes,  et  qu'on  réuni.'W 
leurs  volumes  à  celui  des  deux  prismes  réunis,  on  aura  pour  volume  tolal 
h  x  7ABC,  et  ce  volume  tolal  étant  celiii  de  quatre  prismes  réunis,  sera  plus 
grand  que  celui  de  la  pyramide  entière;  d'uù  il  rcsullc  que  le  volume  tfune 
pyramide  triangulaiiv  quelconque  est  plus  petit  que  la  kctulew  de  cette  pyrih 
mide  multipliée  par  la  moitié  de  sa  base. 

g8.  THÉORÈME  52.  Le  Volume  d'une  pyramide  quelconque  est  égal  à  b 
hauteur  de  cette  pyramide  multipliée  par  le  tiers  de  sa  hase. 

Je  dis  donc  que  le  volume  de  la  pyramide  ABCD  (  fig.  2g3)  est  égsll 
/EX3ABC,  h  étant  la  hauteur.  En  effel,  si  cela  n'a  pas  lieu,  au  tiers  de  la  bue 
il  faudra  ajouter  ou  retrancher  quelque  chose;  soit  m  ce  quelque  chose;  oouâ 
aurons  ABCD  =  A  x  (^ABC=t/H).  Si  de  part  et  d'autre  nous  retranchons  le 
volume  des  deux  prismes  partiels  réunis  (qui  est  (n".  gG)  h  X7ABC  )  datisle 
premier  memhre  de  celte  égalité,  il  ne  restera  plus  que  le  volume  des  dent 
pyramides  parliclles,  et  nous  aurons  2EFGD=/(x(^ABC±/«)— Ax-ABQ 
=  /((^ABG  — 7ABC±m)  =  /i(-;i7ABC±m).  La  base  ABC  est  4  fois  EFGi 
si  donc  nou&  substituons,  nous  aurons  2EFGD  =:  A(  ;^EFG  ±  m)  = 
ACTEFG±m);  d'où  EFGD  =  -^(4EFGdim)  = //(^EFGztm)  en  Ta 
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sant  —  z=.h\  qui  est  la  hauteur  de  la  pyramide  EFGD.  Ainsi  la  Pc rmc  du 

second  membre  reste  la  même,  en  passant  de  la  pyramide  ABCD  à  celle 
EFGD;  si  donc  on  voulait  passer  de  celte  dernière  à  la  pyramide  abcD^ 
après  avoir  décompose  EFGD  de  la  même  manière  que  ABCD,  on  aurait 
abcD  ^  h'X^abc ifc  m);  et  si  de  cette  dernière  on  voulait  passer  à  celle  e/gD, 

on  aurait  efgD  =  h"X^e/g ± m) ^ (i),  et  ainsi  de  suite,  en  poussant  les 

choses  aussi  loin  qu^on  voudrait;  mais  les  bases  ABC,  EFG,  abc^  e/g,  etc. 
vont  continuellement  de  4  en  4  fois  plus  petites;  on  pourra  donc  pousser  les 
décompositions  successives  assez  loin,  pour  que  la  dernière  base  soit  aussi 
petite  que  Ton  voudra  :  supposons  donc  que  772  ait  le  signe  -|-,  et  que,  quelque 
petite  que  soit  cette  quantité  m,  on  ait  pousse  la  décomposition  assez  loin 
pour  que  la  dernière  base  efg  soit  telle,  que  m  >  ^c/g]  si  au  lieu  de  m  on  met 
^efg  dans  la  formule  (1);  comme  m  est  plus  grand,  nous  aurons  ç/^D> 

^  (.Ws-^T^fs)^  d'o^  cf8^>f'!"xW8'^  ^^  ^^^'^^  qu'en  partant  de  Thypothèso 
qu^il  faut  multiplier  la  hauteur  par  une  quantité  plus  grande  que  le  tiers  de 
la  base  d^une  pyramide  triangulaire ,  pour  en  avoir  le  volume,  on  parviendrait 
à  une  pyramide  triangulaire  dont  le  volume  serait  plus  grand  que  la  hauteur 
multipliée  parla  moitié  de  la  base,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qui  a  été  démontré 
au  numéro  97  ;  donc  le  produit  de  la  hauteur  par  le  tiers  de  la  base  n^est  pas 
trop  petit.  Supposons  maintenant  que  m  ait  le  signe  t-»  et  que  Ton  ait  poussé 
la  décomposion  ci-dessus  assez  loin  pour  que  m  >i^fg\  en  substituant  dans 
la  formule  (i ),  il  viendra  eJgH  <  ïi!\^fg  —  ir^c/g)  \  d'où  //^D  <  h"'  x  T^fg  ; 
de  sorte  qu^en  partant  de  Thypothèse  qu'il  faut  multiplier  la  hauteur  par  une 
quantité  plus  petite  que  le  tiers  de  la  base  d'une  pyramide  triangulaire,  pour 
en  avoir  le  volume,  on  parviendrait  à  une  pyramide  de  même  espèce,  dont  le 
volume  serait  plus  petit  que  le  produil  de  la  hauteur  par  le  quart  de  la  base, 
ce  qui  est  contraire  à  ce  qui  a  été  démontré  au  numéro  96  ;  donc  enfm  //.' 
volume  d'une  pyramide  triangulaire  est  égal  au  produit  de  la  hauteur  par  le 
tiers  de  la  base ,  ou  du  tiers  de  la  hauteur  par  la  base  tout  entière. 

99.  Corollaire  i.  Il  suit  de  la  que  le  volume  d'une  pyramide  quelconque 
est  égal  au  produit  de  la  base  par  le  tiers  de  la  hauteur;  car  toute  pyramide 
peut  se  décomposer  en  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur  que  la  pyra- 
mide «n  question,  et  la  somme  des  volumes  de  toutes  ces  pyramides  par- 
tielles est  le  volume  de  la  pyramide  entière.  Or,  ces  volumes  partiels  ont  un 
facteur  commun  qui  est  le  tiers  de  la  hauteur,  et  les  facteurs  inégaux  sont  les 
bases  triangulaires  dont  la  somme  est  égale  à  la  base  de  la  pyramide  totale  ; 
donc  le  volume  de  la  pyramide  entière  sera  le  produit  de  la  base  par  le  fiers 
de  la  hauteur. 


CODBS  DE  CON&TRCCfloS. 

loo.  Corollaire.  2.  ]|  résulte  de  ]5  1".  que  deux  pyramides  quelconques  qi 
ont  la  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes  ont  le  mcinc  volume;  a*,  qi 
deux  pyramides  qui  ont  même  hauteur  sont  entre  elles  comme  leur  liasc 
'A",  celles  qui  ont  mêmes  bases  ou  des  bases  équivalentes,  sont  cnlrc  elles  cotni 
leurs  hauteurs. 

loi.  THÉORÈME  53.    Un  prisme  triangulaire  tronque  est  t'gal  à  la  sot 
de  trois  pyramides  triangulaires  ifiti  ont  pour  hase  telle  ilu  prisme,  et  po\ 
hauteur  respectivement  celles  des  trois  sommets  de  la  section. 

Soit  ABCDEF  (fig.  294)  un  prisme  triangulaire  tronqué,  dont  ABC 
la  base  ;  si  par  le  sommet  D  et  l'arête  AB  on  lait  passer  le  plan  ADB , 
pourra  enlever  la  pyramide  triangulaire  ABCD,  dont  la  base  est  celle  ABC 
tronc  de  prisme,  et  la  hauteur  du  sommet  D,  et  il  restera  une  pyramide  qui- 
drangulairc  dont  la  base  sera  le  trapèze  ABEF  et  le  sommet  le  point  D, 

Si  maintenant  on  fait  passer  un  plan  ADË  par  les  arêtes  AD,  DE,  on  paN 
lagera  celle  pyramide  quadrangulairc  en  deux  pyramides  triangulaires  ABEO 
AEFD.  L'arête  DC  du  tronc  de  prisme  étant  parallèle  au  plan  AFEB 
lequel  sont  les  bases  de  ces  deux  pyramides  triangulaires,  et  le  point  D  ik 
cette  arête  étant  le  sommet  commun  de  ces  deux-pyramides,  on  pourra  faîiï 
glisser  celui  de  la  première  ABED,  de  manière  que  ce  sommet  étant  au  iioint 
.C,  cette  première  pyramide  n'aura  pas  changé  de  base,  aura  conserré  li 
même  hauteur  et  par  conséquent  le  même  volume ,  et  aura  pris  la  forme 
ABCE.  La  dernière  AEFD,  sans  changer  de  sommet,  pourra  pi-enJre  b 
liase  ABF  au  lieu  de  celle  AEF  qu'il  a;  car  ces  deux  triangles  ABF,  AEF 
la  même  base  AF ,  et  leurs  sommets  B  et  E  sur  une  même  droite  BE  parai* 
lèle  à  leur  base  commune;  d'oii  il  suit  que  ces  deux  triangles  sont  équivaleiUi 
et  que,  par  conséquent,  la  pyramide  ne  changera  pas  de  volume,  en  deve- 
nant ABFD.  Maintenant ,  faisons  glisser  son  sommet  D  jusqu'en  C  sur  l'arite 
DC;  la  hauteur,  la  hase  et  par  conséquent  le  volume  resteront  les  m^mcs, 
et  la  pyramide  deviendra  ABCF,  de  sorte  qu'elle  aura  la  base  du  tronc 
prisme  et  la  hauteur  du  troisième  sommet  de  ce  tronc. 

102.  Corollaire.  Le  volume  du  tronc  de  prisme  sera  donc  )5gal  à  la  soi 
des  volumes  des  trois  pyramides  dans  lesquelles  nous  venons  de  le  décoi 
poser;  si  donc  /(,  h'  cl  K'  sonl  les  hauteurs  respectives  des  trois  £OfumeU| 
les  volumes  des  trois  pyramides  seront  ABC  x  ^ 
et  leur  somme,  ou  le  volume  du  prisme  tronqué  ABCDEF^  ABC><  1 
•  -        .-. 

io3.  TllÉoRKME  .'t4-   Vn  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  parailîA 
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peut  toujours  se  décomposer  en  trois  pyramides  triangulaires  qui  ont  la  même 
hauteur  que  le  tronc,  et  dont  les  bases  sont,  pour  la  première ,  la  base  infé- 
rieure  du  tronc  ;  pour  la  seconde ,  la  base  supérieure ,  et  pour  la  troisième ,  une 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  premières. 

Soit  ABCDEF  (  fig.  295  )  un  Ironc  quelconque  de  pyramide  triangulaire  ; 
si  parle  sommet  F  et  Taréte  AC  on  fait  passer  le  plan  FAC ,  on  pourra  en- 
lever la  pyramide  triangulaire  ABCF,  dont  la  base  ABC  est  Tinférieure  du 
tronc,  et  le  sommet  F  est  sur  la  base  supérieure,  c^est-à-dire  que  celte  pre- 
mière pyramide  triangulaire  a  la  hauteur  du  tronc.  Ayant  enlevé  celle  pre- 
mière pyramide  triangulaire,  il  restera  une  pyramide  quadrangulaire  ACDEF, 
qu'on  pourra  partager  en  deux  autres  triangulaires  CDEF,  CAEF,  en  me- 
nant un- plan  par  les  arêtes  EF,  CF.  L^unc  CDEF,  de  ces  deux  pyramides 
triangulaires,  aura  pour  base  la  base  supérieure  DEF,  et  son  sommet  C  sera 
sur  la  base  inférieure;  quant  à  la  dernière  CAEF,  nous  la  transformerons  en 
une  autre  CAEG  équivalente,  en  faisant  glisser  le  sommet  F  sur  une  droite 
F  G  parallèle  à  EA,  jusqu^au  point  G.  La  base  de  celle  dernière  pyramide 
triangulaire  étant  le  triangle  ACG,  le  sommet  sera  le  point  E  situe  sur  la  base 
supérieure  du  tronc;  de  sorte  quMl  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  voir  que  la 
base  ACG  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases  du  tronc. 

Or,  les  deux  triangles  ABC,  AGC  ont  même  hauteur  ;  ils  seront  donc  cntr^ 
eux  comme  leurs  bases;  de  sorte  qu'on  aura  ABC  •  AGC  :  i  AB  l  AG....  (1). 
Les  bases  du  tronc  étant  parallèles,  les  angles  BAC ,  FED  sont  égaux  ;  d'où 
il  suit  que  les  triangles  AGC,  FED  ont  un  angle  égal;  ces  triangles  seront 
donc  entre  eux  comme  les  produits  des  côtes  qui  comprennent  les  angles 
égaux  (gëom.  pi.,  n*.  i43),  c'est-à-dire  que  AGC  :  EFD  ;:  AC  X  AG  : 
EDxEF,  proportion  qui  se  réduit  à  celle-ci  :  AGC  :  EFD  :  :  AC  :  DE,...(2), 
carAG  =  £F,  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles.  Les  triangles 
ABC,  EFD  sont  semblables  et  donnent  AB  :  EF  ou  AG  :  :  AC  :  DE  ;  les  se- 
conds rapports  des  proportions  (1)  et  (2)  sont  donc  égaux;  les  premiers  le 
seront  aussi  et  on  aura  ABC  l  AGC  1 1  AGC  ;  EFD;  ce  qui  achève  de  dé- 
montrer notre  proposition. 

io4*  Corollaire  i.  Puisque  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  ABCDEF 
(fig.  295)  se  décompose  en  trois  pyramides  triangulaires  qui  ont  toutes  les 
trois  la  hauteur  du  tronc ,  la  première  ayant  pour  base  l'inférieure  du  tronc, 
la  seconde  la  supérieure,  et  la  troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre 

les  deux  autres;  en  appelant  h  la  hauteur  du  tronc,  B  la  base  inférieure,  et  b 

Il  h 

la  base  supérieure,  les  volumes  de  ces  trois  pyramides  seront  "7  X^j  y  ^^ 


i 
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et-^X  /Bx6,  et  leur  somme  ou  le  Tolumc  du  tronc  ABCDEF=: 

-^(B  +  i-i-^BVé). 

io5.  Corollaire  2.  Cette  formule  a  lieu  pour  un  tronc  de  pyramide  quel- 
conque, pourvu  que  les  bases  de  ce  Ironc  soient  rt'gulières.  Car,  dans  ce  cas, 
on  peut  décomposer  les  deux  bases  en  triangles  au  centre,  qui ,  dans  chaqui 
base,  seront  égaux  entre  eux,  et  concevoir  autant  de  troncs  de  pyramide 
triangulaire  qu'il  y  a  de  ces  triangles  dans  chaque  base ,  lesquels  troncs  seroat 
évidemment  égaux  entre  eux.  Le  volume  d'un  de  ces  troncs  sera  donc 
-~CB  +  Ô-+-/Bx6),/i  étant  la  hauteur  du  tronc ,  B  la  hase  inférieure  et 
b  la  base  supérieure  de  l'un  des  troncs  triangulaires.  Si  n  est  le  nombre  de  crj 
troncs  triangulaires  contenus  dans  le  tronc  total,  c'est-à-dire,  en  d'aulrci 
termes,  si  n  est  le  nombre  des  côtés  des  bases  du  tronc  total ,  le  volume  de  m 
tronc  total  sera  4t— (B-f-i+  /B  x  6)  ou  -— («B  +  nh  +  /»Bx  fi6  ). 
Mais  nB  sera  la  superficie  de  la  base  inférieure  et  nf^  celle  de  la  base  suptf- 
ricure  de  ce  même  tronc  total;  si  donc  on  appelle  A  la  première  de  cesdeus 
liaseset  «  la  seconde,  on  aura  pour  le  volume  total  -Tr-(A-t-a+ /A  Xo), 
expression  tout-à-fait  semblable  à  celle  du  numéro  précédent. 

106.  THÉURÈME  55,  Supposons  lionne  un  tronc  de  pyramide  quelcùnqvt 
ABCDEFGHIK  (fig.  i<^^);  je  dis  que  la  haufenrhM  di'  la  pyratnide  ealïtlt 
ABCDEL  sera  e'gnle  au  produit  de  la  hauteur  MN ,  du  tronc,  et  de  l'un  éa 
côtt's  de  la  base  inférieure,  divisé  par  la  différence  du  même  côté  de  taba» 
inférieure  au  côté  correspondant  de  la  base  supérieure. 

En  effet,  par  l'une  BL  des  aièlcs  de  la  pyramide  entière,  et  par  la  pcrpcih 
diculairc  LM  abaissée  du  sommet  L  sur  le  plan  de  la  base,  faisons  passerai 
plan  BLM;  il  rencontrera  les  deux  bases  du  tronc  suivant  les  droites  B)l| 
HN  qui  seront  parallèles;  par  le  point  H,  menons  la  droite  liO  parall^el 
LM,  et  dans  la  face  BLC,  menons,  par  ce  point  H,  la  droite  HP  pai-alltlei 
l'arêle  CL;  nous  aurons  les  triangles  semblables  BHO,  BLM,  qui  dunoe 
ront  BII  :  BL::nO  :LM,  et  les  triangles  semblables  BUP,  BLC,  ( 
donneront  BII  ;  BL  ;  :  BP  :  BC  ;  d'où  l'on  voit  que  BP  ;  BC  :  :  HO  ; 
Mais  BP  =  BC  —  PC  =  BC  —  HI ,  cl  IIO  =  MN  ;  donc  BC  —  Hl  ;  BC  ; 
MN  I  LM  =  —     _    '     ;  ce  qu'il  fallait  dc'raontrer. 

loy.  liemanfue.  Si  l'on  avait  compare  le  triangle  BHO  à  son  scinlilaL 
IILN ,  et  le  Iriangle  BHP  à  son  semblable  ULI ,  on  aurait  lire  les  deux  pc( 
portions  HB  :  HL  ::  HO  :  LN,  et  HB;1IL;:BP:H1;  d'où  il  sérail  nisoï 
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BP  :  Hi  :  :  ho  :  ln  ou  bg  —  m  :  m  :  :  mn  :  ui  =  -^^^  ;  ce  qui 

nous  fait  voir  que  la  hauteur  LN  de  la  pyramide  partielle  FGHIKL  est 
égale  au  produit  de  la  hauteur  du  tronc  par  l'un  îles  côtés  de  la  base  supé- 
rieure ,  divisé  par  la  différerwe  de  ce  côté  au  côté  correspondant  de  la  base  ùh- 
férietire. 

io8.  Corollaire.  Il  est  évident  que  le  volume  du  tronc  de  pyramide  quel- 
conque ABCDËFGHIK  (fig.  296)  est  égal  à  la  pyramide  totale  ABCDEL 

moins  la  pyramide  partielle  FGHIKL.  Or,  les  hauteurs  de  ces  deux  pyramides 

w    0.       /:    .         N    BCxMx\         HIxMN        ^ 
sont  respectivement  (  n".  100  et  107)    -^^_„,    ,  ■  »^_|j|    ^  et,  par  consc- 

quent,  leurs  volumes  (n".  99)  seront  ABCDE  x  -ôttît; — uTT  et  FGHIK  x 

,  m     » ■     et  •«"'^  différence  ou  le  volume  du  tronc  ABCDËFGHIK  z= 

ABCDE  X  -^jê,^^--FGIlIK  X  ^^]^    =^^^x(ABCDE 

xBC  — FGHIKxHl). 

109.  DÉFINITION.  Deux  polyèdres  sont  5^m6/a2^/^5  lorsquUls  ont  le  même 
nombre  de  faces;  que  les  faces  homologues  sont  semblables ,  chacune  à  cha- 
cune ,  et  qu  'elles  sont  également  inclinées  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

iio.  Corollaire  1.  II  suit  évidemment  de  cette  défmition,  que  les  arêtes 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  sont  proportionnelles,  car  elles 
sont  les  côtés  de  polygones  semblables. 

111.  Corollaire  2.  Il  suit  encore  évidemment  de  là  que  les  angles  polyèdres 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  sont  égaux,  puisque  ces  angles  po- 
lyèdres sont  formés  par  les  angles  plans  homologues  de  polygones  semblables, 
et  que  les  faces  de  ces  angles  plans  sont  également  inclinées,  les  unes  a  Tégard 
des  autres. 

1 12.  THEOREME  56.  Si deux prismes  ABCDËFGHIK,  abcdefghïk  (fig.  297) 
MM  semblables ,  les  sections  droites  LMKOP ,  Irnnop  seront  des  polygones 
semblables. 

Les  deux  prismes  étant  semblables,  ils  ont  (n°.  109)  les  faces  latérales  ho- 
mologues également  inclinées;  or,  les  côtés  LM,  MN,  NO,...  ///i,  m/i,  no,... 
des  sections  droites  sont  perpendiculaires  aux  arêtes  latérales  des  prismes, 
d^où  il  suit  (n^.  .Sq)  que  les  angles  intérieurs  de  ces  sections  droites  sont  les 
inclinaisons  des  faces  latérales  homologues  des  prismes;  donc  les  deux  sec- 
tions droites  ont  les  angles  égaux,  chacun  à  chacun.  Je  dis,  de  plus,  que  les 
côtés  homologues  de  ces  deux  sections  sont  proportionnels.  En  effet,  si  par 
les  points  homologues  H  et  A  on  mène,  aux  arêtes  BII,  bh^  les  perpendicu- 
laires HQ ,  liq^  les  triangles  HQI ,  hqi  seront  semblables;  car  la  similitude  des 
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faces  homologues  BHIC ,  bhic  <lonnc  Tanglc  HIQ  =  hiq,  cl  l'aDgle  IHB  t 
ihb  ;  mais  IHQ  =  IIIB  —  QHB ,  et  ihq  =  ihb  —  rjhb ;  mais  les  angles  QIIB 
qlib  sont  droits;  donc  \WQ_^=ihq;  c'est-à-dire  que  los  triangles  HIQ,  /iM 
ont  les  trois  angles  égaux,  chacun  à  chacun,  et  par  conséquent  les  côléshal 
niologues  proportionnels;  donc  IIl  ;  là'.'.  IIQ  o»  MN  :  hq  ou  mn.  On  i 
montrerait,  par  un  raisonnement  semblable,  que  IK  \iki;  NO  \  nOt  KF  !  i| 
i;OP  l  op  t  TG './g'.lPh',  ply  elc;  mais  la  similitude  des  prismes  noilj 
àonnc  m  :  hi::lK  :  ik  ::KF  :  kp'.YG  :/g,  etc.;  donc  MN:m/j::>"0  3 
no;:  OP  lopy.VL;  pi,  etc.;  donc,  enfui,  les  sections  droites  de  deux  prbma 
semblables  sont  semblables. 

ii3.  Remanjue.  Le  lecteur  démontrera  sans  peine  que  les  hauteurs  (pcr-J 
pendiculaires  aux  bases)  de  deux  prismes  semblables  sont  proportionnelles  u 
arèles  homologues. 

114.  THÉORÈME  57.  Les  superficies  de  deux  prismes  semblables  sont  ei 
elles  comme  les  carrés  des  arêtes  homologues. 

En  effet,  soient  ABCBEFGHIK,  abcdcfghik  (fig.  297)  deux  prismes  sem- 
blables; représentons  par  C  le  contour  de  la  section  droite  LMNOP  du  premier, 
et  par  c  celui  de  la  section  droite  Imnop  du  second  ;  d'après  le  n".  65,  la  super- 
ficie du  premier  sera  C  x  AG,  et  celle  du  second  ex o^:  S  et  S'élanl  respeclê 
■vcment  ces  superficies,    on   aura  S^CxAG,  et  S'  =  cXi7^;  d'oiïSi 

S':;  C  X  AG  ;  c  x  og (Oi  ■"^''^  (ge'om.pl.,  n".  100)  C  :  c  ;;  LM  ;/jiii 

(n».  112)  LM  :  /m  ;;  AB  :  oi,  et  (  n°.  1 10  )  AB  '^  ab  \\  KG  ;  ag  ;  d*oùeDr 
montaul  on  voit  que  C  ;  t  ;  ;  AG  '.  ag.  Qu'on  multiplie  celle  dernière  prop( 
tion  par  l'idcnlique  AG  ;  o^::  AG  '.ag,eion  aura  C  x  AG  ;  e  xo^.*:(A( 
;  (agy-,  mais  le  premier  rapport  de  cette  dernière  proportion  est  le  même  q 
le  second  de  la  proportion  (i);  donc  S  ;  S' ;  ;  (AG)' ;  («g-)';  ce  qu'il  &II 
démon  Ire r, 

II 5.  THÉORÈME  58.  Les  volumes  du  deux  prismes  semblables  sont  t 
eux  comme  les  cubes  des  arèles  homologues. 

Soient  les  deux  prismes  semblables  de  la  figure  297  ,  et  appelons  A  cl  tf 
hauteurs  respectives  de  ces  deux  prismes,  B  et  4  les  superficies  de  leursb 
et  V  et  V  leurs  volumes;  d'après  le  numéro  8.1,  on  aura  V  ^  B  X  A  cl» 

h  X  h\  d'où  il  suit  que  V  ;  r  ;  ;  B  X  A  :  i  X  k\ (1).  Mais  les  bases  de  ilM 

prismes  semblables  sont  semblables  (n".  108);  donc  (géom.  pi.,  n*.  ijS 
B  ;  6  ;  :  (AB)'  :  {aby.  Mais  (n".  1 13)  les  hauteurs  h  et  h'  sonl  proporlio 
nellcs  aux  arêtes  homologues;  donc  A  ;  A' ;  :  AB  ;  nô  ou  A';A":;(AB)B 
{abj;  donc  aussi  B  ;  ô  ;;  A'  ;  A";  qu'on  multiplie  cette  dernière  projioi 
par  l'idcnlique  h\h  ',;h\  h',  et  on  aura  B  x  A  I  A  X  A'  ;  :  A'  :  A";  n» 
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premier  rapport  de  celle-ci  est  le  même  que  le  second  de  celle  (i)  ci-dessus; 
doncN  Ivi:  h':  h'K  Or,  on  a  h:h'::  Milab  ou  A' : //' I  :  (ABy  :  (aA)  ; 
donc  enfin  V  :  p: : (ABy  :  (nby;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  6,  THÉORÈME  5g.  Les  superficies  latérales  de  deux  pyramides  semblables 
quelconques  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  arêtes  homologues. 

Soient  ABCDEF,  abcdef  Çfi^.  298)  deux  pyramides  semblables;  elles  au- 
rons (n^  109)  les  faces  homologues  semblables  el  (n*.  1 10)  les  arêtes  homo- 
logues proportionnelles.  Cela  pose,  il  est  clair  qu^on  aura  AHYiah/n 

(ABy  :  (aôy,  bcf  :  bc/:  :  (Bcy  :  (bc)\  cdf  :  cd/:  ;  (CDy  :  (cd)\  def  :  di/ 

;  :  (DE)*  :  (dey  et  EAF  :  ea/l  ;  (EA)'  :  (eay-,  mais  à  cause  que  les  bases  sont 
semblables,  AB  :  aA  ;  :  BC  :  ic  :  :  CD  :  cd  :  :T)E:  de  II  E  A  :  ea,  ou  (AB)'  : 

(aby  :  :  (BC)  :  (bcy  :  :  (CD)»  :  {cdy  ;  :  (de)-  :  (dey  ;  :  (e  Ay  :  (cay  ;  donc 
ABF  :  abf:  :  bgf  :  bcf:  :  cdf  :cd/::  def  :  def:  :  eaf  :  eaf:  :  (ab)'  : 

(aby.  Or,  la  somme  des  antcccdens  est  à  celle  des  conscqucns,  comme  un 
antécédent  est  à  son  conséquent.  Si  donc  on  observe  que  la  somme  des  antc- 
ccdens de  celte  suite  de  rapports  égaux  (sans  y  comprendre  le  dernier)  est  la 
superficie  latérale  de  la  grande  pyramide,  et  celle  des  conscqucns  est  la  super- 
ficie de  la  petite,  en  appelant  S  la  première,  et  S' la  seconde,  on  aura  S  l  S' 
l  ;  (AB)'  :  {aby\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

117.  THEOREME  6o.  Les  t^olwne S  de  deux pyramides  semblables  sont  entre 
eux  comme  les  cubes  des  arêtes  homologues. 

Soient  les  deux  pyramides  semblables  de  la  figure  298;  et  appelons  h  et  h^ 
les  hauteurs  respectives  de  ces  deux  pyramides  ;  B  et  6  les  superficies  de  leurs 

bases,  et  V  et  p  leurs  volumes  ;  d'après  le  numéro  99  on  aura  Y  =  B  x  — - 

el  i^=  b  X  -3-;  d'où  il  suit  que  V  :  c;  :  B  X  —  :  i  X  -^-  :  :  B  X  A  : 

h  X  H (i).  Mais  les  bases  de  deux  pyramides  semblables  sont  semblables, 

ce  qui  donnera  B  î  A  ;  :  (AB)'  :  («6)\  et  il  est  évident  que  les  hauteurs  de  deux 
pyramides  sont  proportionnelles  aux  arêtes  homologues,  d'où  il  suit  que 
A  :  À'  :  :  AB  :  flô  ou  U  :  //'  ;  :  (AB)'  :  (aby,  et  par  conséquent  B  :  6  :  :  A'  :  li\ 
Si  maintenant  on  multiplie  cette  dernière  proportion  par  l'identique  h  \  li  :  : 
h  \  h\  il  viendra  B  X  hl  bxh'  :;  h^  l  h'\  Or,  le  premier  rapport  de  celle 
dernière  proportion  est  le  second  de  la  proportion  (i);  donc  ^f  lç::h^  l  h'^ 
l  :  (ABy  ;  (aby\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

118.  THEOREME  6i.  Les  superficies  de  deux  troncs  de  pyramides  sem^ 
hlables  sont  entre  elles  comme  les  carres  des  arêtes  homologues. 

Celle  proposition  se  démontre  comme  celle  du  numéro  1 16. 

64 
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1 19.  THÉORÈME  62.  Les  volumes  de  deux  troncs  de  pyramide  semhtaiAA 
sont  entre  eit.v  comme  les  cubes  des  an'les  homologues.  I 

En  cffel,  il  est  oviilcnt  que  les  deux  pyramides  totales  ainsi  que  les  tlcaij 
pyramides  partielles  seront  semblables,  cbacune  à  chacune.  Appelons  dont 
V  et  c  les  pyramides  totales,  et  V  et  t^  les  pyramides  partielles,  A  cl  a  ticua 
ardtcs  homologues  des  deux  premières,  et  A'  et  a'  deux  arêtes  homologues  der 
doux  autres;  nous  aurons  V  î  c  ;  ;  A'  ;  a\  cl  V  ;  i';;  A"  l  o";  mais  les  quatre 
pyramides  sont  évidemment  semblables;  donc  \',  a'.l  \'  '.a'  ou  A'  C  o';; 
A'':«'';donc  V:^'::  V:v';:  A'ifl';  d'où  v— V'^  — .^::A':a'.  Mais 
V — v  est  le  volume  du  grand  tronc,  et  c  —  /  est  celui  du  petit;  doncT 
et  T'  étant  ces  troncs,  on  aura  T  ;  T  ;;  A^  ;  a';  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

120.  THÉORÈME  63.  La  somme  des  carrés  des  trois  arêtes  contiguës  dm 
paialle'/i/iîpède  rectungle,  est  égale  au  carré  de  la  diagonale. 

En  effet,  soit  ABCDEFGU  (  fig.  a83  )  un  parallélipipèdc  rectangle  quel- 
conque ;  si  l'on  mène  la  diagonale  de  la  face  ABCD,  le  triangle  ABC 
rectangle,  et  donnera  CAC)'  =  CAB)--t-(BC)'  ou  CACy=(AB)'+CAD)'...Ci),i 
Qu'on  mène  ensuite  la  diagonale  FC,  le  triangle  ACF  sera  rectangle  en  A. 
et  donnera  (CF)' =  CAC)°  +  (AF)',  et  en  substituant  au  lieu  de  (AC^iara- 
leur  (1),  il  \iendra  (CF}'  =  CAB)-  +  CAD)- -h  (AF)';  ce  qu'il  fallait  Ai- 
montrer. 

131.  Remarque.  Dans  tout  ce  qui  précède  sur  les  polyèdres,  nous  nous 
sommes  contentés  de  parler  des  prismes,  des  parallélipipèdes,  des  pyramide^ 
des  troncs  de  prismes  triangulaires,  et  des  troncs  de  pyramide  quelcQO' 
ques,  parce  que  cela  nous  a  paru  suffisant;  de  plus,  nous  n'avons  considér 
ces  polyèdres  que  dans  les  cas  Je  leur  |urfaite  égalité  et  de  leur  parfaite  simi 
litude,  quoiqu'il  y  ait  des  polyèdres  dont  toutes  les  parties  sont  égales  o 
semblables  sans  que  ces  polyèdres  puissent  coïncider  d'aucune  manière.  L( 
polyèdres  qui  sont  dans  ce  cas  d'égalité  ou  de  similitude,  sont  appelés «^;uu 
ou  semblables  par  symétries.  Pour  se  faire  une  idée  des  polyèdres  symciriqui 
on  n'aqu'à  présenter  un  polyèdre  quelconque  devant  un  miroir  ;  l'image  qu'oi 
verra  dans  le  miroir  sera  un  polyèdre  symétrique  à  celui  qu'on  tiendra  à 
main.  On  voit  que  toutes  les  parties  constituâmes  de  deux  polyèdres  égai 
ou  semblables  par  symétries  sont  égales  ou  semblables,  chacune  à  chacune 
mais  que  ce  qui  est  à  droite  dans  l'un  est  à  gauche  dans  l'autre,  el  récïpn 
quement.  Il  y  a  plusieurs  propositions  sur  les  polyèdres  égaux  ou  scmblaWi 
par  symélries,  qu'on  trouvera  démontrées  dans  la  géométrie  de  M.  I.,cgcndr 
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Les  Surfaces  cylindriques  ,  et  les  corps  que  ces  sw/aces  terminent. 

122.  DEFINITIONS.  Si  Ton  suppose  une  ligne  droite  glissant  parallèlement 
à  elle-même  sur  une  courbe  quelconque,  plane  ou  à  double  courbure,  la  sur- 
face engendrée  par  celle  ligne  droite  sera  de  Fespèce  qu^on  appelle  cylin^ 
drique;  et  si  la  directrice  (n®.  3)  a  un  centre,  la  droite  menée  par  ce  cenlrc 
parallèlement  aux  génératrices  sera  Vaxe  de  la  surface  cylindrique. 

La  surface  prend  le  nom  de  la  courbe  qui  a  servi  de  directrice  dans  la  gé- 
nération :  si  celle  directrice  est  une  circonférence  de  cercle,  la  surface  prendra 
le  nom  de  surface  cylindrique  circulaire;  si  elle  est  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  branche  d'hyperbole,  etc.,  la  surface  prendra  le  nom  de  surface  cy^ 
lindrique  elliptique ,  parabolique,  ou  hyperbolique,  etc. 

En  général,  il  faut  entendre  qu'une  surface  cylindrique  est  indéfiniment 
prolongée  de  chaque  côté  de  la  directrice  :  si  Ton  ne  considère  qu'une  cer- 
taine partie  de  la  longueur  de  cette  surface  comprise  entre  deux  plans  paral- 
lèles qui  coupent  toutes  les  génératrices,  le  corps  terminé  par  ces  deux  plans 
parallèles  et  la  portion  de  surface  cylindrique  qu'ils  comprendront,  sera  un 
cylindre.  Les  portions  des  plans  parallèles,  comprises  dans  les  sections  de 
ces  plans  avec  la  surface  cylindrique ,  sont  les  bases  du  cylindre  ou  de  la  sur- 
face  cylindrique.  La  surface  et  le  cylindre  sont  droits,  quand  les  génératrices 
de  la  surface  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  basés;  ils  sont  obliques  dans 
toute  autre  circonstance.  C'est  le  plus  souvent  le  contour  ou  circonférence 
jde  la  base  qui  sert  de  directrice  dans  la  génération  d'une  surface  cylin- 
drique. 

Toute  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  d'un  cy- 
lindre quelconque  s'appelle  la  section  droite  du  cylindre  ou  de  la  surface  cy- 
lindrique. Par  conséquent,  la  section  droite  d'un  cylindre  droit  est  la  basé 
même  de  ce  cylindre. 

123.  THEOREME  64-  Dans  un  cylindre  circulaire  droit  ou  oblique ,  toute 
section  faite  par  un  plan  parallèle  à  la  base  est  un  cercle  égal  à  celui  qui  sert 
de  base  au  cylindre. 

Soit  le  cylindre  AGBDCH  (fig.  299  et  3oo)  dont  la  base  AVBG  est  un 
cercle  ;  si  l'on  mène  un  plan  ENFL  parallèle  à  celui  de  la  base  AVBG,  la  sec- 
tion ENFL  sera  un  cercle  égal  à  AVBG.  En  effet,  par  Taxe  IK  menons  un 
plan  GIKH  qui  coupe  la  surface  cylindrique  suivant  une  génératrice,  et  le 
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plan  de  la  baso  et  cc!ui  de  la  section  suivant  les  droites  IG  ,  OL  qui  seront  p; 
ralièles;  mais  l'axe  IK  et  la  géndralrice  GH  sont  parallèles;  donc  IG  =  OL 
d'oiî  l'on  voit  que  la  distance  OL  du  point  O  en  un  point  quelconque  L  di 
conlour  KNFL  est  égale  au  rayon  de  la  base  ;  or,  le  plan  GIKH  est  mené  pa 
l'axe  IK  dans  une  direction  quelconque;  donc,  toutes  les  distances  du  poio! 
O  au  contour  £NFL  de  la  section  sont  égales  au  rayon  de  la  base  ;  donc  ccltl 
section  ENFL  est  un  cercle  égal  à  la  base,  et  son  centre  O  est  \c  point  oi 
l'axe  du  cylindre  perce  son  plan. 

124-  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  les  deux  bases  d'un  cylindre  circulaire 
droit  ou  oblique,  sont  des  cercles  égaux,  et  que  la  droite  IK,  qui  joint  la 
centres  des  bases,  est  l'axe  du  cylindre. 

125.  THÉOBÈME  65.  Si  dans  un  cylindre  elliptique  droit  on  oblique,  on 
mène  un  plan  parallèle  à  la  base  ,  la  section  sera  une  ellipse  égale  à  la  boM 
du  cylindre. 

Soit  le  cylindre  elliptique  AGBDUCH  (fig.  3oo),  si  l'on  mène  le  plan 
ËNFM  parallèle  à  la  base,  je  dis  que  la  section  ËiSFM  sera  une  ellipse  égale 
h  celle  de  la  base. 

En  effet,  si  par  les  deux  axes  AB ,  XV  de  la  base  et  celui  IK  du  cylindn 
BOUS  menons  les  plans  ABDC,  XYIIV,  ces  plans  rencontreront  éridemnienl 
la  surface  cylindrique  suivant  les  ge'ncratrices  AC,  BD,  XY  et  VU,  et  la 
plan  de  la  section  EINFM  suivant  les  droites  EF,  gh,  qui  seront  rcspcctiTe* 
rnent  parallèles  aux  axes  AB,  XV,  et  égales  à  ces  mêmes  axes,  comme  pa- 
rallèles comprises  entre  parallèles.  De  plus,  si  par  une  double  ordonnée 
quelconque  ad  de  la  base  on  mène  un  plan  abcd  parallèle  à  l'axe  IK,  ce  plai 
Tcnconlrera  la  surface  cylindrique  suivant  les  génératrices  ab,  de,  et  le  pUn 
de  la  section  ENFM  suivant  la  droite  MN ,  qui  sera  parallèle  i  la  double  or** 
donnée  ady  et  égale  i  celle  double  ordonnée,  comme  parallèles  comprises 
entre  des  parallèles.  En  outre,  il  est  évident  que,  l'intersection  EF,  du  plan 
ACDB  avec  celui  de  la  section  ENFM,  divise  en  deux  également  la  droitt 
MIS  au  point  R,  comme  l'axe  AB  divise  également  en  deux  la  double  or- 
donnée fl(i.  Enfm,  on  voit  que  ÏMN  est  parallèle  'à  gh,  comme  o// est  parallèle 
à  XV,  et  que  OR^  \e.  Il  suit  donc  de  tout  cela  que  les  ordonnées  et  les 
abscisses,  ainsi  que  les  axes  de  la  section  EN  FM,  sont  respectivement  égaux  à 
ceux  de  la  base  AXBV,  qui  est  une  ellipse;  donc  cette  section  ENFM  est 
clle-mcmc  une  ellipse  égale  à  la  base. 

126.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  les  deux  bases  d'un  cylindre  elliptique 
quelconque  sont  deux  ellipses  égales,  et  que  l'axe  du  cylindre  passe  par  lei 
centres  de  ces  ellipses. 
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ia7«  Remarque.  On  démontrerait,  par  un  raisonnement  semblable, 
1*.  que  toute  section  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  base  d'un  cylindre 
quelconque  est  égale  à  cette  base  «  quelle  que  soit  cette  dernière  ;  a^.  que  par 
conséquent  les  bases  d'un  cylindre  d'une  espèce  quelconque  sont  deux  figures 
égales,  et  3^  que  les  sections  faites,  dans  un  cylindre  d'une  espèce  quelconque, 
par  deux  plans  parallèles,  sont  égales. 

1 28.  THEOREME  66.  ToiUe  section  faite  par  isn  plan  qui  coupe  toutes  les 
gêrèérairices  dans  une  surface  cylindrique  quelconque,  dont  la  base  est  une 
courbe  du  second  degré,  est  une  courbe  de  même  espèce  que  la  base,  c  est-à-dirc 
que  si  la  base  est  une  ellipse ,  une  parabole,  ou  une  hyperbole,  la  section  sera 
de  même  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

En  effet,  soit  une  section  quelconque  Yilk  (fig.  299,  3oo  et  3oi  )  faite 
par  un  plan  dans  une  surface  cylindrique,  droite  ou  oblique,  dont  la  base  est 
une  courbe  du  second  degré;  si  par  Taxe  A6  de  la  base  on  mène  un  plan 
ABDG  par  Taxe  ou  parallèle  à  une  génératrice,  ce  plan  rencontrera  celui  de  la 
seclion  suivant  la  droite  FT;  et  si  par  le  sommet  F  de  cette  droite  FT,  on 
mène  un  plan  FMEN  parallèle  à  celui  de  la  base,  la  section  de  ce  plan  sera 
(n^  127)  une  courbe  égale  à  celle  de  la  base.  Si  maintenant  on  suppose  que 
le  plan  Yiïk  soit  tel  que  son  intersection  avec  le  plan  FMEN  soit  tangente 
à  la  éourbe  F^EA  au  point  F,  en  menant  le  diamètre  gh  parallèle  à  cette 
tangente,  les  diamètres  FE,  gh  seront  Conjugués,  et  en  rapportant  l'or- 
donnée MR  à  ces  diamètres  conjugues,  on  aura  (géom.  pi.,  n^  770)  (MR)* 

=/i  X  ER  ^  ^(ï'R)'» (0>  ^^  prenant  l'origine  au  point  F.  Cela  posé, 

supposons  que  par  la  double  ordonnée  MN  on  mène  un  plan  MPQN  paral- 
lèle à  une  génératrice;  ce  plan  rencontrera  celui  de  la  section  YiTk  suivant 
la  droite  PQ  évidemment  égale  et  parallèle  à  MN,  et  celui  des  droites  FE, 
FT  suivant  la  droite  RS,  qui  divisera  PQ  en  deux  parties  égales  au  point  S , 
et  qui  sera  parallèle  à  ET.  Puisque  M N  =  PQ,  on  aura  PS  =  MR ,  et  par 

conséquent  la  formule  (t)  nous  donnera  (PS)'=^  X  FR  zfc  7(FRy (2). 

Or,  les  triangles  semblables  FET,  FRS  nous  donnent  FT  ;  FS  :  :  EF  ;  FR 

^  rsp .  De  plus  (géom.  pi.,  n*.  770),  q-=i  -^—^  ;  si  donc  on  substitué 

d.«.4ià.io«W.iW«„dr,(PS)-=;,xi5^  ±   ^>;0(^./)f'-    = 

JL^  X  FS  ±  J^  X  (FSy.  ou  /=i^  X  X  ±  ^x*. 

en  faisant  PS = r  et  FSz=:a?,  ou  encore  j'=Pa:±Q.T*,  en  faisant  ^  ,.,,      =  P,  e  t 

»  X  EF  P 

£——==ïQ;  d'où  l'on  voit  que  Q==-pjr,   et  quc^  par  conséquent,  la 

courbe  FlT^  est  ou  une  ellipse,  ou  une  parabole,  ou  une  hyperbole,  suivant 


iqtM 

t  ud 
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que  la  courbe  TgEh,  ou  la  base  du  cylindre,  est  Tunc  de  ces  courbes  du  .tcconi 
degré  ;  car  l'équation  y'  ^  Pj;  ±  Qx'  est  nécessairement  celle  de  l'une  de  ce 
courbes  (géom.  pi.,  n",  770). 

Pour  compléter  la  démonstration  de  noire  théorème,  il  faudrait  dt^moatra 
que  la  proposition  est  vraie  quelle  que  soit  la  position  du  plan  FiTk;  mais 
est  évident  qu'après  l'avoir  démontrée  dans  l'hypothèse  ci-dessus,  ni  l'on  faii 
tourner  le  plan  autour  du  diamètre  FT,  les  abscisses,  comme  FS,  ne  change^ 
ront  pas,  el  les  ordonnées  de  la  nouvelle  courbe,  comme  PS,  répondantes  am 
mêmes  abscisses,  seront  dans  les  mêmes  rapports  que  celles  de  la  premièn 
courbe;  ce  qui  suffit  pour  faire  voir  que  la  courbe  ne  changerait  pas  de  na- 
ture. Au  surplus,  en  suivant  la  marche  ci-dessus  et  en  partant  de  la  courfx 
FiT/i:,  il  sera  facile  au  lecteur  de  démontrer  plus  positivement  que  ce  thao: 
gemcnt  n'en  apporte  aucun  dans  la  nature  de  la  courbe. 

12g.  Remarque.  Pour  donner  à  celte  proposition  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible,  il  faut  regarder  le  cercle  comme  étant  une  ellipse  dont 
les  deux  axes  sont  égaux;  de  sorte  que  la  section  faite  par  un  plan  qucicoaqt 
dans  une  surface  cylindrique  à  base  elliptique,  ou  circulaire,  peul  être 
cercle  aussi  bien  qu'une  ellipse. 

i3o.  THÉORÈME  65.  La   superficie  d'itn  rylindrc  quclconqite ,  sans  y 
prendre  celle  des  deux  bases ,  est  égale  au  contour  de  la  section  droite  mutiiiM 
par  la  longueur  d'une  gcneralrice. 

En  effet,  il  est  évident  qu'un  cylindre  quelconque  peut  être  regardé  commï 
étant  un  prisme  d'une  iniinité  de  faces  latérales  ou  côtés  infiniment  étroili, 
et  dont  la  base  serait  inscrite  ou  circonscrite  à  celle  du  cylindre  ;  or  (n*.  65)^ 
la  superficie  latérale  d'un  prisme  est  égale  au  contour  de  la  section  droits 
multiplié  par  une  arête;  donc  aussi  la  superficie  latérale  d'un  cylindre  seiï 
égale  au  contour  de  la  section  droite  ,  multiplié  par  une  génératrice. 

i3i.  Corollaire  i.  Si  le  cylindre  est  droit,  comme  la  section  droite  e 
alors  ta  base ,  sa  superficie  sera  égale  au  contour  de  la  base ,  multiplie  par  Bi 
génératrice. 

i32.  Corollaire  2,  Si  le  cylindre  droit  est  circulaire,  comme  la  circoafés 
rence  de  la  base  est  2^R,  (géom.  pi.  n".  agg)  R  étant  le  rayon,  $1  #  est 
longueur  d'une  génératrice,  la  superficie  sera  s.pRg. 

i33.  THRoRÈME  66.  IjC  volume  d'un  cyli¥idre  quelconque  est  ^gai  à  la  sa- 
perfide  de  la  base,  multipliée  par  la  hauteur. 

En  effet,  nous  venons  de  faire  remarquer  qu'un  cylindre  peut  être  regard 
comme  étant  un  prisme  d'une  infinité  de  côtés,  et  dont  la  base  sérail  inscril 
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OU  circonscrite  à  celle  du  cylindre  ;  or  (n"".  83  ) ,  le  volume  d'un  prisme  quel- 
conque est  égal  à  la  base  multipliée  par  la  hauteur;  donc  celui  du  cylindre 
sera  pareillement  égal  à  la  base  multipliée  par  la  hauteur. 

i34-  Si  le  cyUndre  était  circulaire,  comme  la  superficie  de  la  base  serait 
(géom.  pi.,  n^23o)  alors  égale  à  pK\  h  étant  la  hauteur,  le  volume 
serait  pR^h. 

i35.  THEOREME  67.  SupposoTis  Un  prismc  triangulaire  droit  ABCDEF 
(fig.  3o2)  dord  la  base  ABC  soit  un  triangle  rectangle,  mais  dont  lune  des 
faces  ABEF  soit  un  carré;  si  par  le  somrnet  A ,  comme  centre,  on  décrit  un 
quart  de  cercle  BGF  sur  la  face  carrée  ABEF  açec  le  rayon  AB;  quon 
prenne  ce  quart  de  cercle  pour  la  directrice  dime  surface  cylindrique  dont  la 
génératrice  serait  mue  parallèlement  à  la  droite  BC  ;  la  superficie  de  la  por- 
tion BGF^C  de  cette  surface  cylindrique  inscrite  dans  le  prisme  triangulaire 
ABCDEF  sera  égale  à  celle  du  rectangle  BCDE  parallèle  a wv  génératrices. 

En  effet,  si  Ton  prend  un  arc  GH  infîniment  petit  sur  le  quart  de  cercle 
BGF;  que  par  les  extrémités  G  et  H  de  cet  arc  on  mène  les  plans  LON, 
KPM  parallèle  à  la  base  ABC  du  prisme,  ces  plans  rencontreront  la  surface 
cylindrique  suivant  les  deux  génératrices  G^,  H/*,  et  le  plan  du  rectangle 
BCDE  suivant  les  droites  parallèles  LN,  KM.  Je  dis  maintenant  que  la  por- 
tion HGef  de  la  surface  cylindrique  est  équivalente  à  la  portion  correspon- 
dante KLNM  du  rectangle  BCDK.  Car  si  par  le  milieu  I  de  Tare  HG  on 
mène  un  plan  lac  parallèle  au  plan  ABC ,  son  intersection  Id  avec  la  surface 
cylindrique  sera  égale  à  la  demi-somme  des  génératrices  H/*,  G^,  qui  sont  les 
bases  d^un  trapèze  cylindrique  qui,  à  cause  de  son  extrême  petitesse,  peut  être* 
regardé  comme  plan,  et  Tare  de  cercle  HG  comme  une  droite  perpendicu- 
laire à  ces  bases  ;  la  superficie  de  cet  élément  de  la  surface  cylindrique  sera 
donc  égale  à  HG  X  Id;  mais  celle  du  rectangle  KLNM  est  égale  à  KL  x  bc; 
ainsi  il  faut  faire  voir  que  HG  X  ld=  KL  x  bc.  Or,  le  triangle  QHG  infi- 
niment petit  peut  être  regardé  comme  un  triangle  rcctiligne  rectangle  sem- 
blable au  triangle  Ala;  donc  HG  :  AI  ou  ad  :  :  QG  ou  KL  :  al,  ou  HG  :  KL 
Il  ablal]  mais  les  triangles  semblables  abc  y  a\d  donnent  ab\a\\ibc\  \d\ 
donc  HG  :  kl:  :  6c  :  IJ;  d'où  HGxTJ=KLx*c;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Ainsi  donc  les  élémens  correspondans  du  rectangle  BCDE  et  de  la  portion 
de  surface  cylindrique  circulaire  sont  tous  égaux,  chacun  à  chacun;  donc  la 
somme  des  premiers  élémens  ou  le  rectangle  BCDE  est  égale  à  celle  des  se- 
conds ou  à  la  superficie  de  la  portion  de  surface  cylindrique  BGF^C  ;  d'où  il 
suit  qu^enfin  la  proposition  est  démontrée. 

i36.  Corollaire  i.  Le  rectangle  BCDE  ayant  même  l)ase  et  même  hauteur 


5lï  COURS  DE  CONSTRUCTIOM. 

que  le  triangle  ABC ,  a  une  superficie  doultic  Je  celle  (le  ce  triangle,  d*oû 
suîl  que  la  superficie  de  la  portion  triangulaire  BGF^C  de  surface  cylÏDdriqi 
firculairc  droite  est  égale  au  double  de  celle  du  tnangle  ABC  qui  en  esl  i 
qu'on  appelle  ïa  projecUon  orthogonale. 

137.  Corollaire  1.  Supposons  un  cylindre  droit  AFBCGD(fig.3o3)denjî« 
circiilaiie  ;  si  dans  le  rectangle  ABCD  on  mène  les  droites  DE ,  EC  au  ccnirt 
K  de  la  base  AFB,  et  que  sur  ces  droites  on  olévc  des  plans  perpendiculaires 
à  celui  du  rectangle  ABCD,  ces  plans  rencontreront  la  surface  cylindrique 
de  manière  qu'on  aura  les  deu7(  triangles  cylindriques  AFD,  BFC,  dont  les 
superficies  seront  respectivement  égales  au  double  de  leurs  projections  ortho- 
gonales ADE,  ECB,  ou  aux  rectangles  AEKD,  EKCB  ;  de  sorte  que  leur 
somme  sera  e'gale  au  rectangle  ABCD. 

i38.  Corollaire  3.  Si  donc  on  voulait  avoir  la  superficie  du  triangle  cylin- 
drique DFCG,  qui  est  ce  qui  reste  de  la  demi-surface  cylindrique,  après  en  avoir 
retranché  les  deux  triangles  cylindriques  ADF,  FCB,  il  faudrait,  de  la  su- 
perficie de  la  demi-surface  cylindrique,  qui  est  '■ — ^x  AD  ou  />x  AEx 

'AD,  retrancher  celle  du  rectangle  ABCD,  qui  est  ABxAD  ou  2AExAD;d« 
sorte    que   DFCG  =^  x  AE  x  AD  — 2AE  x  AD  =  (>  — 2)  X  AE  x  Al). 

i3g.  Corollaire  4-  Si  l'on  suppose  le  cylindre  circulaire  droit  entier 
'AFBIHDGC  (fig,  3o3),  coupe  par  un  plan  IDF  mené  par  un  diamètre  IF 
de  la  base,  dans  une  direction  quelconque,  la  portion  lATO  de  la  surface  «lu 
Cylindre  se  composera  évidemment  du  double  du  triangle  cylindrique  AFD, 
dont  la  superficie  est  égale  au  rectangle  AEKD  ;  par  conséquent ,  la  superficie 
de  la  portion  ÏAFD  sera  égale  à  celle  du  rectangle  ABCD.  Si  donc  on  vou- 
lait avoir  la  superficie  de  ce  qui  reste  de  la  surface  cylindrique  entière ,  apri'i 
en  avoir  retranché  la  portion  lAFD,  de  2/)B^  qui  est  celle  de  la  surface  cn- 
lière,il  faudrait  retrancher  ABx  AD,  qui  est  celle  de  la  portion  à  retrancher, 
ce  qui  donnerait  ^pY^g —  AB  x  AD;  mais  AB  =2R,  et  AD^^;  si  donc  on 
appelle  S  la  superficie  en  question,  on  aura  S  =  "^p^g  —  2B^=:  2K^^— 0- 

i4o.  Corollaire  5.  Supposons  toujours  le  cylindre  circulaire  droit  entier 
AFBIHDGC  (fig.  3o3),  et  coupons-le  par  deux  plans  IFD,  IFC  menés  pjr 
Je  même  diamètre  IF  de  la  base  AFBI;  chacune  des  portions  de  surfaces  cy- 
lindriques lAFD,  IBFC,  enlevées  par  ces  plans,  sera  égale  à  la  superficie  du 
rectangle  ABCD,  qui  est  2R^;  leur  somme  sera  donc  4B^;  si  donc  on  «ut 
la  superficie  de  ce  qui  reste  de  la  surface  entière  après  en  avoir  retranché  c« 
Jaix  portions,  il  faudra,  de  la  superficie  entière,  qui  est  2^B^,  rclrancbd'. 
celle  des  deux  portions  supprimées,  qui  est  41*^1  et  le  reste  S:=2/>Rg— 4^*1 
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t4i>  Remarque.  Si  Ton  considère  la  portion  ABGFDC  de  cylindre  droit 
circulaire  inscrit  dans  le  prisme  triangulaire  ABCDEF  (fig.  3o2  ),  le  tout  tel 
que  nous  Tavons  supposé  au  numéro  i35 ,  il  sera  facile  de  voir  qu^on  pourra 
regarder  le  yolume  de  cette  portion  de  cylindre,  comme  la  somme  d'une 
mukitude  de  pyramides  extrêmement  petites,  dont  la  réunion  des  bases  forme- 
rait le  triangle  cylindre  BGFeC ,  et  dont  la  hauteur  commune  serait  le  rayon 
de  la  base  du  cylindre.  Il  suit  donc  de  là  que  le  volume  de  la  portion  de 
cylindre  en  question  sera  égal  au  tiers  du  rayon  multiplié  par  la  superficie 
du  triangle  cylindrique  ou  du  rectangle  BCDË.  Mais  la  superficie  de  ce  rec- 
tangle est  BE  X  BC  oixB.xhjh  représentant  BC  ;  donc  le  volume  demande 

«era- 


3    • 
j^a.  Corollaire  i.  Supposons  un  dcmS-cylindre  circulaire  droit  ÂFBCGD 

(fig.  3o3);  que  par  les  droites  DE,  CE  on  élève  les  plans  EFD,  ËFC  ;  le 

Tolume  de  chacune  des  portions  de  cylindre  AEFD,  BEFC  sera  égal  à 

v-c— y  et,  par  conséquent,  celui  des  deux  portions  ensemble  sera  — — .Le 

3  nVi^/i 

volome  du  demi-cylindre  sera  -^ —  (n®.  i34);  si  donc  on  veut  avoir  le  vo- 
lume de  ce  qui  reste  du  demi-cylindre,  après  en  avoir  retranché  le  volume 
des  deux  portions  réunies  dont  il  vient  d'être  question ,  de  — il  faudra 

^,  et  le  reste  V  =  .^5:1.  -  ^  =    ^^^'^  7  ^^'^    = 

3       .  ai  0 

Ç3p  —  4  )  ^^  1^  volume  demandé. 

143.  Corollaire  a.  Supposons  les  mêmes  choses  que  dans  le  numéro  iSg; 
la  portion  de  cylindre  lAFD  sera  évidemment  double  de  AEFD,  et  par 

conaéquent  son  yolume  sera  — x — ;  si  donc  on  voulait  avoir  le  volume  de 

ce  qui  reste  du  cylindre  entier  après  en  avoir  ôté  cette  portion,  de  pJVh  il 

fiodrait  retrancher  — 5 — ,  et  le  reste  \=:pKh 5 —  =  — i- — 5 

^  ■        .  (3/1  —  2)  serait  le  volume  demandé. 

i44«  Corollaire  3.  Supposons,  enfin,  les  mêmes  choses  que  dans  le  nu- 
inëro  i4o;  le  yolume  de  chaque  portion  de  cylindre  lAFD,  IBFC  sera 

m,^    m^  et  leur  somme  — r — ;  si  donc  on  veut  le  volume  de  ce  qui  reste  du 

3  ,  ,     , 

cylindre  entier,  après  en  avoir  supprimé  ces  deux  portions,  du  volume  du 

cylindre  entier,  qui  est  pKh,  il  faudra  retrancher  -^- — ,  et  le  reste  V  = 

La        4R'A            3/7RV1  — 4R'A  R'A    ,^         .\  11^ 

plCh^ — 5 —  =  — *^ 3 =  — ^K'^P  —  4)  sera  le  volume  de» 
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i4S.  Remarque.  Tout  ce  qui  précède  depuis  le  numéro  i35,  a  lieu ,  non- 
seulement  pour  le  cylindre  droit  à  base  circulaire,  mais  encore  pour  tous  les 
cylindres  dont  la  section  droite  est  un  cercle. 

146.  THÉOHKME  68.  Si  un  cylindre  circulaire  est  coupé  par  un  plan  quel- 
conque LFCI  (fig.  3o3),  le  tronc  de  cylindre  LCGDH  est  équiçalent  et  en 
superficie  y  et  en  volume  à  un  cylindre  de  même  base  que  le  tronc,  et  d^une 
hauteur  égale  à  la  demi-somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  hauteur 
du  tronc. 

En  effet,  si  parle  point  £ ,  où  Taxe  du  cylindre  rencontre  le  plan  de  la  section, 
on  mène  un  pian  AFBI  parallèle  à  la  base ,  la  section  de  ce  plan  sera  un  cercle 
é^ai  à  la  base,  et  il  est  évident  que  la  partie  LFAI  qui  excède  est  égale  à  la 
partie  CFBI  qui  est  en  défaut;  car  si  Ton  fait  tourner  la  première  autour  du 
diamètre  IF,  il  est  clair  que  le  point  L  coïncidera  avec  le  point  C,  et  le  demi- 
cercle  I AF  avec  son  égal  IBF.  11  suit  donc  de  là  que  le  cylindre  AFBIHDGC 
est  équivalent,  et  en  superficie,  et  en  volume  au  tronc  LCGDH.  Mais  la 
hauteur  DL  du  point  L,  par  rapport  au  point  C,  est  divisée  en  deux  égale- 
ment au  point  A  par  le  plan  AFBI  ;  d'où  il  suit  que  AD  est  la  demi-diffé- 
rence de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  des  hauteurs  du  tronc.  Or,  si  à  la 
plus  petite  on  ajoute  la  demi-différence,  il  est  clair  qu'on  aura  la  hauteur  du 
cylindre  équivalent  au  tronc,  et  que  cette  hauteur  sera  la  demi-somme  dont 
il  s'agit. 

147.  Corollaire  i.  Il  suit  de  là  que  pour  avoir  la  superficie  d'un  tronc  de 
cylindre  circulaire,  il  faudra  multiplier  le  contour  de  la  section  droite  par 
la  demi-somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  génératrice  du  tronc. 

148.  Corollaire  2.  Il  suit  aussi  de  là  que  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre 
circulaire  est  égal  à  la  superficie  de  la  base  multipliée  par  la  demi^somme  de 
la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  hauteur  du  tronc. 

Remarquei  La  proposition  a  lieu  pour  un  tronc  de  cylindre  quelconque, 
la  base  étant  une  courbe  du  second  degré,  pourvu  que  l'axe  de  la  section  du 
plan  sécant  soit  parallèle  à  celui  de  la  base. 

Dans  le  cas  où  la  base  est  une  branche  d'hyperbole ,  c'est  le  premier  axe 
ou  l'axe  réel  de  la  section  qui  doit  être  parallèle  à  celui  de  la  base  du  cy- 
lindre. 
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b"".    LEÇON. 
Les  Surfaces  coniques,  et  les  Corps  que  ces  surfaces  terminent. 

\  i4g-  DÉFINITIONS.  Si  une  droite  indéfinie  tourne  aulour  d'un  point  Bxe 
hns  l'espace,  et  glisse  en  même  temps  sur  une  courbe  quelconque,  ptane  ou 

à  double  courbure,  la  surface  engenilréc  par  cette  droite  sera  de  l'espèce  qu'on 

appelle  conique. 

tLe  point  autour  duquel  tourne  la  génératrice  d'une  surface  conique,  s'ap- 
Belle  le  centre  ou  plus  communément  le  sommet  de  ta  surface. 
Si  la  directrice  a  un  centre ,  la  droite  qui  passe  par  ce  centre  et  le  sommet 
de  la  surface  est  ce  qu'on  appelle  Vaxc  de  la  surface. 
Si  la  directrice  est  une  courbe  plane  ayant  un  centre,  et  que  le  plan  de  cette 
directrice  soit  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface  conique,  celte  surface  co- 
nique sera  droite.  Dans  tout  autre  cas  elle  sera  otiliquc.  Mais  on  appelle  plus 
particulièrement  surface  conique  droite,  celle  dont  la  directrice  est  une  cir- 
conférence de  cercle. 

Une  surface  conique,  droite  ou  oblique,  est  circulaire,  elliptique,  parabo- 
lique ou  hyperbolique,  suivant  que  la  directrice  est  une  circonférence  de 
cercle,  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Si  l'on  réfléchit  sur  la  manière  dont  une  surface  conique  quelconque  est 
engendrée,  en  se  rappelant  que  la  génératrice  est  indéfmiment  prolongée  à 
droite  et  à  gauche  du  point  autour  duquel  elle  tourne,  on  verra  qu'une  sur- 
face conique  quelconque  se  compose  de  deux  parties  opposées  par  le  sommet , 
qui  ont  le  point  directeur  commun.  Chacune  de  ces  parties  s'appelle  nappe. 
Mais  le  plus  souvent  on  ne  considère  qu'une  seule  nappe. 

Si  l'on  ne  considère  qu'une  seule  nappe  d'une  surface  conique,  et  que  l'on 
coupe  cette  nappe  par  un  plan  mené  comme  on  voudra  à  une  certaine  dis- 
lance du  sommet,  le  corps  termine  par  ce  plan  et  par  la  partie  de  la  .surface 
comprise  entre  le  sommet  et  le  contour  de  la  section  de  ce  plan  sera  ce  qu'on 
appelle  un  cône. 

Quelle  que  soit  une  surface  conique,  on  conçoit  qu'on  pourra  toujours 
tracer  sur  cette  surface  une  courbe  quelconque  qui  pourra  remplacer  la  direc- 
trice primitive,  d'où  l'on  voit  qu'avec  des  directrices  différentes  on  peut  en- 
gendrer la  même  surface  conique,  et  que,  par  conséquent,  le  contour  de  la 
base  d'un  cône  peut  servir  de  directrice  i  la  surface  conique  qui  le  termine. 

Le  cône  sera  droit,  si  le  plan  de  sa  base  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 
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surface,  et  particulièrement  lorsque  sa  base  sera  un  cercle.  Le  nom  de  la  base 
déterminera  celui  du  cône. 

i5o.  THEOREME  69.  ToiUes  Us  génératrices  d'un  cône  droit  à  base  circu^ 
laire  sont  égales  entre  elles. 

£n  effet,  les  génératrices  d^un  cÔne  droit  ne  sont  autres  choses  que  des 
obliques ,  abaissées  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  ,  qui  s^écartent  égale- 
ment de  la  perpendiculaire  abaissée  par  le  même  point  sur  le  même  plan;  donc 
(n®.  19)  elles  sont  égales. 

i5 1.  THEOREME  70.  Tout  plan  mené  par  le  sommet  étun  cône  quélconqat 
et  par  deux  points  pris  comme  on  voudra  sur  le  contour  de  la  base ,  rencon- 
trera la  surface  conique  suii^ant  deux  génératrices. 

£n  effet,  si  par  les  deux  points  pris  sur  le  contour  de  la  base  on  mène  des 
droites  au  sommet,  il  est  clair  que  ces  deux  droites  seront  des  génératrices; 
et  comme  ces  génératrices  joignent  les  trois  points  par  lesquels  on  a  fait 
passer  un  plan,  ces  deux  génératrices  seront  dans  ce  plan  ;  donc  ce  même  plan 
rencontre  la  surface  suivant  ces  deux  génératrices. 

i52.  DÉFINITIONS.  On  appelle  section  par  taxe  celle  faite  par  un  plan 
mené  par  Taxe  dans  un  cône  quelconque  ;  mais  si  le  cône  est  oblique, 
la  section  qu'on  appelle  plus  particulièrement  par  Taxe  est  celle  d'un  plan 
mené  par  Taxe  perpendiculairement  à  la  base.  Pour  laisser  à  cette  définition 
toute  sa  généralité,  nous  appelerons  cette  dernière  section,  section  orthogo- 
nale par  l'axe,  afin  de  la  distinguer  de  toute  autre.  On  voit  que  dans  un  cône 
droit,  toutes  les  sections  par  Taxe  sont  orthogonales. 

i53.  THÉORÈME  yi.  Toute  section  faite  dans  un  cône  quelconque ,  à  base 
circulaire  ou  elliptique,  par  un  plan  parallèle  à  la  base ,  est  semblable  à  cette 
base. 

i"".  Supposons  (fig.  3o4  et  3o5)  que  la  base  ACBD  soit  un  cercle,  que 
FMGN  soit  une  section  parallèle  à  cette  base,  et,  par  Taxe  ET,  menons  un 
plan  quelconque  PTQ  :  ce  plan  rencontrera  celui  de  la  base  ÂCBD  et  celui 
de  la  section  FMGN  suivant  les  droites  PO,  UV,  qui  seront  parallèles;  mais 
Taxe  ET  divise  PQ  en  deux  parties  égales,  donc  cet  axe  divisera  aussi  la  droite 
UV  en  deux  parties  égales  au  point  K.  Ainsi  toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  point  K  sont  divisées  en  deux  également  par  ce  point  K.  Je  dis  main- 
tenant que  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  K  sont  égales  entre 
elles;  car  si  Ton  mène  deux  plans  quelconques  PTQ,  ATB  par  Taxe,  on  aura 

PQ  :  UV  :  ;  ET  :  kt,  et  AB  :  FG  :  :  ET  :  kt,  donc  PQ  :  UV  :  :  ab  :  fg; 

mais  la  base  ACBD  étant  un  cercle,  PQ=AB;  donc  UV  =  FG;  d'où  il 
suit  que  tous  les  points  de  la  courbe  FMGN  sont  à  égales  distances  du  point 


k. 
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K,  et  que,  par  conséquent,  celle  courbe  est  une  circonférence  de  cercle. 
z".  Supposons  que  la  base  ACBD  (  fig.  3o4  et  3o5  )  soit  une  ellipse  ;  si  la 
iction  FMGN  est  parallèle  à  la  base,  cette  section  sera  une  ellipse  semblable 
(gcom,  pi.,  n".  78g)  à  ta  base.  En  effet,  par  les  axos  AB,  CD  de  la  base,  me- 
nons ,  par  l'axe  du  cdne ,  les  plans  ABT,  CTD  ;  ces  plans  couperont  celui  de  la 
sec  lion  suivant  les  droites  FGiMïN  qui  seront  respectivement  parallèles  aux  axes 
AB,  CD  de  la  base,  et  par  conséquent  les  angles  formés  par  les  droites  FG, 
MN  seront  égaux  à  ceux  formes  par  les  axes  de  la  base,  c'est-à-dire  que  les 
droites  FG,  MN  seront  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  de  plus,  on  aura 
AB  :  FG  ;  :  ET  ;  KT,  et  CD  :  MN  ;  :  ET  :  KT  ;  donc  AB  ;  FG  :  :  CD  :  MN  ; 
ainsi  les  axes  de  la  base  sont  proportionnels  aux  droites  FG,  MN.  Par  une 
ordonnée  quelconque  RS  de  la  base,  menons  un  plan  RTS  au  sommet  du 
câae;  ce  plan  rencontrera  le  plan  de  la  section  FMGN  suivant  HI  parallèle 
à  RS.  Menons  la  droite  mT  par  le  milieu  ni  de  l'ordonnée  RS  ;  cette  droite 
mT  divisera  en  deux  parties  égales  au  point  O  la  droite  HI.  11  suit  donc  de  là 
que  la  droite  FG  divise  en  deux  parties  égales  les  parallèles  à  MN,  et  on  dé- 
montrerait de  même  que  MN  divise  en  deux  parties  égales  les  parallèles  à  FG  ; 
donc  les  droites  FG,  MN  sont  des  diamètres  conjugués  de  la  courbe  FMGN; 
mais  ces  diamètres  sont  à  angle  droit,  donc  ils  sont  les  axes  de  cette  courbe 
FMGN.  Ainsi  les  axes  de  celle  courbe  sont  proportionnels  à  ceux  de  la  base, 
ce  qui  est  une  première  condition  de  similitude  entre  ces  deux  courbes.  Mais, 
de  plus,  Rm  ;  IIO  :  :mT  ;  OT,  mT  :  OT.*:  ET  :  KT  et  ET  :  KT;  :  CD  ;  MN; 
donc  Rm:HO::CD:MN;  en  outre,  Em  :  KO  :  ;  ET  :  KT  :  ;  CD  :  MN; 
doncRm  :  HO  ;  ;  Em  ;  KO::CD  ;  MN;  d'où  il  suit  que  si  les  abscisses  de  ces 
leux  courbes  sont  dans  le  rapport  des  axes  homologues,  les  ordonnées  seront 
ins  le  même  rapport;  donc  toute  section  parallèle  à  la  base  est  semblable  à 
base;  mais  cette  dernière  est  une  ellipse;  donc  la  section  est  aussi  une 
ipse. 

154.  TUÉontME  72.  Si  fort  roitpc  un  cône  quelconque  à  hase  circulaire  ou 
Hpiique  par  un  pion  quelconque  qid  rencontre  toutes  les  génératrices  du  cône, 
section  sera  toujours  une  ellipse. 
Supposons,   en  effet,  qu'il  s'agisse  de  la  section    quelconque  àllchdl 
(fig.  3o4  et  SoS),  on  imaginera  le  plan  de  la  section  prolongé  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  celui  de  la  base;  soit  la  droite  no  l'intersection  de  ces  deux  plans; 
ir  le  centre  E  de  la  base  du  cône,  on  mènera  le  diamètre  CD  parallèle  h  la 
troîte  no,  et  on  mènera  le  diamètre  AB  de  manière  qu'il  soit  le  conjugué  de 
CD.  Par  le  diamètre  AB,  et  l'axe  du  cône  on  mènera  un  plan  qui  rencontrera 
le  plan  de  la  scctiçn  suivant  la  droite  ab.  Ensuite,  on  mènera  deus  plans 
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•  FMGN  Y  ^7%  parallèles  à  celui  de  la  base,  de  manière  quUls  rencontrent  celui 
de  la  section  quelconque  aHcbdl  suivant  les  droites  HI,  cd  qui  seront  paral- 
lèles, et  les  sections  de  ces  deux  plans  seront  des  cercles  ou  des  ellipses  sem* 
blables  à  la  base.  Les  plans  ABT,  CDT  menés  par  les  diamètres  conjugués 
ABy  CD  de  la  base  et  par  Taxe  ET  du  cône,  rencontreront  les  plans  des  sec- 
tions parallèles  à  la  base  suivant  les  droites  FG,  MN,  ety^,  ih^  qui  seront  des 
diamètres  conjugués  de  ces  sections.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  les 
droites  HI ,  £{^  sont  parallèles  aux  diamètres  MN,  ih^  et  sont,  par  conséquent, 
des  doubles  ordonnées,  des  sections  parallèles  à  la  base,  rapportées  aux  dia- 
mètres conjugués  dont  il  vient  d'être  question» 

Cela  posé,    il  est   clair   qu'on  aura   (HOV  =     Li^i-xFOxOC, 

et  (cey  =  '(LfY  ^  A  X  ^i'  M^*^  ^^^  ^^"^  ellipses  FMGN,  gi/h  sont  sem- 
blables à  la  base  et  par  conséquent  semblables  entre  elles;  donc  FK  ;  kfy, 
KN  :  kh  ou  (FK)-  :  (h/y  :  :  (KN)-  :  {khy-,  ce  qui  donne  iffl  =  W  . 
donc(HO)'=:-Œ.xrOxOGet(c^y=-Œ.  x /e  x  egi    donc 

(HO)'  ;  (cey  ::¥0  xOGl/eX  eg...  (i).  Les  triangles  semblables  gea ,  FOa 
donnent  FO  \ge\\ aO  l  acy  et  les  triangles  semblables  bef^  bOG  donnent 
OG  l  e/l  I  Ob  l  eb.  Multiplions  par  ordre  ces  deux  dernières  proportions,  et 
nous  aurons  FO  X  OG  l/e  Xge  H  aO  x  Ob  laeXeb.  Or  y  le  premier  rap- 
port de  cette  dernière  proportion  est  le  second  de  la  proportion  (i);  donc 
(HO)'  ;  (céy  1 1  aO  X  Ob  \aeXeb\  c'est-à-dire  que  les  carrés  des  ordonnées 
de  la  courbe  aUcbdl  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segmens  de  la 
droite  ab  sur  laquelle  on  compte  les  abscisses;  donc  cette  courbe  est  un  cercle 
ou  une  ellipse. 

i55.  Corollaire.  Il  est  évident  qu'on  peut  prendre  pour  base  d^un  cône 
la  section  faite  par  un  plan  quelconque  qui  rencontrerait  toutes  les  généra- 
trices du  cône;  or,  d'après  le  numéro  i53,  toute  section  parallèle  à  la  base 
d'un  cône  (cette  base  étant  un  cercle  ou  une  ellipse)  est  un  cercle  ou  une 
ellipse  semblable  à  laj)ase;  d'où  il  suit  que  toutes  les  sections  faites  dans 
un  cône  par  des  plans  parallèles  qui  rencontrent  toutes  les  génératrices , 
sont  des  cercles  ou  des  ellipses  semblables. 

i56.  DÉFiNrnoN.  On  appelle /^/an  tangent  à  une  surface  cylindrique  ou 
conique  quelconque ,  un  plan  qui  ne  touche  la  surface  que  suivant  une  gé- 
nératrice. 

iSy.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  l'intersection  du  plan  tangent  et  du  plan 
de  la  base  est  une  droite  tangente  à  la  circonférence  de  la  base,  et  le  point  de 
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llacl  de  cette  tangente  est  le  pied  de  la  géncralricc  suivant  laquelle  le  plan 
tsrnt  loiiclie  la  surracr. 

■58.  TflÉOKÈMË  73.  Toute  section  faite  dans  un  cône  quelconque  à  base 
tilaire  ou  elliptique ,  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  tancent  à  la  surface 
du  cône ,  est  une  parabole. 

Supposons  qu'en  effet  la  section  AIB  (  fig.  3o6  )  soit  parallèle  au  plan  tan- 
gent dont  l'intersection  avec  le  plan  de  la  base  est  la  droite  ST,  et  la  généra- 
trice de  contact  FH.  Observons  d'abord  que  l'interseclion  AB  du  plan  de  la 
section  avec  celui  de  la  base  est  parallèle  à  la  droite  ST  tangente  en  F  à  la 
circonférence  de  la  base,  car  ces  deux  droites  sont  les  intersections  de  deux 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième;  d'où  il  suit  (géom,  pi.,  n°.  GaS  ) 
que  si  |>ar  le  point  de  conlact  F  et  le  centre  E  de  la  base  on  mène  le  diamètre 
FG,  et  le  diamètre  CD  parallèle  à  AB  ou  à  la  tangente  ST,  ces  deux  dia- 
mètres FG ,  CD  seront  conjugués,  et  la  droite  AB  deviendra  une  double  or- 
donnée de  la  base;  on  aura  donc  (AK)'= -^^^^  X  FK  x  KG (i).  Me- 
nons une  section  LPMO  parallèle  à  la  base,  cette  section  sera  semblable  à  la 
base,  et  si  par  les  diamètres  conjugués  FG,  CD  de  cette  base  et  l'axe  du  cône 
on  mène  les  plans  FHG,  CHD,  ces  plans  couperont  celui  de  la  section  LNMO 
suivant  les  droites  LjM,  !NO,  qui  seront  les  diamètres  conjugues  homologues- 
aux  diamètres  FG  ,  CD.  De  plus ,  le  plan  de  la  section  LNMO  coupera  celui 
de  la  section  AIB  suivant  ta  droite  PQ,  qui  sera  à  la  fois  une  double  ordonne'e 


aux  deux  sections  ;  nous  aurons  donc  (PR)'  = 


xLRxRM...C2).Mais 


à  cause  de  la  similitude  des  diamètres  FG,  CD,  aux  diamètres  LM,  NO^ 


(CE)- 
_(FE)- 


nous  avons  FE  :  U;  \  CE  :  N/  ou  (FE)'  ;  (LO"  : ."  (CE)'  :  (NO'  ;  d'où 

^  ■  ;   ■■■.-.  Si  donc  nous  substituons  dans  l'equalion  (2),  il  nous  viendra 

{.  L^)  fCEV 
(PR)'  ^  -^Fjrv  ^  ^^  X  BM ,  et  si  nous  comparons  cette  dernière  à  l'équa- 
tion (1),  il  en  résultera  (AK)' :  (PR)";;  FK  x  KG  ;  LR  x  RM.  Mais  les 
droites  FK,  LR  sont  égales  comme  parallèles  comprises  entre  parallèles; 
donc  (AK)'  ;  (PR)'  :  :  KG  :  RM.  Or,  les  triangles  semblables  KLG,  RIM  don- 
nent KG  :  RM  :  :  Kl  :  RI  ;  donc  (AK)'  :  (PR)'  :  :  Kl  :  RI  ;  les  carrés  des  or- 
données de  la  section  AIB  sont  donc  entre  eux  comme  les  abscisses  corres- 
pondantes; donc  celte  section  est  une  parabole. 

i5q,  THÉORÈME  74-  'ioute  section  faite  dans  mu  surface  conique  quel- 
coiufue,  à  base  circulaire  ou  elliptique,  par  un  plan  qui  rencontre  les  deux 
mtppes ,  est  utte  hyperbole. 

Supposons  donc  un  plan  qui  coupe  les  deux  nappes  d'une  surface  conique 
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suivant  les  courbes  ACB,  aeb  (fig.  Soy);  pour  démontrer  que  les  coarbet 
ACB,  €icb  sont  les  deux  branches  d'une  hyperbole,  dans  la  base  AHBG  de 
la  surface  conique,  menons  les  diamètres  conjugués  GH,  DE,  dont  un  DE 
soit  parallèle  à  Tintersection  AB  du  plan  de  la  section  avec  celui  de  la  base  ; 
par  ces  diamètres  conjugués  GH,  DE  et  par  l'axe  de  la  surface  conique,  me- 
nons les  plans  GHFAg",  DEF^J,  qui  rencontreront,  suivant  les  droites  LN, 
jQR,  le  plan  d'une  section  LQI*)R  parallèle  à  la  base,  lesquelles  droites  LN, 
QR  seront  les  diamètres  conjugua,  de  cette  section  LQNR,  semblables  aux 
diamètres  GH ,  DE  de  la  base  :  le  plan  de  la  section  LQNR  rencontrera  celui 
de  la  section  ACB,ar6  suivant  la  droite  MO,  qui  sera  une  double  ordonnée  des 

deux  courbes  ACB,  LQNR.  Cela  posé,  on  aura  (AK)'=   L. i  ■  X  GK  x  KH, 

et(MP)'=4Sï-xLPxPN.  Mais  les  sections  GDHE  ,   LQNR  sont 

semblables,  ainsi  que  leurs  diamètres  conjugués  auxquels  elles  sont  rapportées; 

donc  i^  =  igjl;  ainsi  (AK/==  et    (MP)»  = 

i5|L X  LP  X  PN,  d'où  il  suit  que  (AK)'  :  (MP)'  :  :  GK  X  KH  ;  LP  X PN...(i). 

Or ,  les  triangles  semblables  GCK ,  LCP  donnent  GK  :  LP  :  :  KG  :  PC ,  el  les 
triangles  semblables  HKc,  NPc  donnent  KH  I  PN  I.  Kc  I  Pc;  multiplions 
ces  deux. proportions  par  ordre,  et  il  nous  viendra  GK  x  KH  \  LP  X  PN  \] 
KCx.Kc  I  PCxPc;  mais  le  premier  rapport  de  cette  dernière  proportion  est 
le  second  de  la  proportion  (i);  donc  (AK)'  :  (MP)'  ;:  KG  X  Kc  :  PCxP^I 
donc  (géom.  pi.,  n*".  74^)  la  courbe  ACB  est  une  branche  d'hyperbole. 

En  relisant  cette  démonstration ,  en  substituant  des  lettres  italiques  au  liea 
des  capitales ,  on  verra  que  la  courbe  acb  est  la  seconde  branche  de  la  même 
hyperbole.  Ainsi ,  toute  section  faite  dans  une  surface  conique  à  base  circu- 
laire ou  elliptiqpc ,  par  un  plan  qui  rencontre  les  deuy  nappes ,  est  une  hy- 
perbole. 

i€o.  Remarque  i.  Un  plan  rencontrera  les  deux  nappes  d^une  surface 
conique,  toutes  les  fois  que  ce  plan  sera  parallèle  à  un  autre  plan  mené  par 
deux  génératrices  quelconque.de  la  surface. 

161.  Remarque  ^.  Il  résulte  des  quatre  dernières  propositions,  que  de 
quelque  manière  que  Ton  coupe  un  cône  à  base  circulaire  ou  elliptique,  droit 
ou  oblique,  par  un  plan,  la  section  est  toujours  un  triangle,  un  cercle,  une 
ellipse,  une  parabole,  ou  une  hyperbole.  Il  faut  bien  retenir  qu^on  a  un 
triangle ,  toutes  les  fois  que  le  plan  coupant  passe  par  le  sommet  de  la  surface 
et  rencontre  la  base;  un  cercle  ou  une  ellipse,  toutes  les  fois  que  le  plan  cou- 
pant rencontre  toutes  les  génératrices  de  la  même  nappe;  une  parabole, 
toutes  les  fois  que  le  plan  de  la  section  est  parallèle  à  un  plan  tangent  à  la 
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sorface  conique,  et  une  hyperbole,  toutes  les  fois  que  le  plan  i]e  la  section 
rencontre  les  deux  nappes  de  la  surHice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes 
les  fois  que  ce  plai»  est  parallèles  ii  deux  ge'ne'rat rices  à  la  fois  ou  au  plan  Je 
deux  gcnéralrices.  En  \erlu  de  ce  que  les  sections  d'un  cône  sont  des  courbes 
du  second  degré,  on  a  donné  à  ces  courbes  le  nom  commun  de  sections 
coniques. 

162.  THÉORÈME  75.  La  superfcie  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  est 
ttie  à  la  circonjérence  de  la  base  multipliée  par  la  moitié'  de  l'une  des  géne'- 


l  En  effet ,  il  est  évident  qu'on  peut  regarder  un  cône  droit  à  base  circulaire 
nme  étant  une  pyramide  régulière  d'une  infinité  de  faces  latérales  ou  côt(?s 
finiment  étroits,  et  dont  la  base  serait  inscrite  ou  circonscrite  à  celle  du 
fcne;  or  (n°.  yo),  la  superficie  d'une  pyramide  régulière  est  égale  au  contour 
ela  base  multiplié  par  la  moitié  de  l'apothème;  donc  aussi  ta  superficie  d'un 
cône  droit  à  base  circulaire  est  égale  au  contour  de  la  base  multiplie'  par  la 
moitié  de  la  génératrice. 

i63.  Rcniarijue.  Quant  à  la  superficie  de  tout  autre  cône,  on  ne  peut 
l'obtenir  qu'en  divisant  la  base  en  un  grand  nombre  de  parties  égales,  en 
menant  des  génératrices  à  tous  les  points  de  division ,  en  regardant  les  por- 
tions de  surface  comprises  entre  deux  génératrices  consécutives  et  les  divisions 
lie  la  base,  comme  des  triangles  plans,  et  en  prenant  séparément  les  superficies 
de  ces  triangles  pour  en  faire  ensuite  la  somme,  qui  sera  à  peu  près  la  super- 
ficie du  cône. 

164.  THÉORÈME  76.  La  superficie  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  est 
égale  à  la  génératrice  muUipUée  par  la  circonjérence  de  la  section  faite  par 
un  plan  ptirallèle  à  la  base  et  mené  à  la  moitié  de  la  hauteur  du  cône. 
I  En  effet,  si  l'on  mène  le  triangle  par  l'axe  AEB  (fig.  3o8),  et  qu'à  la 
noilié  de  la  hauteur  du  cône  on  mène  un  plan  parallèle  à  la  base,  ce  plan  et 
celui  de  la  base  seront  rencontrés  par  celui  du  triangle  par  l'axe  suivant  les 
droites  GF,  AB  qui  seront  parallèle  et  dont  la  première  divisera  en  deux 
parties  égales  la  hauteur  CE  du  cône  :  donc  GF  sera  la  moitié  de  AB  ;  donc 
la  circonférence  qui  a  GF  pour  diamètre,  est  la  moitié  de  celle  dont  le  dia- 
mètre est  AB.  Or,  d'après  le  numéro  162,  la  superficie  d'un  cône  droit  est 
égale  à  la  circonférence  de  la  base  multipliée  par  la  moitié  de  la  génératrice, 
ce  qui  revient  à  multiplier  la  moitié  de  la  circonférence  de  la  base  par  la  gé- 
'alrice  tout  entière  ;  donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  démontré,  que  la 
li-circoiiférence  de  la  base  est  égale  à  la  circonférence  entière  de  la  section 
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parallèle  à  cette  base  et  menée  à  la  moitié  de  la  hauteur  du  cône,  la  propos 
sition  est  démontrée. 

i65.  THEOREME  77.  La  supcfficie  d^uncône  dvoU  àbosc  circuUUre  esiégak 
à  la  Juzuieurdu  cône  multipliée  par  la  circonférence  d'un  cercle  dorU  le  rayon 
serait  la  longueur  de  la  perpendiculaire  menée  au  milieu  de  la  génértUrice ,  et 
terminée  à  laxe  du  cône. 

En  effet,  soit  le  point  F  le  milieu  de  la  génératrice  BE;  menons  parce 
point  la  droite  FK,  perpendiculaire  à  BE»  et  un  plan  parallèle  à  la  base,  qui 
rencontrera  le  plan  AEB  suivant  la  droite  GF  parallèle  à  AB,  et  nous  aurons 
les  triangles  CEB,  HFK  qui  seront  semblables  comme  ayant  les  côtés  res- 
pectivement perpendiculaires;  il  en  résultera  donc  que  BE  ;  CE  1 1  FK  ;  FH 
:;  ar.FK:c/r.FH;  d'où  il  suit  que  BE  X  ciV.FH  =  CE  X  c/r.FK ,  mais 
BE  X  c/r.FH  est  la  superficie  du  cône  ;  donc  cette  même  superficie  sera  aussi 
égale  à  CE  X  c/r.FK;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

166.  THEOREME  78.  La  superficie  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circu- 
laires et  parallèles  est  égale  à  la  demi-somme  des  circonférences  des  deux 
bases  multipliées  par  la  génératrice  du  tronc. 

En  effet,  supposons  le  cône  entier  ABE  (fig.  3o8),  et  par  Textrémitc  B 
delà  génératrice 'BE ,  élevons  une  perpendiculaire  BD  à  cette  génératrice; 
faisons  cette  droite  BD  égale  à  la  circonférence  de  la  base  »  et  par  le  point  D 
et  le  sommet  E ,  menons  la  droite  DE  ;  le  triangle  BED  sera  évidemment 
équivalent  à  la  s.uperficie  du  cône.  Si,  ensuite,  par  l'extrémité  F  du  diamètre 
GF  de  la  base  supérieure  du  tronc ,  nous  menons  la  droite  FP  parallèle  à  BD, 
je  dis  que  cette  droite  FP  sera  égale  à  la  circonférence  de  la  base  supérieure; 
car  les  triangles  semblables  BED,  FEP  donnent  BE  :  FE  ;  :  BD  :  FP,  et  les 
triangles  semblables  BCE ,  FHE  donnent  BE  :  FE  :  :  BC  ;  FH  :  :  cir.BC  ; 
cir.YH  ;  donc,  à  cause  du  rapport  commun  à  ces  deux  proportions,  BD  i  FP 
:  ;  cir.BC  :  cir.YU  ;  mais  par  hypothèse  BD  =  cir.BC  ;  donc  FP  =  cir.TU.  Il 
suit  de  là  que  le  triangle  EFP  est  équivalent  à  la  superficie  du  petit  cône 
GFE,  et  par  conséquent  le  trapèze  BDPF  sera  équivalent  à  la  superficie  du 

tronc  de  cône;  mais  la  superficie  du  trapèze  BDPF  =  BF  x ;  donc 

celle  du  tronc  du  cône  sera  BF  X  — '■ — • ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

167.  Corollaire  i.  Si  par  le  milieu  M  de  la  génératrice  BF  du  tronc  de 
cône  on  mène  une  droite  MO  parallèle  à  la  droite  BD,  cette  droite  MO 
multipliée  par  BFsera  la  superficie  du  trapèze  BDPF,  et  par  conséquent  celle 
du  tronc  de  cône  ;  mais  la  droite  MO  est  égale  à  la  circonférence  de  la  sec- 
tion parallèle  à  la  base  menée  par  le  point  M,  par  la  même  raison  que  la 
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droite  FP  est  égale  h  la  circonférence  de  la  section  dont  le  rayon  est  HF  ; 
donc  la  superficie  d'un  tronc  de  cône  est  égale  à  la  génératrice  multipliée 
par  la  circonférence  de  la  section  d\inplan  mené  à  égales  distances  des  bases 
du  tronc. 

i68.  Corollaire  2.  Si  par  le  milieu  M  de  la  génératrice  du  tronc  de  cône 
on  mène  une  perpendiculaire  ML,  à  cetlc  génératrice,  qui  aille  rencontrer 
Taxe  CM,  et  que  par  le  point  F  on  abaisse,  au  plan  de  la  base,  la  perpendicu* 
laire  FQ,  les  triangles  QFB,  LMI  seront  semblables  comme  ayant  les  côtés 
respectivement  perpendiculaires  ;  donc  BF  î  QF  ;  ;  ML  :  MI  :  :  cir.ML  ; 
cirMl  ;  d'où  il  suit  que  BF  X  cirMl  =  QF  X  cirML  ;  mais  le  premier 
membre  de  cette  égalité  est  la  superficie  du  tronc  de  cône  (n®.  167);  donc 
aussi  le  second  membre  sera  la  même  superficie;  c'est-à-dire  que,  la  super- 
ficie  d*un  tronc  de  cône  est  égale  à  la  hauteur  de  ce  tronc  multipliée  par  la 
circonférence  d*un  cercle  dont  le  rayon  serait  la  perpendiculaire  abaissée  par 
le  milieu  de  la  génératrice  du  tronc  et  qui  rencontre  laxe. 

169.  THÉORÈME  79.  Le  volume  d'un  cône  quelconque  est  égal  à  la  super-- 
ficie  de  sa  base  multipliée  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

En  effet,  on  peut  regarder  un  cône  comme  étant  une  pyramide  d'une  infi- 
nité de  côtés  infiniment  étroits,  dont  la  base  serait  inscrite  ou  circonscrite  à 
la  base  du  cône;  or,  le  volume  d'une  pyramide  quelconque  est  égal  à  la  su- 
perficie de  la  base  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur;  donc  il  en  sera  de 
même  pour  le  volume  d'un  cône  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

170.  THÉORÈME  80.  Un  tronc  de  cône  à  base  circulaire  et  parallèle  étant 
donnée  la  hauteur  du  cône  entier  sera  égale  au  rayon  de  la  grande  base  multiplié 
par  la  hauteur  du  tronc,  et  divisé  par  la  différence  des  rayons  des  deux  bases. 

En  effet,  les  triangles  semblables  BFQ,  BEC  (fig.  3o8)  donnent  BQ  : 
BC  ;  :  QF  :  CE  ;  mais  il  est  évident  que  BQ  =  BC  —  FH  =  R  —  r;  si  donc 
nous  appelons  h  la  hauteur  QF  du  tronc,  et  H  celle  CE  du  cône  entier,  nous 

aurons  R —  rîRrrÀ;H=:  -^ ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

171.  Corollaire.  Si  l'on  comparait  les  triangles  semblables  BFQ,  FEH ,  on 

verrait  que  BQ  :  FH  :  ;  QF  :  HE  ou  R  -  r  :  r  :  :  A  :  H'  =  _^;d'oùron 

voit  que  la  hauteur  du  cône  partiel  est  égale  à  celle  du  tronc  multipliée  par 
le  rayon  de  la  petite  base ,  et  diçisée  par  la  différence  des  rayons  des  deux 
béises. 

172.  Remarque.  Si  le  tronc  de  cône  était  à  base  elliptique,  on  remplace- 
rait les  rayons  des  bases  circulaires  des  formules  précédentes,  par  les  demi^ 
axes  corrcspondans  des  bases  elliptiques. 
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173.  THEOREME  8i.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  quelconque  est  /gai  à  la 
dijférence  des  volumes  du  cône  entier  et  du  cône  partieL 

Celle  proposilion  est  cvidenle. 

174.  Corollaire  i.  Si  le  tronc  est  à  bases  parallèles  et  circulaires,  les  su- 
perficies de  ces  bases  seront  respectivement  pK\  et  pf  (géoro.  pi.,  n*.  23o), 

et,  par  conséquent,  les  yolumes  des  deux  cônes  seront  -^!r—  X  -5 , 

—3-  X    Yi~r  '^  '^*  hauteurs  de  ces  cônes  ëlant(n^  170)  ^_    ,  -=^^ — .Le 
Tolume  du  Ironc  de  cône  sera  donc  V  =-— ^; — r J^ — r-  =  -^  v 


r#^/ 


7     .    LEÇON* 

La  Sphère. 

175.  DÉFINITION.  Si  Ton  imagine  un  demi-cercle  ADB  faisant  une  révolu- 
tion enlière  autour  de  son  diamèlre  AB  (fig.  809),  la  surface  qu^engendrera 
la  demi-circonférence  ADB  sera  une  surface  sphérique,  et  le  corps  terminé 
de  toutes  paris  par  celle  surface  sphérique ,  sera  ce  qu^on  appelle  une 
sphère. 

176.  Corollaire.  Dans  le  mouyemênt  du  demi-cercle  ADB  autour  du  dia- 
mètre AB  pour  engendrer  la  sphère,  le  cenlre  l  tourne  sur  lui-même  «  et 
comme  tous  les  points  de  la  demi-circonférence  génératrice  sont  à  égales  dis- 
tances du  centre  I,  il  s^ensuit  que  tous  les  points  de  la  surface  sphérique  soot 
aussi  à  égales  dislances  du  centre. 

177.  DÉFINITIONS.  La  distance  du  cenlre  en  un  point  quelconque  de  la 
surface  de  la  sphère  s^appelle  rayon.  Tous  les  rayons  de  la  sphère  sont  égaux 
entre  eux,  puisquMls  mesurent  la  distance  du  cenlre  à  la  surface.  Toute  droite 
qui  passe  par  le  centre,  et  qui  se  termine  de  part  et  d^aulre  à  la  surface,  se 
nomme  diamètre.  Tous  les  diamètres  de  la  sphère  sont  égaux,  puisqu'ils  se 
composent  de  deux  rayons. . 

178.  THÉORÈME  82.  Toute  section  faite  par  un  plan  dans  une  sphère  est  un 
cercle. 

Soit  la  section  EHFK  (fig.  809)  faite  dans  une  sphère  par  un  plan  quel- 
conque; abaissons,  par  le  centre  I  de  la  sphère,  une  perpendiculaire  IG  sur 
le  plan  de  la  section,  et  par  le  pied  G  de  cette  perpendiculaire,  menons  les 
droites  quelconques  HK,  EF  dans  le  plan  de  cette  section;  par  les  extrémités 
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H,  F,  K  menons  ks  rayons  IH^  IF,  IK;  je  dis  que  les  tmngtes  recUngles 
HGI,  FGI«  KGI  sont  égaux  comme  ayant  le  côté  commun  IG,  et  les  hypothé-^ 
nuses  égales,  comme  étant  des  rayons  de  la  m^me  ^hère;  donc  les  distances 
GH,  GF  «  GK  sont  ^les  entre  elles;  donc  tous  les  points  du  contour  de  la 
section  EHFK  sont  âi  égides  distances  du  point  G;  donc  enfin  cette  section 
est  un  cercle  dont  le  centre  est  le  pied  G  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  la  sphère  sur  le  plan  de  la  section. 

179.  CaroUairt.  Tant  que  le  triangle  HKI  aura  lieu,  le  diamètre  HK  de  la 
section  EKFH  sera  plus  petit  que  la  somme  des  deux  rayons  IH,  IK  de  la 
sphère  ou  que  le  diamètre;  mais  il  est  éyident  que  lorsque  le  centre  G  de  la 
section  coïncidera  avec  celui  I  de  la  sphère,  le  triangle  IHK  ne  pourra  plus 
avoir  lieu,  et  le  diamètre  de  la  section  sera  celui  de  la  sphère;  d^où  il  suit 
que  le  cercle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère  est  le  plus  grand  de 
tous ,  et  est  celui  qui,  tournant  sur  son  diamètre,  engendre  la  surface  sphé- 
rique.  On  Tappelle  le  grand  cercle. 

180.  THÉORÈME  83.  Par  dcuop  poinis  donnes  sur  la  surface  d*une  sphère, 
on  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul  arc  de  grand  cercle. 

En  effet,  le  plan  de  tout  grand  cercle  passe  par  le  centre  de  la  sphère; 
mais  le  grand  cercle  dont  il  s^agit  est  assujéti  à  passer  par  deux  points  donnés 
sur  la  surface  sphériquc;  le  plan  de  ce  cercle  passera  donc  par  ces  deux  points 
et  par  le  centre  de  la  sphère  ;  mais  par  trois  points  donnés  on  ne  peut  faire 
passer  qu^un  seul  et  même  plan;  donc  enfin  par  deux  points  donnés,  etc. 

18 1.  THEOREME  84»  Pcir  les  eœlrémUés  du  diamètre  perpendiculaire  au 
plan  d'un  cercle  quelconque  de  la  sphère,  comme  centres,  on  pourra  toii/ours 
décrire  ce  cercle. 

En  effet,  soit  AB  (fig.  809)  le  diamètre  perpendiculaire  au  plan  du  cercle 
EHFK;  ce  diamètre  passera  par  le  centre  G  de  ce  cercle;  si  donc  par  les 
extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB  on  mène  des  droites  à  tous  les  points 
qu*on  Toudra  de  la  circonférence  du  cercle  EHFK,  ces  droites  seront  des 
obliques  qui  sMcarteront  également  de  la  perpendiculaire  AB  au  plan  EHFK; 
donc  toutes  ces  obliques  seront  égales,  et  par  conséquent  A  et  B  seront  à 
égales  distances  de  la  circonférence  du  cercle  EHFK;  donc,  etc. 

i82«  DEFINITION.  Lcs  Centres  pris  sur  la  surface  de  la  sphère  pour  décrire 
sur  celte  surface  un  cercle  grand  ou  petit  se  nomment  les  pôles  de  ce  cercle. 
Le  rayon  avec  lequel  on  décrit  ce  cercle  est  évidemment  la  corde  d*un  arc 
de  grand  cercle  mené  d'un  pôle  à  un  point  quelconque  de  la  circonférence 
à  décrire  ;  ainsi ,  s'il  s'agit  de  décrire  un  grand  cercle ,  le  rayon  sera  la  corde 
d^un  quart  de  grand  cercle. 
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i83.  THEOREME  85.  Dôux  gTcoids  ccrcUs  se  coupcnlrnutuelleTnenten  deux 
parties  égales. 

En  effet,  les  plans  de  ces  deux  grands  cercles  passent  par  le  centre,  et  par 
conséquent  leur  intersection  «st  un  diamètre  qui  leur  est  commun,  et  qui  les 
divise  en  deux  parties  égales  ;  or,  les  extrémités  de  ce  diamètre  commun  sont 
les  points  d'intersection  des  deux  circonférences  du  grand  cercle  ;  donc ,  etc. 

184.  DEFINITIONS.  On  appelle  angle  sphérique,  tout  angle  formé  sur  la 
surface  de  la  sphère  par  deux  arcs  de  grand  cercle;  triangle  sphérique,  tout 
triangle  formé  sur  la  surface  de  la  sphère  par  trois  arcs  de  grand  cercle ,  et 
polygone  sphérique,  tout  polygone  formé  sur  la  surface  de  la  sphère  par  des 
arcs  de  grand  cercle. 

i85.  THEOREME  86.  Dons  tout  triangle  sphérique,  un  côté  quelconque  esi 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soit  le  triangle  ABC  (  fig.  3io  );  je  dis  que  AB  <  AC  +  CE;  car  si  D  est 
le  centre  de  la  sphère,  les  droites  DA,  DB  et  DC  seront  les  intersections  des 
plans  des  côtés  du  triangle  ABC,  lesquels  plans  formeront  un  angle  trièdre 
dont  les  angles  plans  ADB,  ADC  et  CDB  auront  pour  mesure  respective- 
ment les  côtés  AB,  AC  et  CB  du  triangle  ABC  ;  or  (n^  5o),  nous  avons  va 
qu^un  angle  plan  quelconque  d'un  angle  trièdre  est  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres;  donc  AB <AC  -+-CB. 

186.  THÉORÈME  87.  La  sommc  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphériqve 
quelconque  est  toujours  moindre  quune  circonférence  de  grand  cercle. 

En  effet,  soit  le  triangle  ABC  (fig.  3i  i);  prolongeons  les  côtés  AB,  AC 
jusqu'à  leur  renconti*e  en  D;  nous  aurons  le  triangle  BCD,  dans  lequel 
BC  <  BD  -h  DC.  Ajoutons  AB  -f-  AC  dans  chaque  membre  de  cette  inéga- 
lité, et  il  viendra  AB+AC  +  BC<BDh-DC+ABh-AC,  ou  ABH-AC  + 
BC  <  ABD  +  ACD.  Mais  (  n»,  i83  )  ABD  et  ACD  sont  des  demî-cîrconfé- 
rences  de  cercle  ;  leur  somme  sera  donc  une  circonférence  entière  ;  d'où  Ton 
voit  que  la  proposition  est  démontrée. 

187.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  somme  de  tous  les  côtés  d'un  polygone 
sphérique  quelconque  est  aussi  plus  petite  qu'une  circonférence  de  grand 
cercle;  car  si  l'on  prolonge  de  part  et  d'autre  les  côtés  EF,  DC  et  AB 
(fig.  3i2),  on  formera  le  triangle  GIH,  dont  la  somme  des  trois  côt^s  GI, 
IH  et  GH  sera  moindre  qu'une  circonférence  de  grand  cercle.  Mais  le  con- 
tour du  triangle  GIH  est  plus  grand  que  celui  du  polygone  ABCDEF, 
puisque  la  somme  des  côtés  AF ,  ED,  CB  est  moindre  que  celle  des  côtés 
AG,  GF ,  El,  ID,  CH  et  HB;  donc  à  plus  forte  raison  le  contour  du  poly- 
gone  est-il  plus  petit  qu'une  circonférence  de  grand  cercle. 
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Hp88.  THÉOBÈaiE  88.  Sttr  la  rnéme  sphère  on  sur  deux  sphères  égales ,  deux 
inangles  sont  égaux  torsquîls  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtes  égaux, 
chacun  à  chaciui,  et  semblablenient  disposés. 

Supposons  que  les  deux  triangles  AliC,  abc  (fig.  3i3)  aient  l'angle  A  =  fl^ 
le  côlé  AB  =  ah  ol  AC  =.ac\  je  dis  que  ces  deux  triangles  seront  égaux  ;  car 
D  cl  t/ étant  les  centres  des  sphères,  lea  deux  angles  trièdres  ABCD,  abcd 
seront  égaux,  car  ils  auront  deux  faces  égales  également  inclinées;  donc  ces 
deux  angles  trièdres  coïncideront,  étant  superposés,  et  par  conséquent  aussi 
les  triangles  sphériqucs  ABC  ,  abc. 

189.  TnÉORÈME  8g.  Sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  deuœ 
triangles  sont  égaux  lorsqu  ils  ont  un  côlé  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  , 
chacun  à  chacun,  et  sernblablemenl  disposés. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  a6c(fig.  3i3),  ayant  le  côte  AB=^aô, 
l'angle  CAB  =cn6  cl  l'angle  CBA  =  cA«,  les  centres  des  sphères  étant  les 
points  D  el  (/,  les  angles  trièdres  ABCD,  abcd  seront  égaux  (n".  53)  ayant 
un  angle  plan  égal  adjacent  à  deux  angles  dièdres  égaux,  chacun  à  chacun  ; 
superposés,  les  deux  angles  trièdres  coïncideraient  donc,  et  par  conséquent 
les  triangles  sphériqucs  aussi. 

190.  THÉOKÈME  90.  Sur  la  même  splière  ou  sur  des  sphères  égales,  deux 
triangles  qui  ont  les  trois  côtés  égaux,  chacun  à  chacun ,  et  seniblablerncnt  dis- 
posés, sont  égaux. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  abc  (fig,  3i3)  qui  ont  les  trois  côtés  égaux; 
si  les  points  D  et  t/  sont  les  centres  des  sphères ,  les  angles  trièdres  ABCD , 
abcd  seront  égaux  puisqu'ils  auront  les  trois  angles  plans  égaux,  chacun  à 
chacun  (n".  52  )  ;  ces  deux  angles  trièdres  ,  superposés,  coïncideront  donc, 
et  par  conséquent  les  triangles  sphériqucs  aussi. 

lyi.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  dans  un  triangle  isocèle  sphérique  ABC 
(fig.  3i4)»  les  angles  A  et  C  opposés  aux  C(Més  égaux  BC,  AB  sont  égaux; 
car  si  par  le  milieu  D  de  la  base  AC  et  le  sommet  B  on  fait  passer  un  arc  de 
grand  cercle  BD ,  les  triangles  ADB ,  DBC  auront  les  trois  côtés  égaux  ;  d'oii 
il  suit  évidemment  que  les  angles  A  et  C  sont  égaux,  quoique  les  deux 
triangles  ADB,  DBC  ne  sauraient  coïncider, 

192.  Remaripie.  Attendu  que  les  angles  sphériqucs  sont  les  inclinai- 
sons des  plans  de  leurs  eûtes,  il  est  e'vidcnt  i".  que  si  deux  arcs  de  grand 
cercle  se  rencontrent,  ils  formeront  deux  angles  adjaccns  dont  la  somme  sera 
égale  à  deux  angles  droits;  2°.  que  les  angles  opposés  par  le  sommet  sont 
égaux,  etc.,  etc. 

in3.  THÉORÈME  91.  Sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  deux 


i 
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triangles  qui  ont  les  trois  ctngles  égaux,  chacun  à  chacun,  et  semblablemerti 
(fisposes ,  sont  égaux. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  abc  (fig;.  3i5)  tels,  que  les  angles  A ,  B  et 
Ç  soient  respectivement  égaux  aux  angles  a,  6  et  c;  si  Ton  prolonge  les  côtés 
AC,  BC,  des  quantités  CE,  CF  respectivement  égales  kacj  bc^  que  par  les 
points  E  et  F  on  fasse  passer  un  arc  de  grand  cercle  EF  prolongé  de  part 
et  d'autre  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  côté  AB  prolongé  vers  H  et  G,  on 
aura  le  triangle  CIEF  égal  au  triangle  abcj  car  les  angles  AGB,  FCE  sont 
égaux,  comme  opposés  par  le  sommet;  mais  Tangle  AGB=f  c,  donc  FCE 
;=c,  et  de  plus  CE=zac  et  CF=6c  par  construction.  En  outre,  les  triangles 
AEH,  AEG  sont  égaux,  car  ils  ont  le  côté  compnun  A£;  Tangle  FEC  = 
CAB,  les  angles  adjacens  GAC^  CAB  valent  ensemble  deux  angles  droits, 
ainsi  que  les  angles  adjacctns  FEA,  AEH;  d^où  il  suit  que  GAG  =  AEH; 
donc  les  deux  triangles  A£H,  AEG  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles 
égaux,  chacun  à  chacun;  donc  ces  deu^  triangles  sont  égaux;  donc  AH=; 
GE...  (i).  On  démontrerait  4e  la  même  manière,  que  les  triangles  GBF,  BFH 
sont  égaux,  et  que,  par  conséquent^  BH  =  GF.  Retranchons  cette  égalité 
de  régalité  (i),  et  nous  aurons  AH  —  BH  =  GE  —  GF  ou  AB  =  EF.  Il  suit 
donc  de  là  que  les  triangles  ABC,  CEF  ont  un  côté  e|  les  angles  égaux, 
chacun  à  chacun,  donc  ils  sont  égaux;  mais  les  triangles  jEFC,  abc  sont 
égaux  par  construction;  donc  enfin  les  triangles  ABC,  izbc  sont  égaux;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

194.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  angles  trièdres  qui  ont  les  trois  in- 
clinaisons égales,  chacune  à  chacune,  sont  égaux,  car  si  par  les  sommets  de 
ces  angles  trièdres,  comme  centres,  on  décrit  deux  sphères  de  même  rayon, 
les  triangles  sphériques,  compris  entre  les  faces  des  angles  trièdres,  seront 
égaux  comme  ayant  les  trois  angles  égaux,  chacun  à  chacun  ;  or,  les  côtés  de 
ces  triangles  sphériques  mesurent  les  angles  plans  des  angles  trièdres  ;  ces 
angles  plans  sont  donc  égaux,  chacun  à  chacun  ;  donc  (n^  52  )  les  deux  angles 
jtricdres  sont  aussi  égaux» 

195.  THEOREME  92.  La  mesure  d'un  angle  sphérique  est  égale  à  l'arc  de 
grand  cercle  compris  entre  les  côtés  de  l angle,  et  décrits  du  sommet  comme 
pôle. 

Supposons  qu^il  s^agisse  de  Tangle  DAE  (fig.  3i6);  les  plans  des  côtes  de 
cet  angle  se  rencontreront  suivant  le  diamètre  AB  de  la  sphère;  si  par  le 
centre  C  on  mène  les  rayons  CD,  CE  perpendiculaires  à  Tinterscction  AB, 
Tangle  DCE ,  formé  par  ces  rayons  ,  sera  Tinclinaison  des  plans  des 
côtés  de  Tangle  sphérique;  mais  cet  angle  DCE  a  pour  mesure  Parc  de  grand 
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que  la  surface  engendrée  par  le  dcml-polygone  ACDEFB  se  compose 
1'.  d'un  cône  cngendrd  par  le  cote  AC,  dont  ta  superficie  (  n".  i6ï) 
sera  égale  à  AG  X  circ.XO  ;  a",  d'un  tronc  de  cône  engendre  par  le  côlé  DC  , 
dont  la  superficie  (n°.  i68)  sera  égale  à  GH  x  drc.lO  ;  3".  d'un  second  tronc 
de  cône  engendré  par  le  côlé  DE,  dont  la  superficie  sera  égale  i  llKxcîrc.lO; 
4°.  d'un  troisième  tronc  de  cône  engendré  par  le  côlé  EF,  dont  la  superficie 
sera  égale  à  KL  x  cfVc.lO,  et  5".  d'un  cône  engendré  par  le  côté  FB,  dont 
la  superficie  sera  égale  à  LB  x  circ.lO;  or,  si  nous  faisons  la  somme  de  loulcs 
ces  superficies  partielles,  nous  aurons  évidemment  la  superficie  demandée; 
si  donc  nous  l'appelons  S,  nous  aurons  S  =  (AG+GH+HK-+-KL-+-LB)x 
circ.lO  =  AB  X  circ.lO;  ce  qu'il  fallait  démonlrer. 

205.  Corollaire  i.  Si  le  nombre  des  côlés  du  demi-polygone  générateur 
augmentait  de  plus  en  plus,  le  rayon  lO  du  cercle  inscrit  augmenterait  aussi 
de  plus  en  plus,  de  sorte  que  ce  rayon  devicndraÏL  égal  à  celui  lA  du  demi- 
cercle  dans  lequel  le  demi-polygone  est  inscrit,  si  le  nombre  des  côtés  de  ce 
dernier  était  infini ,  et  dans  ce  dernier  cas  le  demi-polygone  engendrerait  la 
sphère  ;  il  suit  donc  de  là  que,  la  superficie  de  la  sphère  est  égale  au  diamètre 
multiplié  par  la  circonférence  du  grand  cercle. 

206.  Corollaire  a.  Nous  avons  vu  (  géom.  pi.,  n°.  22g  )  que  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  était  2/*R;  la  superficie  de  la  sphère  sera  donc  2/>R  X  2R 
=  l\pVC\  mais  (géom.  pi.,  n°.  23o)  la  superficie  d'un  cercle  est  /7R';  d'où  il 
suit  que  la  superficie  d'une  sphère  est  quatre Jois  celle  de  son  grand  cercle. 

307.  Corollaire  3.  Si  l'on  suppose  un  cylindre  dont  la  base  serait  le  grand 
cercle  et  la  hauteur  le  diamètre  d'une  sphère,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  un 
cylindre  circonscrit  à  la  sphère,  la  superficie  latérale  du  cylindre  sera  égale 
à  la  circonférence  du  grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre  de  la  sphère; 
d'où  l'on  voit  que  la  sphèie  et  le  cylindre  auront  la  même  superficie. 

208.  Corollaire  4-  On  peut  regarder  une  sphère  comme  étant  composée 
d'une  infinité  de  pyramides  infiniment  petites  qui  auraient  toutes  leurs 
sommets  au  centre,  et  leurs  hases  infiniment  petites  sur  la  surface  de  la  sphère. 
Or,  à  cause  de  la  petitesse  des  hases,  on  pourra  les  regarder  comme  planes, 
d'où  il  s'ensuivra  que  le  volume  de  l'une  de  ces  petites  pyramides  sera  égal 
au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  sa  hase;  la  somme  de  toutes  ces 
pyramides,  ou  le  volume  de  la  sphère,  sera  donc  égale  à  celle  de  toutes  les 
bases  de  ces  pyramides,  ou  à  la  superficie  de  la  sphère,  multipliée  parle  tiers  du 
rayon  ;  donc  enfin  le  volume  de  la  sphère  sera  égal  à  sa  superficie  multipliée 
par  le  tiers  de  son  rayon;  de  sorte  que,  V  étant  ce  volume,  on  aura  \  = 
,   _,        R  4/jR' 
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209.  Corollaire  5.  Le  volume  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  est 
pYC  X  2R  =  2;9lV;  si  on  compare  ce  volume  à  celui  de  la  sphère,  qui  est 

— - — ,  en  appelant  V  celui  de  la  sphère  et  V'  celui  du  cylindre,  on  aura 

V  ;  V'I  :  — ^ —  l  ipVL  I  r  -—  l  I  ;  d'où  Ton  voit  que  le  volume  de  la  sphère 

est  les  deux  tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit. 

210.  DEFINITIONS.  Si  pendant  qu'uu  demi-cerclc  ACDB  (fig.  3 19)  tounic 
autour  de  son  diamètre  AB,  pour  engendrer  une  sphère,  on  considère  Tare 
AC  ou  Tare  CD,  cet  arc  engendrera  une  portion  de  la  surface  de  la  sphère  à 
laquelle  on  donne  le  nom  de  zone  spliérique.  La  zone  engendrée  par  Tare  AC 
prend  plus  ordinairement  le  nom  de  calotte  sphérique.  Si  par  les  extrémités  C 
et  D  de  Tare  AC  ou  CD  qui  engendre  une  zone  on  abaisse  les  perpendiculaires 
CG,  DH  au  diamètre  AB,  les  cercles  décrits  par  ces  perpendiculaires  CG, 
DH  seront  les  bases ,  et  le  segment  AG  ou  GH  du  diamètre  AB  sera  la  hau- 
teur de  la  zone.  On  appelle  secteur  sphérique,  la  portion  de  la  sphère  en- 
gendrée par  un  secteur  circulaire  quelconque  CIA  ou  CID,  et  segment  sphé- 
rique,  la  portion  du  volume  de  la  sphère,  comprise  entre  les  bases  d^une  zooe 
quelconque. 

211.  THEOBEME  96.  La  Superficie  d'une  zone  est  égale  à  la  circonférence 
du  grand  cercle  de  la  sphère  multipliée  par  la  hauteur  de  la  zone. 

Supposons  qu^il  s'agisse  de  la  zone  engendrée  par  Tare  AD  (fig.  3i8), 
en  inscrivant  une  portion  de  polygone  dans  Tare  AD,  quel  que  soit  le  nombre 
des  côtés  de  cette  portion  de  polygone,  en  la  faisant  tourner  autour  du  dia- 
mètre AB,  elle  engendrera  un  corps  dont  la  superficie  sera  égale  à  la  hauteur 
HA,  multipliée  par  la  circonférence  de  cercle  dont  le  rayon  est lO  ( n*. 2o4) ; 
mais  quand  le  nombre  de  côtés  de  la  portion  de  polygone  est  infini,  10 
devient  lA,  et  la  surface  engendrée  est  alors  la  zone;  donc  cette  zone  est 
égale  à  sa  hauteur  AH  multipliée  par  la  circonférence  du  grand  cercle;  ce 
quMl  fallait  démontrer. 

On  démontrerait  de  même  que  la  zone  engendrée  par  Tare  de  cercle  £C 
est  égale  à  la  hauteur  KG  multipliée  par  la  circonférence  du  grand  cercle. 
Ainsi ,  h  étant  la  hauteur  d^une  zone  quelconque,  et  S  sa  superficie,  on  aura 
S  =  2,pVih, 

212.  THÉORÈME  97.  La  Superficie  d'une  calotte  sphérique  ACF  (fîg.  Sig) 
est  égale  à  celle  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  la  corde  A  F. 

En  effet,  la  corde  AF  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  AB 
et  le  segment  AG,  de  sorte  que  AB  :  AF  :  :  AF  :  AG,  ou  |AB  ou  lA  :  AF 
::^AF:  AG,  ou  encore  c/r.AI  :  ar.AF  ::^AF  :  AG;  d'où  AGxrir.Al  = 
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^AF  X  cÂr.ÂF;  mais  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  la  superficie  de  la 
calotte  sphcrique,  et  le  second  celle  du  cercle  dont  le  rayon  est  AF;  donc  la 
proposition  est  démontrée. 

2i3.  Corollaire.  La  superficie  de  la  calotte  CBF  sera  aussi  7BF  X  cir.BF; 
mais  la  somme  des  deux  calottes  ACF,  CBF  est  la  superficie  de  la  sphère; 
donc  la  somme  des  superficies  des  cercles  dont  les  rayons  sont  les  cordes  AF, 
BF  est  égale  à  celle  de  la  sphère ,  ou  à  quatre  fois  celle  du  grand  cercle. 

21 4*  THÉORÈME  g8.  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  égal  à  la  su^ 
wrficie  de  la  zone  qui  lui  sert -de  base,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère. 

En  effet,  on  peut  regarder  un  secteur  comme  étant  composé  d^une  infinité 
de  pyramides  infiniment  petites  qui  auraient  toutes  leurs  sommets  au  centre 
de  la  sphère,  et  leurs  bases  infiniment  petites  sur  la  surface  de  la  zone.  Il  suit 
évidemment  de  là  que  la  somme  de  toutes  ces  pyramides  est  égale  à  la  somme 
de  leurs  bases  ou  à  la  superficie  de  la  zone  multipliée  par  le  tiers  de  leur  hau- 
teur commune  qui  est  le  rayon  de  la  sphère  ;  donc  le  volume  du  secteur  sphé- 
rique est  égal  à  la  superficie  de  la  zone  multipliée  par  le  tiers  du  rayon.  Or, 
la  superficie  de  la  zone  est  (n^.  21 1  )  ^p^h;  si  donc  on  appelle  Y  le  volume 

du  secteur,  on  aura  V=  — ^r — . 

2i5.  THEOREME  gg.  Le  volume  d*un  segmentde  sphère  CAF  (fig.  3ig),  à 
ime  seule  base,  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  qui  aurait  pour  base  un  cercle 
dont  le  rayon  serait  la  hauteur  AG,  et  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère 
moins  le  tiers  de  la  même  hauteur  AG. 

En  effet,  le  volume  du  segment  CAF  est  évidemment  égal  à  celui  du  sec- 
teur ICAF  moins  celui  du  cône  ICF;  or,  celui  du  secteur  est  -^^^ — ,  A  étant 

la  hauteur  AG ,  et  celui  du  cône  ICF  est  ëgal  à  (n«.  169)  f  X  (C<^)'  X  ^^  . 
donc  celui  du  segment  CAF  sera  -3^  —  KCG^xlG  j^^.^  ^,  (CG)'= 
AG  X  GB  =  A(2R  —  A)  =  2RA—  h\  et  IG  =  R  — A,  par  conséquent, 
V  étant  le  volume  du  segment ,  V  =  — ^-= ^-^ ^       . 

M'R+a^M'-4-   ^pf,   (R+^R-A)  ,  et  enfin  vI^A'(R-4);cequ'il 

fallait  démontrer. 

216.  Corollaire.  Si  Ton  avait  un  segment  de  sphère  à  deux  bases,  tel  que 
CFED  (fig.  3ig),  on  prendrait  le  volume  de  chacun  des  segmens  à  une  seule 
Lase  DA£|  CAF,  et  ensuite,  on  retrancherait  le  volume  du  petit  de  celui  du 
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grand  :  la  différence  serait  évidemment  le  Tolume  du  segment  proposé. 

217.  DÉFINITION.  La  portion  de  la  surface  d^une  sphère  comprise  entre 
deux  demi-grands  cercles  ADB,  AEB  (fig.  3 16)  qui  se  rencontrent  à  leurs 
extrémités,  est  ce  que  Ton  s^pipeUe  fuseau  sphéiique,  et  la  portion  du  volume 
de  la  sphère  comprise  entre  les  plans  de  ces  mêmes  demi^grands  cercles  et 
terminée  par  le  fuseau,  s^appelle  coin  ou  onglet  sphérique. 

218.  THÉORÈME  100.  La  superficie  d'un  fuseau  sphérique  est  é^ale  à  celle 
de  la  sphère  entière  multipliée  par  le  nombre  des  degrés  de  F  angle  du  fuseau  ti 
diçisépar  36o. 

En  effet,  si  Tare  DE(fîg.3i6),  qui  mesure  Tangle  du  fuseau  ADBEA,  était 

d^un  degré ,  il  est  clair  que  le  fuseau  serait  la  36o"'^  partie  de  la  superficie  entière 

S 
de  la  sphère  ;  si  donc  S  est  cette  superficie  entière,    ^^     sera  celle  du  fuseau. 

Or,  si  le  fuseau  était  de  2  degrés,  de  3  degrés,  de  4  degrés,  etc.,  il  est  clair 
quMl  serait  2,  3,  49  etc.  fois  plus  grand  que  celui  d^un  degré;  d^o&  il  suit  que 

si  le  nombre  des  degrés  est /i,  la  superficie  dij^  fuseau  sera  ttjjj — ;  ce  quHi  fallait 

démontrer. 

219.  Remarque.  Il  est  clair  que  cette  proposition  a  Kea  pour  le  yolumo 
d^un  onglet;  c^est-à-^dire  que  le  volume  d*un  onglet  est  égal  à  celui  de  la  sphère 
multiplié  par  le  nombre  des  degrés  de  V  angle  du  fuseau  diçisé  par  36o. 

220.  THÉORÈME  10 1.  Si  dans  une  demi-sphèrc  deux  demi-grands  cercles 
ABC,  EBD  (fig.  320)  se  coupent  comme  on  voudra,  la  somme  des  deux 
triangles  ABE,  DBC,  que  ces  deux  denu^-grands  cercles  f or merU,  sera  équiça- 
lente  à  la  superficie  du  fuseau  qui  aurait  ï  angle  opposé  par  le  sommet  des  deux 
triangles. 

En  effet,  prolongeons  les  arcs  BA,  BE  jusqu^à  leur  rencontre  en  F  ;  nous 
aurons  le  fuseau  FABEF,  dont  Tangle  sera  ABE,  qui  se  composera  des  trian- 
gles ABE,  AEF  ;  si  donc  nous  faisons  voir  que  les  deux  triangles  AEF,  DBC 
sont  égaux,  la  proposition  sera  démoptrée.  Or,  les  deux  demi-cercles  ABC, 
BAF  ont  la  partie  commune  AB,  ce  qui  donne  AF  =  BC,  et  les  deux  demi- 
cercles  FEB ,  EBD  ont  la  partie  commune  EB ,  ce  qui  fait  que  EF  =  BD  ;  de 
plus,  les  angles  DBC,  Af'E  sont  égaux;  donc  les  deux  triangles  DBC,  AEF 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont 
égaux,  puisque  d^ailleurs  les  parties  égales  sont  semblablement  disposées; 
donc  le  fuseau  FABEF  est  équivalent  à  la  somme  des  triangles  ABE,  DBC. 

221.  THÉORÈME  1 02.  La  superficie  d'un  triangle  sphérique  est  égale  à  celle 
de  la  sphère  entière  multipliée  par  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  moins 
180°. ,  et  divisée  par  2  fois  36o. 
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En  effet,  supposons  la  demi-sphère  DFGl  et  prolongeons  les  côlésdu 

triangle  ABC  jusqu'à  leur  rcnconlre  avec  le  grand  cercle  DFGI  ;  la  somme 

«les  triangles  E\F,  lAH  sera  (n".  220)  un  fuseau  qui  aura  l'angle  A  ;  la  somme 

des  triangles  EBD,  GBH  sera  un  fuseau  qui  aura  l'angle  B,  et  la  somme  des 

triangles  DCI ,  FCG  sera  un  fuseau  qui  aura  l'angle  C.  Les  superficies  de  ces 

fuseaux  seront  respectivement  (n°.  210;  — — — ,  — r^ — ,  — ttj ,  S  étant 

la  superficie  entière  de  la  sphère,  et  leur  somme  sera  e'gale  à  la  demi-sphère 

1       .        r  -    I    .  ■       ^     K-D^    A         .        ■                -AxS  ,    BxS  ,    CxS 
plus  deux  fois  ic  Inanelo.  ABC,  de  sorte  qu  on  aura —77 \~  rr^ h-^^ —  = 

S   _^     ,„^  AXS    .    BxS  _^  CxS^        ,8oS      ^''^^^r       .'   ^^?      ■ 

— +2ABC  ou  ^^+^53-4-3^ -^^=2ABC;   d  ou  d  suit 

_...(A+D-l-C-.8o°.)S       ,,^^ ,„.„.  ,^^_(A+B+C-.8oMS 

3f)o 


=  2ABC,etparconse'qucntABC  = 


„  -    -  a  X  36o  ' 

|K  qu*il  fallait  de'monlrer. 

™  222.  Corollaire.  Il  est  facile  de  voir  delà  que  le  volume  d'une  pyramide 
triangulaire  sphérîque  est  égal  à  la  superficie  du  triangle  sphérique  qui  lui 
sert  de  base  ,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

223.  Remarque.  D'après  le  dernier  théorème,  il  serait  facile  de  démontrer 
que  la  superficie  d'un  polygone  sphérique  que/conque  est  e'gale  à  la  superficie 
lie  la  spJière  entière ,  multipliée  par  la  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  du 
polygone ,  moins  autant  de  fois  180°.  qu'il  y  a  de  côtés  moins  2  dans  le  poly- 
gone, et  divisé  par  2 /ois  36o. 
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V Ellipsoïde ,  la  Parabolo'ide  et  V Hyperboloide. 

224.  DÉFINITION.  On  appelle  ellipsoïde  une  surface  engendrée  par  une  el- 
lipse tournant  autour  de  l'un  de  ses  axes.  Si  l'ellipse  tourne  autour  du  grand 
axe,  l'ellipsoïde  sera  allongée ,  et  si  elle  tourne  autour  de  son  petit  axe ,  l'ellip- 
soïJe  sera  applatie  :  tout  corps  terminé  par  une  surface  ellipsoïde  porte  le 
même  nom  que  celte  surface. 

235.  TUÈORÈME  io3.  Toute  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à 
laxe  de  rotation  d'une  surface  quelconque  de  réiolution  est  un  cercle. 

En  effet,  soit  la  surface  de  révolution  AFBG  (fig.322)  engendrée  par  la 
courbe  quelconque  AFB  faisant  sa  révolution  autour  de  la  droite  AB  ;  si 
J'on  considère  un  point  quelconque  G  de  cette  courbe  AFB,  pendant  la  géné- 
ration de  la  surface,  on  verra  que  ce  point  C  décrit  dans  l'espace  un  cercle, 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  AB ,  dont  le  rayon  est  la  per- 
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pendiculaire  CE  abaissée  par  ce  point  C  sar  AB.  Il  est  évident  qne  la  récU 
proque  a  lieu ,  c^est-à-dire  que  si  Ton  mène  un  plan  DUCT  perpendiculaire  ï 
Taxe  de  rotation  AB,  et  que  par  le  pied  E  dé  cet  axe  AB  et  le  point  C,  où  le 
plan  rencontre  la  génératrice  AFB,  on  mène  la  droite  £C,  cette  droite  EG 
sera  perpendiculaire  à  Taxe  AB,  d^où  Ton  voit  que  la  droite  EG  décrira  un 
cercle  autour  du  point  E  ;  donc ,  etc. 

226.  THEOKÈME  104.  Toute  sectioTi  faite  dans  un  elUpsoïde  par  un  plan 
quelconque  est  une  ellipse. 

Soit  AFBG  (fig.  822)  un  ellipsoïde  coupé  par  un  plan  quelconque  HNKO; 
par  Taxe  de  rotation  AB,  menons  un  plan  AFBG  perpendicalaire  à  celui  de 
la  section  HNKO  :  ces  deux  plans  se  rencontreront  suivant  la  drdite  HK,  f t 
celui  mené  par  Taxe  de  rotation  rencontrera  évidemment  Tellipsoide  suivant 
une  ellipse  qui  sera  la  génératrice  de  la  surface, 

Cela  posé,  menons  deux  plans  RFSG,  TCUD  perpendiculaires  à  Taxe  de 
rotation,  de  manière  que  ces  deux  plans  rencontrent  celui  de  la  section 
HNKO  suivant  les  droites  NO ,  LM,  qui  seront  parallèles,  comme  étant  les 
intersections  de  deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième.  Les  sections 
des  plans  perpendiculaires  à  Vaxe  de  rotation  (n^.  225)  seront  des  cercles; 
les  intersections  GF,  DC  de  ces  plans  avec  celui  qui  passe  par  Taxe  perpen- 
diculairement au  plan  de  la  section  quelconque,  seront  les  diamètres  de  ces 
cercles,  et  seront  perpendiculaires  aux  droitcyi  NO,  LM.  Ainsi  on  aura 
(NP)'  =  GP  X  PF  et  (LQ)'?=DQ  X  QC;  d'où  (NP)'  :  (LQ)'::  GPxPF  ; 
DQ  X  QC...  (i).  Mais  dans  Tellipse  AFBG  les  cordes  GF  et  DC  sont  paral- 
lèles et  coupent  la  corde  HK,  de  manière  (géom.  pi.,  n^  642)  que  GPxPF 

:  DQ  X  QC  :  :  HP  X  PK  ;  HQ  X  QK;  mais  le  premier  rapport  de  celle 
proportion  est  le  second  de  la  proportion  (  1  )  ;  donc  (NP)'  ;  (LQ)'  l  \  HPxPK 

;  HQ  X  QK  ;  donc  la  section  HNKO  est  une  ellipse. 

227.  THEOREME  io5.  Si Ton  coupc  unelUpsoïde par deux plons poroUèks, 
les  sections  ABCD,  EFGH  (fig.  323  )  seront  des  ellipses  semblables. 

En  effet,  par  Taxe  de  rotation  QR  de  Tellipsoïde,  menons  un  plan  AQGR 
perpendiculaire  à  ceux  des  sections  parallèles  ABCD ,  EFGH  :  ce  plan  cou- 
pera Vellipsoïde  suivant  Tellipsc  génératrice  AQGR,  et  les  plans  des  sections 
parallèles  suivant  les  droites  AC,  EG,  qui  seront  parallèles  et  terminées  de 
part  et  d'autre  à  l'ellipse  génératrice  AQGR  :  ces  droites  AC,  EG  seront 
donc  des  doubles  ordonnées  rapportées  aux  diamètres  conjugués  LK,  OP; 
menons  un  plan  KBLH  par  le  diamètre  LK  perpendiculairement  au  plan 
AQGR,  ce  plan  rencontrera  l'ellipsoïde  suivant  l'ellipse  KSLT,  et  les  plans 
des  sections  parallèles  suivant  les  droites  BD,FH,  qui  seront  perpendiculaires 
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au  plan  AQGR,  et  par  conséquent  respectivement  aux  droites  ÀC ,  EG  qui 
passent  par  leurs  pieds  dans  le  plan  AQGR  :  les  droites  AC ,  BD  seront  donc 
les  axes  de  Tellipse  ABCD,  et  les  droites  EG,  FH  ceux  de  Tellipse  EFGH. 
Mais  les  axes  BD ,  FH  sont  des  doubles  ordonnées  de  Tellipse  KSLT;  on  aura 
donc  (BM)'  :  (FN)'  :  ;  LM  X  MK  :  LN  X  NK ,  e  t  (AMy  :  (EN)'  ;  :  LM  X  MK 
l  LN  X  NK,  puisque  les  axes  AC,  EG  sont  des  doubles  ordonnées  de  Tel-' 
lîpsc  AQGR;  donc  (BMy  :  (FNy  :  :(AM)'  :  (EN)%  ou  BM  ;  FN  :  :  AM  :  EN; 
d^où  il  suit  que  les  axes  des  ellipses  ABCD,  EFGH  sont  proportionnels,  et 
qae  par  conséquent  ces  ellipses  sont  semblables  ;  ce  quUl  fallait  démontrer. 

228.  Corollaire.  11  suit  de  là  que  toute  section  faite  dans  un  ellipsoïde  par 

un  plan  parallèle  à  Taxe  de  rotation  est  une  ellipse  semblable  à  celle  qui  est 
la  génératrice  de  TcUipsoïde;  car  l'intersection  de  tout  plan  mené  par  Taxe 
de  rotation  donne  Tellipse  génératrice,  et  par  cet  axe  il  est  toujours  possible 
de  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  parallèle  à  Taxe  de  rotation. 

229.  DEFINITION.  On  appelle  parabolouie  une  surface  engendrée  par  une 
demi-parabole  qui  fait  une  révolution  entière  autour  de  son  axe.  Le  corps 
terminé  par  cette  surface  et  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation 
prend  le  même  nom  que  la  surface.  La  base  d'un  paraboloïde  est  un  cercle, 
puisque  toute  section  plane  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  d'un  corps 
quelconque  de  révolution  est  un  cercle. 

280.  THEOREME  io6.  Toutê  sectionfaiic  dans  un  parabolouie  par  an  plan 
ùui  nest  pas  parallèle  à  ïaxe  de  rotation ,  est  une  ellipse. 

Soit  la  section  quelconque  EGHFLO  (  fig.  824  )  ;  par  Taxe  de  rotation  BD , 
menons  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  section  EGHFLO;  ce  plan  ren- 
contrera le  paraboloïde  suivant  la  parabole  ABC ,  et  le  plan  de  la  section  sui- 
vant la  droite  EF.  Menons,  de  plus,  deux  plans  QGP,  MHN  perpendiculaires 
à  Taxe  de  rotation,  de  manière  que  ces  plans  rencontrent  celui  de  la  section 
EHFO  suivant  les  droites  GO,  HL;  d'abord  les  sections  de  ces  plans  perpen- 
diculaires à  Taxe  de  rotation  sont  (n"".  225  )  des  cercles,  dont  les  centres  sont 
sur  cet  axe  de  rotation;  d'où  Ton  voit  que  les  intersections  QP,  MN  des 
plans  de  ces  cercles  avec  celui  de  la  parabole  ABC  sont  des  diamètres  à  ces 
mêmes  cercles;  en  outre,  les  doubles  ordonnées  GO,  HL  sont  perpendicu- 
laires au  plan  ABC,  puisqu'elles  sont  les  intersections  de  plans  perpendicu- 
laires à  celui-là  ;  ces  droites  sont  donc  aussi  perpendiculaires  aux  diamètres 
QP,  MN  qui  passent  par  leurs  pieds  dans  le  plan  ABC  :  on  aura  donc  (GK)'  : 
(Hl)" ;  :  QK  X  KP  :  MI  X  in.  Mais  (géom.  pi.,  n^  5 10)  à  cause  du  parallé- 
lisme des  droites  QP,  MN,  on  a  QK  X  KP  ;  MI  X  IN  :  ;  EK  X  KF  :  El  X  FI  ; 
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donc  (GKy  :  (HI)'  :  :  EK  x  KF  :  El  X  FI  ^  donc  la  section  EGHFLO  est 
une  ellipse;  ce  qu^il  fallait  démontrer. 

23 1 .  THÉORÈME  1 07 .  Toute  section  faite  dans  un  paraboloïde  par  un  plan 
parallèle  à  Vaxe  de  rotation  est  une  parabole. 

Supposons  qu^il  s^agisse  de  la  section  EHFGI  parallèle  à  Taxe  de  rotation 
BD  (fig.  325)  ;  menons  par  cet  axe  de  rotation  BD  un  plan  PBS  perpendicu- 
laire à  celui  de  la  section  EHFGI  :  Tinlerscction  PBS  du  plan  PBS  avec  la 
surface  paraboloïde  sera  la  parabole  génératrice ,  et  ce  plan  PBS  rencontrera, 
en  outre,  celui  de  la  section  EHFGI  suivant  la  droite  FL,  qui  sera  parallèle 
à  Taxe  BD.  Menons,  de  plus,  les  plSns  AECI,  QHRG  perpendiculaires  â 
Taxe  de  rotation  BD  ;  les  intersections  de  ces  plans  avec  le  paraboloïde  seront 
des  cercles,  et  avec  le  plan  EHFGI  les  droites  El,  GH  perpendiculaires â 
LF,  qui  seront  des  doubles  ordonnées  des  cercles  AECI,  QHRG;  car  ces 
mêmes  droites  seront  perpendiculaires  aux  droites  PS,  QR  qui  sont  les  inter- 
sections des  plans  AECI,  QHRG  avec  le  plan  PBS  :  on  aura  donc  (IL)*: 
(HOy  :  :  PL  X  LS  :  QO  x  or.  Mais  à  cause  que  la  droite  FL  est  un  diamètre 
de  la  parabole  PBS,  on  aura  (géom.  pi.,  n*.  5o4)  PL  X  LS  :=^p  x  FL,  et 
QO  X  OR=)9x  FO;  donc  (IL)'  :  (HO)'  :;^  x  FL  :;?  X  FO  ::  FL  :  FO; 
les  carrés  des  ordonnées  de  la  courbe  EHFGI  sont  donc  entre  eux  comme 
les  abscisses  correspondantes;  donc  (géom.  pi.,  n^.  l^S\  )  cette  courbe  est  une 
parabole. 

232.  THEOREME  loB.  SiVon  coupe  un paraboloïde  par  dewp plans  parallèles 
entre  eux,  mais  non  parallèles  à  Vaxe  de  rotation,  les  sections  de  ces  plans 
seront  des  ellipses  semblables. 

Supposons,  en  effet,  que  les  sections  EHFG,  acbd^îi^.  326)  soient  celles 
de  deux  plans  parallèles  entre  eux;  par  Taxe  OPde  rotation  menons  un  plan 
MEPFN  perpendiculaire  aux  plans  des  deux  sections  parallèles;  ce  plan  ren- 
contrera ceux  de  ces  deux  sections  suivant  les  droites  EF ,  aft-,  qui  seront 
parallèles  entre  elles,  et  le  paraboloïde  suivant  la  parabole  génératrice 
MEPFN.  Par  les  milieux  I,  e  des  droites  EF,  ad,  menons  la  droite  BD, 
qui  sera  un  diamètre  de  la  parabole  MEPFN;  par  cette  droite  BD,  menons 
un  plan  KHBGL  perpendiculaire  au  plan  MEPFN,  ce  plan  sera  parallèle  à 
Taxe  de  rotation  PO,  et  jpar  conséquent  son  intersection  KHBGL  avec  le 
paraboloïde  sera  une  parabole.  Le  plan  de  cette  parabole  coupera  les  plaas 
des  sections  EHFG,  acbd  suivant  les  droites  parallèles  HG,  rJ,  et  la  droite 
I)B  est  évidemment  Taxe  de  cette  même  parabole  KHBGL,  en  même  temps 
qu'elle  est  un  diamètre  de  la  parabole  MEPFN  ;  de  là  il  résulte  que  les 
droites  EF,  GII  sont  deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse  EHFG,  et  que 
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les  droites  ad,  cd^  respectivement  parallèles  aux  droites  EF,  GH,  sont  des 
diamètres  conjugués,  de  Tellipse  acbd^  semblables  aux  diamètres  conjugués 
£F,  GH  de  Tellipse  £HFG  :  si  donc  ces  diamètres  sont  proportionnels,  les 
deux  ellipses  parallèles  EHFG,  acbd  seront  semblables.  Or,  la  parabole 
MEPFN, rapportée  au  diamètre  BD,  nous  donne  (IF)'  :  {eby:\  BI  :  Be,  et  la 
parabole  KHBGL  rapportée  à  son  axe  BD  nous  donne  (IH)  :  \cey  :  :  BI  ;  B^; 
donc  ÇiYy\{eby::{JiYiyi{cey  ou  ÏS:eb::m:ce\  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

a33.  Remarque  i.  Si  Ton  supposait  un  hyperboloïde,  c^est-à-dire  un  corps 
engendré  par  une  demi-hyperbole,  tournant  autour  du  premier  axe  de  la 
courbe,  par  des  raisonnemens  et  des  constructions  semblables  aux  précédensi 
on  démontrerait  que  toute  section  faite  par  un  plan  qui  ne  serait  point  pa- 
rallèle à  Taxe  de  rotation,  est  une  ellipse;  que  toutes  les  sections  parallèles 
entre  elles,  mais  obliques  à  Taxe  de  rotation,  sont  des  ellipses  semblables,  et 
que  toute  section  faite  parallèlement  à  Taxe  de  rotation  est  une  hyperbole 
semblable  à  la  génératrice. 

a34-  Remarque  2.  Les  géomètres  considèrent  d'autres  surfaces  du  second 
ordre,  outre  celles  dont  nous  Tenons  de  nous  occuper;  mais  leurs  formes 
ne  se  prêtant  guère  aux  objets  de  constructions ,  nous  nous  dispenserons  d'en 
parler  ici ,  du  moins  pour  le  moment. 

a35.  Remarque  3.  Il  nous  importerait  maintenant  de  donner  la  superficie 
et  le  Tolume  de  l'ellipsoïde  et  du  paraboloïde  ;  mais  pour  cela  nous  attendrons 
que  nous  ayons  fait  connaître  les  centres  de  gravités,  qui  fournissent  des 
moyens  fort  simples  pour  résoudre  ces  questions.  De  plus ,  nous  pourrions 
donner  ici  la  manière  de  lever  les  plans ,  et  celle  de  faire  les  nivellcmens 
sur  le  terrain  ;  mais  nous  aimons  mieux  ne  parler  de  ces  deux  choses  que 
lorsqu'il  s'agira  d'établir  sur  le  terrain  un  édifice  ou  monument  quelconque. 
Ainsi  nous  terminerons  la  première  partie  de  ce  cours ,  en  donnant  les 
rapports  des  mesures  de  volume  et  la  loi  de  leurs  subdivisions^ 

Mesures  anciennes  de  volume. 

Ces  mesures  sont  la  toise  et  le  pied  cube.  On  a  aussi  la  soUçe^  qui  est  un 
parallélipipède  rectangle  dont  la  base  est  un  carré  d'un  demi-pied  de  cô^.c,  et 
dont  la  hauteur  est  de  12  pieds.  La  solive  sert  au  toisé  de  charpente.  Attendu 
que  la  base  de  la  solive  est  un  quart  de  pied  superficiel,  et  sa  hauteur  12  pieds, 
son  volume  est  de  3  pieds  cubes.  Ainsi  on  peut  toiser  la  charpente  en  pre- 
nant le  pied  cube  pour  unité,  puisqu'en  prenant  le  tiers  du  nombre  des  pieds 
cubes  qu'on  aura  trouvé,  il  en  résultera  le  nombre  des  solives. 
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Première  loi  de  subdivisions  de  la  Toise  et  du  Pied  cubes. 

La  toise  cube  vaut 2116  pieds  cubes. 

Le  pied  cube   —  .........   1728  pouces  cubes* 

Le  pouce  cube —  .........  1728  lignes  cubes. 

etc.    .  etc. 

Seconde  loi  de  subdivisions  de  la  Toise  cube. 

La  toise  cube  se  compose  de  6  parallélipipcdes  dont  la  base  est  un  carré 
d'une  toise,  et  la  hauteur  d^un  pied.  Ces  parallélipipcdes  se  nomment  iaises- 
ioiseS'pieds. 

La  toise-toise-pied  se  compose  de  12  parallélipipèdes  d^une  toise  carrée  de 
base  et  d^un  pouce  de  hauteur  :  on  les  appelle  toises-toises-pouces. 

La  toise-toise-pouce  se  compose  de  12  parallélipipèdes  d*unc  toise  carrée 
de  base  et  d^une  ligne  de  hauteur  :  ils  prennent  le  nom  de  toises-toises-lignes, 
et  ainsi  de  suite. 

C^est  cette  dernière  loi  de  subdivision  qu^il  faut  préférer;  pour  plus  de  fa- 
cilité dans  les  calculs,  lorsque,  prenant  la  toise  cube  pour  unité,  Ton  fait  les 
multiplications  complexes  (arith.,  n°.  80)  pour  avoir  le  volume  d^un  corps 
quelconque.  Ainsi ,  par  exemple,  si  Ton  demandait  le  volume  d^un  parallclipi- 
pède  dont  les  trois  dimensions  seraient  2.*  4*^  ^•^*'>  i**  ^-^  4''*  ®'  3-*  3.'  6.'',  le 
produit  i3.*"  4"^  II.******  5."*  -tt-  qu'on  obtiendrait  en  multipliant  le  produit 

des  deux  premiers  facteurs  par  le  troisième,  d'après  la  règle  donnée  en 
arithmétique  au  numéro  80,  serait  i3  toises  cubes,  4  toises-toises-pieds, 

II  toises- toises-pouces,  5  toises-toises-lignes  et  -rr-. 

Seconde  loi  de  subdivisions  du  Pied  cube. 

Le  pied  cube  se  compose  de  12  parallélipipèdes  d'un  pied  carré  de  base  et 
d'un  pouce  de  hauteur,  qu'on  appelle  pieds-pieds -pouces. 

Le  pied-pied-pouce  se  compose  de  12  parallélipipèdes  d'un  pied  carré  de 
base  et  d'une  ligne  de  hauteur;  on  les  nommt  pieds-pieds-lignes ,  et  ain^de 
suite. 

C'est  cette  dernière  loi  de  subdivisions  du  pied  cube  quMl  faut  prendre 
lorsqu'on  veut  calculer  le  volume  d'un  corps  quelconque,  par  la  même  raison 
que  nous  en  avons  donnée  pour  la  toise  cube. 

Observons  qu'une  toise-toisc-pied  vaut  36  pieds  cubes;  qu^une  toîse-toîsc- 
poucc  est  le  12"'.  d'une  toise-toisc-pîcd,  et  par  conséquents  pieds  cubes; 
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qu'une  toise-toise-ligne  vaut  le  12"'.  d'une  toise-toise-pouce ,  et  par  consc* 

quent ou  -;-  de  pied  cube,  ou  en  pouces  cubes  —2- — :=;432,  etc. 

"^            4        ^                           '^                         4                      ,„jjg 
Le  pied-pied-pouce  est  le  i2"''.  d'un  pied  cube  ou  en  pouces  cubes  — ^ 

=  1 44  ;  le  pied-pied-ligne  est  le  1 2"^  d'un  pied-pied-pouce ,  et  par  conséquent 
12  pouces  cubes,  elc. 

Première  loi  de  subdiçisions  du  Mètre  cube. 

Le  mètre  cube  •  .  .  vaut 1000  décimètres  cubes. 

Le  décimètre  cube     — 1000  centimètres  cubes. 

Le  centimètre  cube    < — •  1000  millimètres  cubes. 

etc.  etc. 

Seconde  loi  de  subdiçisions  du  Mètre  cube. 

Xie  mètre  cube  se  compose  de  10  parallciipipèdes  d'un  mètre  carre  de  base 
cl  d'un  décimètre  de  hauteur,  qu'on  appelle  mètres^mètres-decimètres ;  un 
mètre-mètre-décimètre  est  le  10"^.  d'un  mètre  cube,  ou  100  décimètres 
cubes. 

Le  mèlre-mèlre-décimètre  se  compose  de  10  parallélipipèdes  d'un  mètre 
carré  de  base  et  d'un  centimètre  de  hauteur,  qu'on  nomme  mètres-mètres^ 
centimètres.  Un  mètre-mètre-centimètre  est  le  lo**.  d'un  mètrc-mèlrc-déci- 
mètre,  ou  10  décimètres  cubes. 

Le  mètre-mètre-centimètre  se  compose  de  10  parallélipipèdes  d'un  mètre 
carré  de  base,  et  d'un  millimètre  de  hauteur  ;  on  les  nomme  mètres-mètres- 
millimètres.  Un  mètre-mètre-millimèlre  est  le  10"'.  d'un  mètre-mètreccnti- 
mctre,  ou  1  décimètre  cube,  etc. 

Rapports  des  anciennes  Mesures  aux  nouçelles. 

La  toise  cube  .  .  .  vaut  en  mèti*es  cubes.  .  .  .  ;  .  'j^^^o'SiQoZ^io. 

La  toise-loise-pied      —  — —  i,  2839817238. 

La  toise-toise-pouce  —  — —  o,  io283i8io3. 

La  toise-toise-ligne    — o,  0085693175. 

etc.  etc. 

Le  pied  cube  —  — —  o,  0342772701. 

Le  pied-pied-pouce  — o,  0028564875. 

lie  pied-pied-ligne    —  — .—  ......  o,  ooo238o364* 

etc.  etc. 


COUBS  DE  CONSTRUCTION. 
lîapfwrts  des  nouvel/es  Mesures  aux  anciennes. 

Le  mètre  cube  vaut  en  loise  cube  0,135064128^46,  et  en  pieds  cubes  29, 

Le  nièiic-mèlre-iléciniètre.  .  .  .  o,oi33o()4t3S34)         ^ 

Lenièlie-inèire-ceniimèlre.  .  .  .  o,ooi35o64'28g, o. 

Le  mèlre-mèlre-niillimèlre.  .  .  .  o,oooi35o64i2g, o, 

etc.  etc. 
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